1. LAGRANGEOVA INTERPOLACE

Bud f realna funkce redlné proménné a necht jsou dany jeji hodnoty ve vzdjemné riznych bodech
g, X1, ..., Tn, — nazyvame je interpolacni uzly. Nasim tkolem je najit polynom L, co nejnizsiho
stupné tak, aby platilo (Vi € 7i9)(Ln(z;) = f(x;)). Tento polynom se nazyvéd Lagrangetuv interpolacni

polynom piislusny k funkci f a uzlum xg, z1, ..., T,.

Poznamka. Ocekavame, ze je-li funkce f dostatecné hladka, bude ji mozno aproximovat polynomem 7,
i mezi interpola¢nimi uzly. Proto také mluvime o interpola¢nim polynomu. Kdybychom chtéli naopak
usuzovat na hodnoty funkce f vné nejmensiho intervalu obsahujiciho interpolaéni uzly, mluvili bychom
o extrapolaci.

Tvrzeni 1.1. Bud'te f redlnd funkce realné proménné a xg, x1, ..., z, € D(f). Potom existuje prave
jeden Lagrangeuv interpola¢ni polynom piislusny k funkci f a uzlum xzq, x1, ..., T,.
Diikaz. Existence: Definujme funkci
(x—x0)(x—z1)...(x —zi1) (@ — Tig1) ... (T — 2p)
(LEZ‘ - .To)(xz - .731) PN (Jii - ﬂii_l)(ﬁci — ZCZ‘_;,_l) PN (Jii - a:n)

Ziejmé ®; je polynom stupné n a plati ®;(z;) = d;; pro ¢, j € ng. Déle je zfejmé, ze funkce

Ln(z) = Zf(xi)‘l’i(x) (1)

je polynom stupné nejvyse n-tého a ze plati (Vi € fig)(Ln(z;) = f(x4)).

Jednoznacnost: Predpokldadejme existenci polynomu P, # L, stupné nejvysSe n-tého takového, ze
(Vi € 7g)(Pn(x;) = f(x;)). Potom funkce P, — L,, musi byt také polynom stupné nejvyse n-tého.
Pfitom ale P, — L, ma n + 1 kofent, takze to musi byt nulovy polynom. O

Véta 1.2. (1) Bud I interval a necht zq, x1, ..., o, € I.
(2) Necht mé funkce f v intervalu I derivaci fadu n + 1.
(3) Bud L, Lagrangetv interpola¢ni polynom pifslugny k funkci f a uzlim zg, 1, ..., Tp.
Potom Vz € I existuje bod & lezici v nejmensim intervalu obsahujicim body z, zg, 1, ..., x, tak,
ze plati

(n+1)
@) = Lote) = L

kde wy,(z) = (x — xg)(x — x1) ... (x — zp).

(),

Dikaz. Pro x € {xg, x1, ..., zn} je f(x) — Ly(z) = 0, takze tvrzen{ zfejmé plati. Zvolme tedy pevné
x € I tak, aby (Vi € ) (z # z;). Oznacime-li

Rn(‘r) = f(x) - Ln(m)v Q(t) = Wn(‘r)Rn(t) - wn(t)Rn(x)a
potom zfejmé Q(z) = 0, a protoze (Vi € fg)(wn(x;) = 0, Ry(x;) = 0), je i (Vi € 10)(Q(z;) = 0).
Funkce @ mé tedy n + 2 kofenti a to podle Rolleovy véty' znamend, ze funkce Q' ma n + 1 vzdjemné
ruznych kofenti lezicich mezi kofeny funkce Q. To opét znamend, ze funkce Q" mé n vzdjemné ruznych
kofent lezicich mezi kofeny funkce Q' atd. Nakonec se dozviddme, ze funkce Q"1 m4 jeden kofen

lezici mezi kofeny funkce Q™. Oznacime-li tento kofen &, plati tedy Q1 (€) = 0. Podle definice
funkce R,, zfejmé plati

R,(ln+l)(x) _ f(n+1)(l') _ Lgln-i-l)(x) - f(n-‘rl)(x) —-0= f(’ﬂ-i-l)(x)a

nebot L, je polynom stupné nejvyse n-tého. Podle definice funkce w zase plati w1 (z) = (n +1)!,

a tak
(n+1)
QU (&) = wu(x) fIM ) (€) = Rp(z)(n+1)! =0 = Ry (z) = f(n+l()€,) wn ().

O

1Rolleova véta: Bud f redlna funkce spojitd na omezeném a uzavieném itervalu (a, b) a necht md f v kazdém bodé
intervalu (a, b) derivaci. Je-li f(a) = f(b), potom existuje £ € (a, b) tak, ze f/'(£) = 0.
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Konstrukce polynomu L, podle dikazu tvrzeni 1.1 neni ekonomicka. Ukéazeme si proto dvé lepsi
feSeni.

1.1. Newtonova interpola¢ni formule pro neekvidistantni intervaly.

Definice 1.3. Bud'te f redlnd funkce redlné proménné, xg, x1, ..., z, € D(f) (tyto body pfitom
nemuseji byt sefazeny podle velikosti). Pomérnymi diferencemi 1. fddu nazyvéame podily typu
flzy) — f(z flzy) — fzn_
f(mOaxl): (1) (0)7"'7f(xn—17:17n): (n) (n 1)-

1 — To Tp — Tpn-1

Pomérnymi diferencemi 2. fadu nazyvame vyrazy

f($07 1, 172) _ f($1, sz :iixm I1)7 o

f(l'n_27 Tp_1, xn) — f(xn—17 xn) - f(xn_Q’ Jjn_l) -

Ty — Tp—2
Pomérnymi diferencemi k-tého fadu nazyvame vyrazy
 f@ipr, o migk) — f(@ay o i)
f((Ei,..., xi+k) = .
Litk — L4

Pomérné diference je zvykem zapisovat do tzv. diferené¢niho schématu:

To f(zo)

f(zo, 71)
z1 f(z1) f(xo, 21, 2)

[z, 22) f(wo, 21, T2, 73)
T2 f(z2) f(x1, x2, 3)

f(z2, x3)

T3 f(z3)

Tn—3 f(.%'n,:),)
f(xn—3a mn—2)

Tn—2 .f(xn—Q) f(xn—?n Tn—2, xn—l)
f(mn—Qy 51771,—1) f(xn—l% Tn—2y Tn—1, xn)
Tn—1 f(xnfl) f(xnf% Tn—1, xn)
f(x’nflv xn)
Tvrzeni 1.4. Pro pomérnou diferenci k-tého fadu plati
f(i)
Liy Lit1y «v-y Titk) = —+
f( + + ) (SCl — iEiJrl) e (LCZ — (Eprk)
X T
+ f(@it) +...+ f(@is) .
(Tit1 — i) (Tit1 — Tig2) - (Tig1 — Tivk) (Titk — @) -+ (Tigk — Tith-1)
Diikaz. Indukci podle k: Pro k=1 je
xZ; - ZT; Z; ZT;
f(xi,xiﬂ):f( ) = flea) @) F@i)
Tit1l — Ty Ti — Xi41  Titl — T4
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k — 1. Dokazeme, ze plati pro k:
f(xi; Tit, - $i+k) _ f($i+17 cey $i+k) - f(xh R xi+k71) Ip
Titk — T4
1 i
L f(@in1) +o+
Titk — T4 (iEi+1 - $¢+2) cee (931‘+1 - $i+k)
LTitko— e
n f(@iyr—1) N f(@ivk) B

(Titk-1 = Tig1) -+« (Tith—1 = Titk—2) (Tivh—1 — Titk)  (Tivk — Tig1) -« (Titk — Titk—1)



-~ f(xi) _ f(@iv1) _
(@i = ig1) oo (T = Tigk-1)  (Tipr — ) (@ip1 — Tig2) -+« (Tig1 — Tigr—1)
_ f(@itr—1) }
C @ik = i) o (T — Tipk—2) |

V lomenych zévorkéach se vyskytuji rozdily typu?
f(;) f(z;) .
(@ = i) - (x5 — Tigw) (@5 —3) - (35 — Tigw—1)

Pro tyto dvojice plati

1 f(z5) B f(z5) } _
Tivk — % [ — @iv1) o (@ —@igr) (T — @) - (T — Tigr—1)
f(z;) 1 1 1 } _
(ZL’j 71’1'4_1)...(1']' 71’1'4_;@_1) $i+k — X; .’ﬂj 7.’£1‘+k .TJ xX;
_ flz5) b () — (35— @igk)
(Tj = 2it1) - (T — Tigk—1) Tigk — i (5 — Tigr) (75 — 3)
_ f(z5) Titk — T _ f(zj)
(xj — .731') e (l‘j - xi—&-k) Ti+k — T4 (l‘j — l‘l) PN (.I?j — xi-{-k)
O
Dausledek 1.5. (1) Pomérnd diference souctu/rozdilu je soucet/rozdil odpovidajicich pomérnych
diferenci.
(2) Pomérna diference funkce af, kde a je konstanta, je rovna a-ndsobku pomérné diference
funkce f.
(3) Pomeérna diference je symetrickd vicéi véem svym proménnym, tj. skuteéné nezélezi na pofadi
uzlu.
(4) Pomérnd diference k-tého tddu funkce f(z) = 2™ je homogenni forma (viz déle) stupné n — k

ve svych proménnych.

Drikaz. Dokazeme bod 4. Jesté predtim si ale vysvétlime, co je to forma.
Polynom je soucet séitanci tvaru azt'zh? ... zkr. Cislo ky + kg + . .. + k,, se nazjvé stupeii séitance.
Polynom, jehoz vSechny s¢itance maji stejny stupen, se nazyva forma.

Mame tedy dokazat, ze f(zs, ..., Tipx) = > o wg}, ... x5, kde suma je pies vSechny (k+1)-tice
(oo, a1, ..., ag), pro které plati ag + a1 + ...+ ar = n — k. Dukaz provedeme indukei podle k. Pro
k=1je

R
fog, miyq) = 24 "1 — af it el il

Tit1 — T
Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro k. Dokazeme, ze plati i pro k + 1:

f@ir, o ik, i) — f(@0 T, o, Tigw)
f(‘ria ‘ri+la ceey ‘TiJrkv fl}i+k+1) - -
Titk+1 — T4
 f@ikg1s, Ty, o Tigw) — f(T, Tiga, oo, Tigk)
Titk+1 — Ty
x0 L —xdo
_ a1 ag i+k+1 i aq ag ag—1 ag—2 . ap—1
—E Ty —E ity (e AT ),
Litk+1 Z;
Sumy jsou opét pies vSechna «;, j € ko, takova, ze g + o1 + ... +ar =n — k. O

Pozndamka. 7 bodu 4 v predchozim tvrzeni vyplyva, Ze n-t4 pomérna diference funkce = +— x” je
konstanta a vys$i pomérné diference této funkce jsou rovny nule. Totéz zifejmé plati pro polynom
stupné n.

2Déle pro  struénost nebudeme  zduraznovat, Ze nulové ¢leny ve  jmenovatelich  jsou @ vy-
nechdny, takze mnapf. misto (z; — z3)...(z; — z;—1)(x; — xjy1)...(x; — xj4k) budeme psit jen

(xj —xi) . (Tj — Titr)



Nyni mtzeme piikroé¢it ke konstrukeci Lagrangeova interpolaéniho polynomu. Necht je déna funkce
fawuzly xg, 21, ..., T,. Pro n > 1 muzeme psat

L,=Lo+(Li—Lo)+ (La—L1)+ ...+ (Ln — Lp—1).
Protoze Ly — Li_1 je polynom stupné nejvyse k-tého a uzly xg, x1, rr_1 museji byt jeho kofeny,
znamena to, ze
Lip(z) — Lg—1(x) = Az — z0)(x — 1) ... (x — z—1),
kde A je konstanta. Uvazime-li, ze Ly (zx) = f(xr), plyne z predchoziho vztahu
flzr) = Lg—1(ag) = Alxg — x0) (2 — 1) -« (T — Zg—1), (2)

takze pro konstantu A s pouzitim dukazu tvrzeni 1.1 dostdvdme

k—1 . (:Dk710)...(kamj_1)(I)C7Ij+1)...(xkka,1)
A= f(xx) _ Zj:o flzj) (@j—wo)..(wj—wj—1)(@j—xj1)-(xj—Tk—1) _
(xk — o) ... (v — Tp—1) (v — x0) .- (T — Th—1)

_ f(@x) kZ f(x;) _

T (wk—x0) ... (Tk —Th_1) = (xj —xo)...(xj —zj_1)(xj —xjq1) ... (x; — 2p—1) (2K — ;)

f(z))

(zj —w0) ... (zj — 1) (% — Tj41) ... (35 — Tk

Il

I
=3

= f(=zo, 1, ..., Tk).
: )
Protoze ziejmé Lo(z) = f(x0), plyne z predchozich vztahu ihned

Ln(z) = f(x0) + (z — x0) f (w0, x1) + (& — zo)(x — 1) f (@0, 21, T2) + ...+ (3)
+x—x0)(x—21) ... (x — 1) f(T0, T, -+, Ty).
Pozndmka. V praxi vychdzime z diferen¢niho schématu. Staci z néj ovSem spocitat jen f(xzo), f(xo, 1), .., f(zo, ...

Na zdvér se vratme k vété 1.2. Bud (Vj € fg)(x # ;). Potom podle tvrzenf 1.4 plati
f(x)

x—xg)...(x—xp)

f(z))

= (@ —a)(zy —xo) . (25 — 2j-1)(5 — i) - (5 — @)

odkud s pouzitim dukazu tvrzeni 1.1 plyne

fl@)=(x—z0)...(x —x,) flz, 0, ..., Tp)—
B . (x —xg)...(x —xyp) _

j x)(xj — .’170) e ({L‘j — ,’Ejfl)(!Bj — ,Tj+1) N (l‘j — J}n)

_|_

f(z, o, ...,xn):(

_|_

)

:wn(ili)f(x,xo,.-.,:17")+Zf(:17j) (x—xz0)...(x—zj_1)(@—xjq1) ... (¢ —zp) _

=0 (,’L‘j —wo)...(l‘j —mj,l)(acj —QijJrl)...(LUj —CL’n)

= wn(l')f(fﬂ, Zoy ---, xn) + z f(xj)q)J(I) = wn(z)f(x, Zoy ---, xn) + Ln(gj)
=0

Je tedy f(z) — Lp(z) = wp(z) f(z, o, ..., ). Porovndnim tohoto vyrazu s vyrazem ve zminované
veté 1.2 zjistime, ze plati
AR
f(x, 2, ..., mn)— m7
odkud po pieindexovani © — x;, o = Tijy1, ..., Tn_1 — T+ dostaneme
F® (e
f(@i, Tivr, -, Tigk) = k:'( ) (4)



1.2. Newtonova interpola¢ni formule pro ekvidistantni intervaly.
Bud'te zg € R, h € RT. Potom Vi € Z definujeme

z; = xo +ih, fi = f(z;). (5)
Definice 1.6. Kone¢nymi diferencemi 1. fddu nazyvame vyrazy
e fi% =f-1—f-2 fi% = fo—f-1, fé = f1— Jo, fé =fo—fi, -
Koneénymi diferencemi 2. fadu nazyvame vyrazy
L) fz2 :fié _fiév le :fil _fi§7 fg :fi _filv .f12 :f% _.fianQ :f% _f%7
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Kone¢énymi diferencemi k-tého fadu nazyvame vyrazy
k _ gk—1 _ pk—1
fi= i+d fz’—%'

Pozndmka. ZjednoduSené znaceni:

diference vpred v i-tém uzlu Afi = fir1—fi
diference vzad v (i + 1)-nim uzlu Vfiv1 = fiz1— fi,
symetrickd diference 1) fH% = fiy1— fi.

Pozndamka. Diferenc¢ni schéma:

o

frs
f-2 12,

fié fiS
o 2, £

r /2, 2,
fo . 12 p I . 18
h 7o

fl 7
f2 13

!

fs

Tvrzeni 1.7 (nerekurzivni vyjadieni fF). Plati

=€)~ Qs B

+(—1)k 1 (k ﬁ 1) fros + (=1 (Z) Fix.

(VB

Ndznak dukazu.

1 —_

iy = Ji = Ji

7= fa -ty == f) = (fi = fim) = fin = 2fi + fim,
1-3+% = fha— 1P = (fire = 2fiqs + fi) = (fix1 = 2fi + fis1) =

= fir2 = 3fix1 +3fi — fi-1-

Dasledek 1.8. (1) f=px= fF=pk+yk,
(2) (af)f = aff.
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Tvrzeni 1.9 (,,to neni piimo dusledek”).

k
ks
f(xi, Tig1, -, i) = ﬁ
Dikaz. n
F@s, 2i01) = fi) = fle) _ fin—fi i+
Ti41 — X4 h h
1 1
F(s, Bi, Tign) = f@ivy, Tivn) = flmiyzipa) _ 1 (Forg Ting ) _ foa
iy L1y Li4-2 Tivo — T; oh h h on2

O

Dusledek 1.10. Pro polynom n-tého fadu je n-td konecna diference konstanta a konecné diference
vyssich radu jsou nulové.
1.2.1. Newtonova interpolaéni formule pro ekvidistantni intervaly pro interpolaci vpred. Slou¢ime
vzorce (3) a (5).
(1) Zavedeme substituci t = %0
T =x9+th e
T; = T +ih}x zi = h(t —i).

(2) Pomérné diference nahradime podle tvrzeni 1.9 koneénymi:

Lolwo i) = ot o} oD g WEVE2 M2 D llmnt D gy

,,D& se to prepsat elegantné — ja to nevyzaduju”:
¢ ¢ t\
Ly (zo +th) = fo + (1> A fo + <2> Afo+...+ (n) A" fo.

1.2.2. Newtonova interpolacni formule pro ekvidistantni intervaly pro interpolaci vzad. Proménné ve
vzorci (3) preindexujeme takto: z; — x_; (i € 7).

(1) Zavedeme substituci t = *5*0:

T =x0+th o )

B )

(2) Pomérné diference nahradime kone¢nymi:

t(t+1) tt+1)(t+2)
2! 3!

LMD =)

2
ffl—'_ n| 5

Lu(xzo +th) = fo+tf1, + F2s+

vevs

Lo(w0 + th) = fo+ G) Vo + (tgl) V2 fo ...t (”Z‘l) v .
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