
1. Lagrangeova interpolace

Bud’ f reálná funkce reálné proměnné a necht’ jsou dány jej́ı hodnoty ve vzájemně r̊uzných bodech
x0, x1, . . . , xn — nazýváme je interpolačńı uzly. Našim úkolem je naj́ıt polynom Ln co nejnižš́ıho
stupně tak, aby platilo (∀i ∈ n̂0)(Ln(xi) = f(xi)). Tento polynom se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı
polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

Poznámka. Očekáváme, že je-li funkce f dostatečně hladká, bude ji možno aproximovat polynomem Tn
i mezi interpolačńımi uzly. Proto také mluv́ıme o interpolačńım polynomu. Kdybychom chtěli naopak
usuzovat na hodnoty funkce f vně nejmenš́ıho intervalu obsahuj́ıćıho interpolačńı uzly, mluvili bychom
o extrapolaci.

Tvrzeńı 1.1. Bud’te f reálná funkce reálné proměnné a x0, x1, . . . , xn ∈ D(f). Potom existuje právě
jeden Lagrange̊uv interpolačńı polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

D̊ukaz. Existence: Definujme funkci

Φi(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Zřejmě Φi je polynom stupně n a plat́ı Φi(xj) = δij pro i, j ∈ n̂0. Dále je zřejmé, že funkce

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)Φi(x) (1)

je polynom stupně nejvýše n-tého a že plat́ı (∀i ∈ n̂0)(Ln(xi) = f(xi)).
Jednoznačnost: Předpokládejme existenci polynomu Pn ̸= Ln stupně nejvýše n-tého takového, že

(∀i ∈ n̂0)(Pn(xi) = f(xi)). Potom funkce Pn − Ln muśı být také polynom stupně nejvýše n-tého.
Přitom ale Pn − Ln má n+ 1 kořen̊u, takže to muśı být nulový polynom. □

Věta 1.2. (1) Bud’ I interval a necht’ x0, x1, . . . , xn ∈ I.
(2) Necht’ má funkce f v intervalu I derivaci řádu n+ 1.
(3) Bud’ Ln Lagrange̊uv interpolačńı polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

Potom ∀x ∈ I existuje bod ξ lež́ıćı v nejmenš́ım intervalu obsahuj́ıćım body x, x0, x1, . . . , xn tak,
že plat́ı

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x),

kde ωn(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

D̊ukaz. Pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn} je f(x)−Ln(x) = 0, takže tvrzeńı zřejmě plat́ı. Zvolme tedy pevně
x ∈ I tak, aby (∀i ∈ n̂0)(x ̸= xi). Označ́ıme-li

Rn(x) = f(x)− Ln(x), Q(t) = ωn(x)Rn(t)− ωn(t)Rn(x),

potom zřejmě Q(x) = 0, a protože (∀i ∈ n̂0)(ωn(xi) = 0, Rn(xi) = 0), je i (∀i ∈ n̂0)(Q(xi) = 0).
Funkce Q má tedy n+ 2 kořen̊u a to podle Rolleovy věty1 znamená, že funkce Q′ má n+ 1 vzájemně
r̊uzných kořen̊u lež́ıćıch mezi kořeny funkce Q. To opět znamená, že funkce Q′′ má n vzájemně r̊uzných
kořen̊u lež́ıćıch mezi kořeny funkce Q′ atd. Nakonec se dozv́ıdáme, že funkce Q(n+1) má jeden kořen
lež́ıćı mezi kořeny funkce Q(n). Označ́ıme-li tento kořen ξ, plat́ı tedy Q(n+1)(ξ) = 0. Podle definice
funkce Rn zřejmě plat́ı

R(n+1)
n (x) = f (n+1)(x)− L(n+1)

n (x) = f (n+1)(x)− 0 = f (n+1)(x),

nebot’ Ln je polynom stupně nejvýše n-tého. Podle definice funkce ω zase plat́ı ω(n+1)(x) = (n+ 1)!,
a tak

Q(n+1)(ξ) = ωn(x)f
(n+1)
n (ξ)−Rn(x)(n+ 1)! = 0 ⇒ Rn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x).

□

1Rolleova věta: Bud’ f reálná funkce spojitá na omezeném a uzavřeném itervalu ⟨a, b⟩ a necht’ má f v každém bodě
intervalu (a, b) derivaci. Je-li f(a) = f(b), potom existuje ξ ∈ (a, b) tak, že f ′(ξ) = 0.
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Konstrukce polynomu Ln podle d̊ukazu tvrzeńı 1.1 neńı ekonomická. Ukážeme si proto dvě lepš́ı
řešeńı.

1.1. Newtonova interpolačńı formule pro neekvidistantńı intervaly.

Definice 1.3. Bud’te f reálná funkce reálné proměnné, x0, x1, . . . , xn ∈ D(f) (tyto body přitom
nemusej́ı být seřazeny podle velikosti). Poměrnými diferencemi 1. řádu nazýváme pod́ıly typu

f(x0, x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
, . . . , f(xn−1, xn) =

f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
.

Poměrnými diferencemi 2. řádu nazýváme výrazy

f(x0, x1, x2) =
f(x1, x2)− f(x0, x1)

x2 − x0
, . . . ,

f(xn−2, xn−1, xn) =
f(xn−1, xn)− f(xn−2, xn−1)

xn − xn−2
.

Poměrnými diferencemi k-tého řádu nazýváme výrazy

f(xi, . . . , xi+k) =
f(xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi
.

Poměrné diference je zvykem zapisovat do tzv. diferenčńıho schématu:

x0 f(x0)
f(x0, x1)

x1 f(x1) f(x0, x1, x2)
f(x1, x2) f(x0, x1, x2, x3)

x2 f(x2) f(x1, x2, x3)
f(x2, x3)

x3 f(x3)
...

...
...

...
...

xn−3 f(xn−3)
f(xn−3, xn−2)

xn−2 f(xn−2) f(xn−3, xn−2, xn−1)
f(xn−2, xn−1) f(xn−3, xn−2, xn−1, xn)

xn−1 f(xn−1) f(xn−2, xn−1, xn)
f(xn−1, xn)

xn f(xn)

Tvrzeńı 1.4. Pro poměrnou diferenci k-tého řádu plat́ı

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f(xi)

(xi − xi+1) . . . (xi − xi+k)
+

+
f(xi+1)

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k)
+ . . .+

f(xi+k)

(xi+k − xi) . . . (xi+k − xi+k−1)
.

D̊ukaz. Indukćı podle k: Pro k = 1 je

f(xi, xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
=

f(xi)

xi − xi+1
+

f(xi+1)

xi+1 − xi
.

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k − 1. Dokážeme, že plat́ı pro k:

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f(xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi

IP
=

IP
=

1

xi+k − xi

[
f(xi+1)

(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k)
+ . . .+

+
f(xi+k−1)

(xi+k−1 − xi+1) . . . (xi+k−1 − xi+k−2)(xi+k−1 − xi+k)
+

f(xi+k)

(xi+k − xi+1) . . . (xi+k − xi+k−1)
−
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− f(xi)

(xi − xi+1) . . . (xi − xi+k−1)
− f(xi+1)

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k−1)
−

− . . .− f(xi+k−1)

(xi+k−1 − xi) . . . (xi+k−1 − xi+k−2)

]
.

V lomených závorkách se vyskytuj́ı rozd́ıly typu2

f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k)
− f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k−1)
.

Pro tyto dvojice plat́ı

1

xi+k − xi

[
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k)
− f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k−1)

]
=

=
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k−1)
· 1

xi+k − xi
·
[

1

xj − xi+k
− 1

xj − xi

]
=

=
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k−1)
· 1

xi+k − xi
· (xj − xi)− (xj − xi+k)

(xj − xi+k)(xj − xi)
=

=
f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k)
· xi+k − xi
xi+k − xi

=
f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k)
.

□

Důsledek 1.5. (1) Poměrná diference součtu/rozd́ılu je součet/rozd́ıl odpov́ıdaj́ıćıch poměrných
diferenćı.

(2) Poměrná diference funkce αf , kde α je konstanta, je rovna α-násobku poměrné diference
funkce f .

(3) Poměrná diference je symetrická v̊uči všem svým proměnným, tj. skutečně nezálež́ı na pořad́ı
uzl̊u.

(4) Poměrná diference k-tého řádu funkce f(x) = xn je homogenńı forma (viz dále) stupně n− k
ve svých proměnných.

D̊ukaz. Dokážeme bod 4. Ještě předt́ım si ale vysvětĺıme, co je to forma.
Polynom je součet sč́ıtanc̊u tvaru axk1

1 x
k2
2 . . . xkn

n . Č́ıslo k1+ k2+ . . .+ kn se nazývá stupeň sč́ıtance.
Polynom, jehož všechny sč́ıtance maj́ı stejný stupeň, se nazývá forma.
Máme tedy dokázat, že f(xi, . . . , xi+k) =

∑
xα0
i xα1

i+1 . . . x
αk

i+k, kde suma je přes všechny (k+1)-tice
(α0, α1, . . . , αk), pro které plat́ı α0 + α1 + . . .+ αk = n− k. Důkaz provedeme indukćı podle k. Pro
k = 1 je

f(xi, xi+1) =
xni+1 − xni
xi+1 − xi

= xn−1
i+1 + xn−2

i+1 xi + . . .+ xn−1
i .

Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro k. Dokážeme, že plat́ı i pro k + 1:

f(xi, xi+1, . . . , xi+k, xi+k+1) =
f(xi+1, . . . , xi+k, xi+k+1)− f(xi, xi+1, . . . , xi+k)

xi+k+1 − xi
=

=
f(xi+k+1, xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, xi+1, . . . , xi+k)

xi+k+1 − xi
=

=
∑

xα1
i+1 . . . x

αk

i+k ·
xα0

i+k+1 − xα0
i

xi+k+1 − xi
=
∑

xα1
i+1 . . . x

αk

i+k(x
α0−1
i+k+1 + xα0−2

i+k+1xi + . . .+ xα0−1
i ).

Sumy jsou opět přes všechna αj , j ∈ k̂0, taková, že α0 + α1 + . . .+ αk = n− k. □

Poznámka. Z bodu 4 v předchoźım tvrzeńı vyplývá, že n-tá poměrná diference funkce x 7→ xn je
konstanta a vyšš́ı poměrné diference této funkce jsou rovny nule. Totéž zřejmě plat́ı pro polynom
stupně n.

2Dále pro stručnost nebudeme zd̊urazňovat, že nulové členy ve jmenovateĺıch jsou vy-

nechány, takže např. mı́sto (xj − xi) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xj+k) budeme psát jen

(xj − xi) . . . (xj − xi+k).
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Nyńı můžeme přikročit ke konstrukci Lagrangeova interpolačńıho polynomu. Necht’ je dána funkce
f a uzly x0, x1, . . . , xn. Pro n ≥ 1 můžeme psát

Ln = L0 + (L1 − L0) + (L2 − L1) + . . .+ (Ln − Ln−1).

Protože Lk − Lk−1 je polynom stupně nejvýše k-tého a uzly x0, x1, xk−1 musej́ı být jeho kořeny,
znamená to, že

Lk(x)− Lk−1(x) = A(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1),

kde A je konstanta. Uváž́ıme-li, že Lk(xk) = f(xk), plyne z předchoźıho vztahu

f(xk)− Lk−1(xk) = A(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1), (2)

takže pro konstantu A s použit́ım d̊ukazu tvrzeńı 1.1 dostáváme

A =
f(xk)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
−
∑k−1

j=0 f(xj)
(xk−x0)...(xk−xj−1)(xk−xj+1)...(xk−xk−1)
(xj−x0)...(xj−xj−1)(xj−xj+1)...(xj−xk−1)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
=

=
f(xk)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
−

k−1∑
j=0

f(xj)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xk−1)(xk − xj)
=

=

k∑
j=0

f(xj)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xk)
= f(x0, x1, . . . , xk).

Protože zřejmě L0(x) ≡ f(x0), plyne z předchoźıch vztah̊u ihned

Ln(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0, x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0, x1, x2) + . . .+
+(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0, x1, . . . , xn).

(3)

Poznámka. V praxi vycháźıme z diferenčńıho schématu. Stač́ı z něj ovšem spoč́ıtat jen f(x0), f(x0, x1), . . . , f(x0, . . . , xn).

Na závěr se vrat’me k větě 1.2. Bud’ (∀j ∈ n̂0)(x ̸= xj). Potom podle tvrzeńı 1.4 plat́ı

f(x, x0, . . . , xn) =
f(x)

(x− x0) . . . (x− xn)
+

+

n∑
j=0

f(xj)

(xj − x)(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
,

odkud s použit́ım d̊ukazu tvrzeńı 1.1 plyne

f(x) = (x− x0) . . . (x− xn) f(x, x0, . . . , xn)−

−
n∑

j=0

f(xj)
(x− x0) . . . (x− xn)

(xj − x)(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
=

= ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) +

n∑
j=0

f(xj)
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
=

= ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) +

n∑
j=0

f(xj)Φj(x) = ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) + Ln(x).

Je tedy f(x) − Ln(x) = ωn(x)f(x, x0, . . . , xn). Porovnáńım tohoto výrazu s výrazem ve zmiňované
větě 1.2 zjist́ıme, že plat́ı

f(x, x0, . . . , xn) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
,

odkud po přeindexováńı x→ xi, x0 → xi+1, . . . , xn−1 → xi+k dostaneme

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f (k)(ξ)

k!
. (4)
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1.2. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly.
Bud’te x0 ∈ R, h ∈ R+. Potom ∀i ∈ Z definujeme

xi = x0 + ih, fi = f(xi). (5)

Definice 1.6. Konečnými diferencemi 1. řádu nazýváme výrazy

. . . , f1− 3
2
= f−1 − f−2, f

1
− 1

2
= f0 − f−1, f

1
1
2
= f1 − f0, f

1
3
2
= f2 − f1, . . .

Konečnými diferencemi 2. řádu nazýváme výrazy

. . . , f2−2 = f1− 3
2
− f1− 5

2
, f2−1 = f1− 1

2
− f1− 3

2
, f20 = f11

2
− f1− 1

2
, f21 = f13

2
− f11

2
, f22 = f15

2
− f13

2
, . . .

Konečnými diferencemi k-tého řádu nazýváme výrazy

fki = fk−1
i+ 1

2

− fk−1
i− 1

2

.

Poznámka. Zjednodušené značeńı:

diference vpřed v i-tém uzlu ∆fi = fi+1 − fi,
diference vzad v (i+ 1)-ńım uzlu ∇fi+1 = fi+1 − fi,
symetrická diference δfi+ 1

2
= fi+1 − fi.

Poznámka. Diferenčńı schéma:

. . .
f−3

f1− 5
2

f−2 f2−2

f1− 3
2

f3− 3
2

f−1 f2−1 f4−1

f1− 1
2

f3− 1
2

f5− 1
2

f0 f20 f40 f60
f11

2

f31
2

f51
2

f1 f21 f41
f13

2

f33
2

f2 f22
f15

2

f3
. . .

Tvrzeńı 1.7 (nerekurzivńı vyjádřeńı fki ). Plat́ı

fki =

(
k
0

)
fi+ k

2
−
(
k
1

)
fi−1+ k

2
+

(
k
2

)
fi−2+ k

2
− . . .+

+(−1)k−1

(
k

k − 1

)
fi+1− k

2
+ (−1)k

(
k
k

)
fi− k

2
.

Náznak d̊ukazu.

f1
i+ 1

2

= fi+1 − fi,

f2i = f1
i+ 1

2

− f1
i− 1

2

= (fi+1 − fi)− (fi − fi−1) = fi+1 − 2fi + fi−1,

f3
i+ 1

2

= f2i+1 − f2i = (fi+2 − 2fi+1 + fi)− (fi+1 − 2fi + fi−1) =

= fi+2 − 3fi+1 + 3fi − fi−1.

□

Důsledek 1.8. (1) f = φ± ψ ⇒ fki = φk
i ± ψk

i ,
(2) (αf)ki = αfki .
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Tvrzeńı 1.9 (,,to neni př́ımo d̊usledek”).

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
fk
i+ k

2

k! hk

D̊ukaz.

f(xi, xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
=
fi+1 − fi

h
=
f1
i+ 1

2

h
,

f(xi, xi+1, xi+2) =
f(xi+1, xi+2)− f(xi, xi+1)

xi+2 − xi
=

1

2h

(
f1
i+ 3

2

h
−
f1
i+ 1

2

h

)
=
f2i+1

2h2
.

□

Důsledek 1.10. Pro polynom n-tého řádu je n-tá konečná diference konstanta a konečné diference
vyšš́ıch řád̊u jsou nulové.

1.2.1. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly pro interpolaci vpřed. Slouč́ıme
vzorce (3) a (5).

(1) Zavedeme substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
xi = x0 + ih

}
x− xi = h(t− i).

(2) Poměrné diference nahrad́ıme podle tvrzeńı 1.9 konečnými:

Ln(x0 + th) = f0 + tf11
2
+
t(t− 1)

2!
f21 +

t(t− 1)(t− 2)

3!
f33

2
+ . . .+

t(t− 1) . . . (t− n+ 1)

n!
fnn

2
.

,,Dá se to přepsat elegantně — já to nevyžaduju”:

Ln(x0 + th) = f0 +

(
t
1

)
∆f0 +

(
t
2

)
∆2f0 + . . .+

(
t
n

)
∆nf0.

1.2.2. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly pro interpolaci vzad. Proměnné ve
vzorci (3) přeindexujeme takto: xi → x−i (i ∈ n̂).

(1) Zavedeme substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
x−i = x0 − ih

}
x− x−i = h(t+ i).

(2) Poměrné diference nahrad́ıme konečnými:

Ln(x0 + th) = f0 + tf1− 1
2
+
t(t+ 1)

2!
f2−1 +

t(t+ 1)(t+ 2)

3!
f3− 3

2
+ . . .+

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)

n!
fn−n

2
.

,,Trošku elegantněǰśı je to s tim nabla”:

Ln(x0 + th) = f0 +

(
t
1

)
∇f0 +

(
t+ 1
2

)
∇2f0 + . . .+

(
t+ n− 1

n

)
∇nf0.
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