1. ITERACNf METODY RESENf ROVNICE TVARU f(z) =0

Bud f redlna funkce jedné redlné proménné. Numerické feseni rovnice f(z) = 0 sestava ze dvou
etap:
(1) separace kofent, tj. nalezen{ intervall, z nichz v kazdém lez{ pravé jeden kofen, nebo alesporn
nalezeni intervalu, v némz lezi néjaky kofen,
(2) vypocet odseparovaného kofene se zadanou piresnosti.

Obecny postup pro separaci kofenu je znam pouze pro algebraické rovnice. Proto se spokojime s

nasledujici vétou:
Véta 1.1. Budte

(1) f funkce spojitd na (a, b),

(2) fla) #0Af(b) #0,

(3) sgnf(a) # sgnf(b).
Potom rovnice f(x) =0 md v (a,b) alespon jeden kofen. Jestlize navic f’ neménf na (a,b) znameni,
je to koten praveé jediny.
Disledek 1.2. Budte ¢, dvé funkce spojité v {a,b) a nechf je splnéna jedna z nasledujicich
podminek:

(1) ¢(a) <¥(a) Ap(b) > 1(b),

(2) ¢la) > p(a) A p(b) < ¥(b).
Potom rovnice ¢(x) = ¢ (z) mé v (a,b) alespon jeden koten.
Pozndmka. Smysl pravé uvedeného dusledku ihned vyplyne, zvolime-li v ném za funkci ¢ identitu.
Kofen rovnice f(z) = 0 je totiz pevnym bodem funkce ¢ : z — f(z) 4+ x. Stejné jako iteraéni metody
feseni{ soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou tedy i metody Feseni rovnice tvaru f(z) = 0
aplikacemi véty o pevném bodé.

prevedeme na tvar x = p(z) a konstruujeme

1.1. Princip itera¢nich metod. Rovnici f(xz) = 0
= p(zk). Provedeme-li v tomto vztahu limitn{ prechod,

itera¢n{ posloupnost (z,) podle vztahu x4
ziskame nasledujici pozorovani:

Tvrzeni 1.3. Jestlize itera¢ni posloupnost (x,) konverguje, potom je jeji limitou kofen rovnice x =
o(z).
Véta 1.4. Bud'te

(1) « kofen rovnice z = p(x),

(2) ¢ diferencovatelnd na jeho okoli V = {z||z — a| <7} = {a —r,a+7r),

(3) (Vz e V)(|¢'(2) < K <1).
Potom posloupnost (x,,) definovand vztahem z,,11 = p(z,) konverguje pro kazdé zo € V.
Diikaz. Matematickou indukci dokdzeme, ze plati

29 €V = (Vk e N)(z € V).
(1) Bud zg € V. Dokdzeme, ze x1 € V:
o1~ al = le(zo) — pl(@)| = [¢/(©)| [eo — al < Kr <7,
nebot & € (g, @).
(2) Bud'te (Vi € ko)(x; € V). DokdZeme, 7e w11 € V:
|[zpt1 — af = (k) — (@) = @' (&)] lzr — o] < K|z, —af <
<K?|zp g —al< .. < Kkt |xo — o .

Protoze K < 1, konverguje posloupnost (K™) k nule, a tak x,, — a. O

Disledek 1.5. Bud ¢’ spojitd v okoli bodu « a necht |¢’(a)| < 1. Potom posloupnost (z,,) konver-
guje, je-li zg zvoleno dostatecné blizko a.

Diikaz. Staci zvolit okoli V' tak, aby pro vSechna x € V platilo |¢'(z)| < 1. O
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Definice 1.6. Rekneme, 7e iteracni metoda dand vzorcem xj,; = o(z) mé rad konvergence m,
jestlize ¢ m4 spojité derivace v okoli o do fadu m véetné (tj. p € C™)(H,)) a plati ¢'(a) = ¢"(a) =
o= (@) = 0 A ™) £ 0.

Pozndmka (vliv fddu konvergence na jeji rychlost). Necht je déna iteraéni metoda, kterd ma Fad
konvergence m. Potom

(zh — @)?

51 M)+ ...+

Tri1 — a = p(ar) — p(a) = (2 — a)¢'(@) +
(2 — )™t (@r =)™ (o (@r =)™ (o
W“’( D(e) + == = =™ (9).
Protoze je (™ spojitd, mizeme ji na omezeném intervalu odhadnout konstantou, a proto

[rs1 — af < My |2 —al™. (1)

+

Pozndmka. Je-li v (1) m = 2, fikdme, Ze metoda konverguje kvadraticky, v ptipadé m = 3 kubicky,
no a s rychlejsima se setkdvame tak akorat v pohadkéch.

Pozndmka (grafickd interpretace itera¢nich metod). Pfi hleddn{ kofent rovnice = ¢(x) konstruujeme
lomenou ¢éru, kterd se lomi pfi dosazeni grafu funkce y = ¢(x) nebo osy kvadrantu y = x.

1.2. Metoda Regula falsi. Nechf je kofen a rovnice f(x) = 0 odseparovan v intervalu (a, b), f'(a) #
0. Predpoklddejme, ze f' i f” jsou v (a,b) spojité a nemén{ v ném znameni. Zvolme p € {a, b} tak,
aby platilo f(p)f”(p) > 0. Za vychoz{ bod zy posloupnosti (z,) zvolme zbyly prvek mnoziny {a,b},
takze bude platit f(xo)f"(x0) < 0. Dals{ bod z; z{skdme jako z-ovou soufadnici pruseéiku spojnice
bodu [zg, f(z0)] & [p, f(p)] s osou x atd. Rovnice pifmky spojujici body [zg, f(x0)] a [p, f(p)] je

y_f(%):M
pP— o

Polozime-li y = 0, ziskdme x-ovou soufadnici pruseéiku této piimky s osou x, tj. bod x1:

gy = T o) #0f ) = pf (o)

p— o f(p) = f(@o)
Obecné pro k € N je

(x — x0).

_ tkf) = pf(@n) koo v 2f(0) —pf(2)
T =T ) P T i) @) @

Tvrzeni 1.7. Konvergence metody Regula falsi je zajisténa splnénim téchto predpokladu:

(1) (3Ho)(f', f" € C(Ha)),
(2) f'(a) # 0.

Diikaz. Zderivovanim pravé strany (2) dostavame

o(x) = [f(p) = pf"(@)]lf (p) = ()] + f'(@)[2f(p) — pf(2)]

[f(p) — f(@)]?
Uvézime-li, ze f(a) =0, dozviddme se

#(a) = [f(p) —pf"(@)]f(p) + af (@) f(p) _ f(p) + (a—p)f'(a) 3)

[f(p)]? fp)
Posledn{ vyraz ted upravime tak, abychom se zbavili nepf{jemného f(p). Potom totiz dokdZeme, Ze
|’ ()] < K < 1, a z véty 1.4 vyplyne konvergence metody. Zacneme s ¢itatelem. Rozvinme funkei f

do Taylorova rozvoje se sttedem v bodé a:

fa) = flo) + LD w0y + L& —ap2
Dosadime-li do tohoto vztahu za x = p, dostaneme
F®) + (@ -p)f )= L& a2
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To uz vypadé celkem pékné, ale jesté je tu jmenovatel. Rozviiime proto opét funkci f, ale tentokrat
jen do prvnfho fadu: f(z) = f(a)+ f'(n)(z — «), takze pro z = p mdme f(p) = f'(n)(p — «). Nynf jiz
muzeme dosadit do rovnice (3):

_ O —a) _ f(OP-a)
2f"(n)(p — ) 2f'(n)

Z predpokladt 1, 2 vyplyva, ze podil f/(€)/f'(n) lze odhadnout konstantou, a proto je-li p dostate¢né
blizko o, mizeme dosdhnout |¢’(«)| tak malé, jak potfebujeme. O

¢ (@)

1.3. Newtonova metoda. Nechf je kofen « rovnice f(z) = 0 odseparovan v intervalu (a, b), f'(a) #
0. Predpoklddejme, ze f' i f” jsou v {(a,b) spojité a neméni v ném znameni. Za vychoz{ bod zg
posloupnosti (z,) zvolme z € {a,b} tak, aby platilo f(xo)f”(x¢) > 0. Na rozdil od metody Regula
falsi tedy nemdme zddny bod p. Misto posloupnosti secen spojujicich body [xg, f(xr)] a [p, f(p)]
budeme konstruovat posloupnost tecen ke grafu funkce f v bodech [z, f(zx)]. Bod x4 ziskdme jako
x-ovou soufadnici pruseéiku teény v bodé [xy, f(xy)] s osou z.

Rovnice tetny v bodé [z, f(z0)] je y — f(xo) = f'(x0)(x — x0). Polozime-li y = 0, ziskdme x-ovou
soufadnici pruseciku této piimky s osou x, tj. bod z1:

—f(z0) = f'(z0)(z1 — m0) = z1 = 0 — ;/((3;(;)).
Obecné pro k € N je
- _f(mk) k—oo x:x_f(x)
S iy AT iy (W

Tvrzeni 1.8. Pro konvergenci Newtonovy metody plati naprostd obdoba tvrzeni 1.7. Je-li navic
" € C(H,), potom m4 Newtonova metoda fdd konvergence 2.

Diikaz. Konvergence:

2 — f(x) " (x 2) (2
sy 1 PP = @) @)

(@) (@)

Ze spojitosti ¢’ plyne existence takového okoli V' kotene «, ze (Vo € V)(|¢'(x)] < K < 1). Nyni staci
pouzit vétu 1.4.
Druh4 cést tvrzeni:

vy PP f" (@) f(a)
¥ (a) = f’4(a) - ()

nebot f” nemén{ v {(a, b) znameni. Podle definice jde tedy skuteéné o metodu 2. fddu konvergence,
tudiz |zp — | < M |z, — of. O

# 0,

Tvrzeni 1.9. Predpoklad existence f”” v predchozim tvrzeni je nadbytecny, tj. Newtonova metoda
konverguje kvadraticky, i kdyz f"’ neexistuje.

Diikaz. Podle prvniho vztahu ve (4) plati

flan) = fle) _ f'&) ek —a)
f'(zk)

Th4+1 — =T — O —

_ f/(xk) - f/(fk) (Ik _ Ol) _

f'(zx)

Protoze |y — &| < |z — al, je |ps1 — o < M |z — af’ O
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1.4. Cebysevova metoda. Necht je kofen o rovnice f(z) = 0 odseparovén v intervalu (a, b), f'(a) #
0. Predpokladejme, ze f ma v {(a,b) 2r + 1 spojitych derivaci a (a, b) je tak maly, ze Vz € (a,b) pl
f'(z) # 0. Potom na (a,b) existuje F = f=1, tj. (Vo € (a,b))(F(f(z)) = z), a plati f(a) =
F(0) = .

V dalsim vyuzijeme existence inverzni funkce F'. To, Ze ji ve skute¢nosti nezndme, neni na zavadu,
protoze nakonec najdeme vhodné vyjadreni pomoci ptuvodni funkce f a jejich derivaci. Nejprve funkci
F rozvineme pomoci Taylorova vzorce se stfedem v bodé yg:

F(T+1)(n)

F(y) = F(yo +Z )y — yo)* + (

r+1
r+1)! '

(Y — o)

Polozme y = 0. Potom

- kF(k)(yO) k

F(r+1)
FO0) = Flaw) + S gl (-
kde n € (0,yo). Po dosazeni za F(0) = a a yg = f(z) mame
(k) (r+1)
Ol_x—FZ kF f( ))fk(x)+(_1)r+1F£r+1()7!7)fr+1(x)’

kde n € (0, f(x)). Posledni s¢itanec preved me na levou stranu a oznacme

L FU ()

] 5)

‘Pr(x) =a+ (_

Oznacime-li jesté ay(xz) = F®(f(z)), potom z predchozich dvou rovnost! vyplyva

—:v—i—z kak (x)

Z tohoto vztahu nebo jiz z (5) je ziejmé, ze pro r € N plati (o) = .
Tvrzeni 1.10. Itera¢ni metoda dand vzorcem xpy1 = ¢, (z) mé fad konvergence alespon r + 1.

Diikaz. Méme dokdzat, ze plati ¢.(a) = ¢l/(a) = ... = 905”( ) = 0. Dukaz provedeme sporem.
Predpokladejme existenci takového p € 7, ze gpgp )( ) # 0. (Pokud by takovych p existovalo vice,

zvolime nejmensi z nich.) Funkci ¢, rozvineme do p-tého rédu:

(p) (p+1)
or(@) = o) + D —ap + W o -

(Cleny fadn 1 az p — 1 jsou nulové, a proto je nevypisujeme). Podle Lagrangeovy véty plati

fl@) = f(z) = f(a) = f(§)(x — a), (6)
kde £ € (z, ). Posledn{ dva vztahy dosadime do (5):

() (p+1) r+1
pr (@) pr () i1 _ (_yr EUTR ) e r
o (z —a)” +W(x—a) =(-1 mf i )z — )t

Odtud vyplyva

+1
@) o) b
| - 1'($—Oé)+(—)
p! (p+1)!
Podle predpokladu je levé strana této rovnice nenulové, ale oba ¢leny vpravo muzeme uéinit libovolné
malymi a to je spor. O

F(T+1)(77) m+1
(r+1)!

() —a) 7+,
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V nasem vzorci pro ¢, (x) vystupuji koeficienty ax(x) a ty se nyni pokusime vhodné vyjadfit. Opa-
kovanym derivovanim rovnice F'(f(z)) = = dostaneme systém r rovnic

@) ) =1
FU(f@) " (@) + F'(f(2) ["(z) =0,
F'(';(f(x))f’ (@) + 3F"(f (@) f' (@) " (x) + F'(f () f"(x) = 0
atd.
Tyto rovnice prepiseme pomoci ag(x). Obdrzime trojihelnikovou soustavu pro a1 (z), as(z), ..., a.(x):

al(x)f’gx) =1,
az(2) f"(x) + a1 (z) f"(z) =

as(x) f*(x) + Bag(x) f (x)f”( ) +ai(z)f"(x) =0
atd.

Pozndmka. Zvolime-li nyni r = 1, dostaneme Newtonovu metodu

f(z)

1
ai(z) = o) =pi(z) =2 — F02)
a pri volbé r = 2 obdrzime
an(@) = 4B oy T @ (@)
2() f’g(x) = pa(z) f'(x) Qf/S(x) .

Pozndmka. Dosud jsme predpoklddali, ze funkce f mé v intervalu (a, b) 2r 4+ 1 spojitych derivaci.

M3&-1i mit totiz metoda Fad konvergence r + 1, jak o tom mluvi tvrzeni 1.10, musi existovat ga( "
zévisi na FUtY tedy i na f"t1. Na zdver uvedeme tvrzeni, které mluvi o rychlosti konvergence (ne
tedy o jejim fddu ve smyslu definice) v piipadé, ze tento predpoklad nen{ splnén:

Tvrzeni 1.11. Ke splnénf |21 — a| < M |z, — o 1" stadl r + 1 spojitych derivaci.

Diikaz. Dosadime-li vztah (6) do (5), dostaneme

F(r+1)
s —al = iy {an) = al = [T Ol a7
(r+1)
Funkce w I i (&) je spojité, a proto ji lze na omezeném intervalu odhadnout konstantou M. O
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