1. UPLNY PROBLEM VLASTNICH CISEL

Ukolem je nalézt v sechna vlastni ¢isla a pfipadné i vSechny vlastni vektory dané reguldrni matice.
1.1. Trojihelnikova metoda a LR-algoritmus.

1.1.1. Trojuhelnikovd metoda. Konstruujeme dvé posloupnosti matic (Lg), (Rs) tak, ze Ly zvolime
a matice Ly, Ry ziskdme z rozkladu matice ALy na souc¢in dolni trojihelnikové matice s jednickami

na diagondle a horni trojihelnikové matice: ALy = Ly R,. Predpokladejme, Ze matice AL je silné
reguldrni, aby byl tento rozklad jednoznacny. Déale postupujeme analogicky:
ALy = Ligy1Rgq1, (1)

pficemz Ly41 je dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagondle a Rjy; horni trojihelnikovd
matice.

Za piiznivych okolnosti posloupnost (L) konverguje a potom vlastni ¢isla a vektory matice A na-
jdeme snadno:

Tvrzeni 1.1. Necht posloupnost (L) konverguje k matici L. Potom konverguje i posloupnost (Rs),
a oznac¢ime-li R limitni matici této posloupnosti, plati:

(1) Diagondlni prvky matice R jsou vlastni ¢isla matice A.

(2) Je-li ¢ vlastni vektor matice R, potom Lg je vlastni vektor matice A.

Dikaz. Z (1) vyplyvd Ri11 = L,:ilALk, a konverguje-li posloupnost (L), potom zfejmé konverguje i
posloupnost (L3 1), takze musf konvergovat i posloupnost (Rs). Zlimicenim tohoto vztahu dostaneme
R=L"1AL.

(1) Posledni rovnost znamend, ze matice R je podobnd matici A, a tudiz m& stejnd vlastni ¢isla.
Protoze vsechny ¢leny posloupnosti (Rg) jsou horni trojihelnikové matice, musi byt podle
definice 7?7 matice R téz horni trojtihelnikova a vlastnimi ¢isly trojihelnikové matice jsou jeji
diagonalni prvky.

(2) Plati R§ = X\, ale R = L~ AL, takize AL§" = \; L.

O

1.1.2. LR-algoritmus. Konstruujeme tii posloupnosti matic (Ay), (Ls), (Rs) tak, ze polozime A; = A
a matice Li, R, ziskdme z rozkladu matice A; na souéin dolni trojihelnikové matice s jednickami
na diagondle a horni trojihelnikové matice: A; = L;R;. Pfedpoklddejme, Ze matice A je silné re-
gularni, aby byl tento rozklad jednoznaény. Matici Ay ziskdme takto: Ay = RyL,. Déle postupujeme
analogicky:

Apy1 = ReLi — Apgr = L1 Ry (2)
Z druhé rovnice v (2) plyne Ry = E,;lAk. Tento vztah dosadime do prvni rovnice tamtéz a mame
Ak41 = L;lAkL;C. To znamena, ze vSechny matice Ay jsou si podobné. Za piiznivych okolnosti

konverguje posloupnost (A4;) k hornf trojihelnfkové matici; za méné pifznivych alespon nékteré prvky
matic Ay pod diagonélou konverguji k nule a diky tomu dokazeme vlastni ¢isla urcit i tehdy.

1.1.3. Odvozeni vzorci pro rozklad. Budte A = (a;;),
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Z rovnosti A = LR dostaneme
Qi = linry + liaroj + .o+ L1y + 14y proi <j, j €N,
Qi = lilrlj + 17;27”2j +...+ lijflT‘jflj + lijrjj pro 7> j, 1EN
a odtud plyne
rij = aij — (lil'rlj —+ li2r2j + ...+ lz’i—lri—lj) pro 7 S j, ] € ﬁ,
1 [ai]‘ — (lﬂT’lj + lig’r‘gj + ...+ lij—lrj—lj)] pro 7 > j, 1 c ’fl
1
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Prvky 7y, l;; je mozné zapisovat hned po vypoctu na mista, kde byly pfedtim prvky a;;, a to v
poradi naznaceném ve schématu:

T11 712 T3 -+« Tin Tin+tl < 1. krok
21 99 23 ... Ton Topg1l < 3. krok
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Pozndmka (porovnani metod). (1) Rychlost obou metod je stejné.
(2) Trojihelnikovd metoda m4 na rozdil od LR-algoritmu samoopravnou schopnost, nebotf matici
Lg 1ze volit témér libovolné (dokonce nemusi byt ani trojihelnikovd).
(3) Trojtuhelnikovd metoda m4d vétsi pamétové naroky: Jsou potieba dvé pole o rozmérech n x n
(v jednom musi byt po celou dobu ulozena matice soustavy). U LR-algoritmu staci jediné
pole o rozmérech n x n. Je-li matice soustavy napft. tridiagonélni, potom muze mit toto pole
rozméry dokonce jen 3 X n.

1.1.4. Konvergence.

Tvrzeni 1.2. Necht je matice A°Lg silné reguldrnf a bud A*Ly = L,R, jeji rozklad na dolnf
trojuhelnikovou matici s jednickami na diagondle L5 a horni trojihelnikovou matici Rs. Potom plati
Ls=Ls,Rs=Rs...Ry,

kde Ly, resp. R jsou piislusné ¢leny posloupnosti matic (L), resp. (Ry) v trojihelnikové metodé.
Dikaz. Podle (1) platl’ AsLg = AS_IAL() = As_lLlRl = AS_2AL1R1 =
= A2LyRoR1 =...=L,R, ... RyRy. Tvrzeni vyplyvé z jednoznaénosti rozkladu. O
Tvrzeni 1.3. Bud'te

(1) matice A? silné reguldrni,

(2) (L), (Ry) posloupnosti matic z trojithelnikové metody pfi volbé Lo = I,
(3) (Lg), (Rx) posloupnosti matic z LR-algoritmu.

Potom plati Ly = Ly ... Ly, Ry = Rs.

Diikaz. Podle (2) je
A® ZAl...Al :Ellequ...fqﬁll_/lRl =
——— ——— ~——"

s-krat Az Az
=LiLoReLoRy... Lo RoLo RoRy =...=L;...L R, ... R;.
~—~— N~
A3 AS

Polozime-li v dukazu ptedchoziho tvrzeni Ly = I, vyplyne tvrzeni opét z jednoznaénosti rozkladu. [

Dasledek 1.4. Konverguje-li trojihelnikovd metoda pii volbé Ly = I, potom posloupnost (Ag) v
LR-algoritmu konverguje k horni trojihelnikové matici.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzenf je Ly = Ly_1Ls, Ry = R,. Odtud A, = L,R, = L ", L,R,. Podle

predpokladu je Ly — L, Ry — R, a tak A, — R. O
Od této chvile budeme predpoklddat, ze matice A ma vlastni ¢isla Ay, ..., \,, pfiCemz algebraicka
i geometricka nasobnost kazdého z téchto vlastnich ¢isel je stejnd, a ze plati
IA1] > A2l > .o > A, (3)
Podle Jordanovy véty je tedy matice A podobnd diagonalni matici
At
D =



3

tj. existuje takové regularni matice X, ze plati A = XDX~!. Toto znacenf si rovnéz podrzme az do
konce kapitoly.

Nyni rozebereme tii piipady. U prvnich dvou se budeme soustfedit na trojihelnikovou metodu
— z predchoziho dusledku je ziejmé, ze konverguje-li tato metoda, konverguje i LR-algoritmus. V
poslednim ptipadé trojihelnikovd metoda nekonverguje, a proto se omezime na popis chovani LR-
algoritmu. Napfed si jesté vyslovime dilezitou lemmu.

Lemma 1.5. Bud A matice tvaru A = I + F a necht ||F|| je dostateéné mald. Potom existuje doln{
trojihelnikova matice L s jednickami na diagondle a horni trojihelnikovd matice R tak, ze A = LR,
aplati L - I, R— I pro ||F| — 0.

Diikaz. Bez dikazu uvedme, ze jsou-li L = (l;;), D = (d;;), R = (r;;) matice z trojihelnikového
rozkladu matice A, protom plati

det Aij det A“ det Az 1
= | <), dij = ——— (] =1), 755 = L5 >1),
* det Aii (J ) *J det Aiflifl (] ) *J det Ajj (] )
kde A;; je matice, kterd vznikne z A v pifpadé i < j vynechanim fadkd ¢ + 1, ..., n a sloupcu
i, i+1, ..., j—1,5+1, ..., navpiipadé i > j vynechanim fadku j, j+1, ..., i—1,i4+1, ..., na
sloupctt j+1, ..., n. Z definice determinantu je ziejmé, ze jde o spojité funkce proménnych a;; (jsou

......

znamend, ze ma-li matice A rozklad, potom maé rozklad i matice B, ktera se ,,prili§ nelisi”od A, a
rozklad této matice B se ,,piili§ nelisi” od rozkladu matice A. O

Tvrzeni 1.6. (1) Necht jsou vechna vlastni &fsla matice A jednoduchd a rizné co do absolutnich
hodnot (tj. v8echny nerovnosti v (3) jsou ostré).
(2) Necht jsou obé matice X, X! Lg silné reguldrni.
Potom trojuhelnikova metoda konverguje.

Drikaz. Podle predpokladu existuje jednoznaény rozklad X ~'Lg = Ly Ry, kde Ly je dolni trojihelnikova
matice s jednickami na diagondle a Ry horni trojuhelnikovd matice. Proto plati

A’Ly = XD*X 'Ly= XD°LyRy = XD*Ly D *D*Ry, (4)
kde D~* je zkrdcené oznageni matice (D~!)* — tato matice uréité existuje, nebot piedpokldddme, ze
matice A je reguldrni. Zkoumejme matici D*Ly D™%: S vyuzitim vét 7?7 a 7?7 dostdvame

0 Jj >,
[DsLyD_s]ij =1 J=1,
i s .
Lyl (%) J<i
7 ptredpokladu 1 vyplyva, ze pro i > j je f\‘—j < 1, takze prvky pod diagonalou konverguji k nule, a

proto muzeme psat D°Ly D~® = I + F, kde F je dolni trojuhelnikova matice s nulami na diagondle.
Tento vztah dosadime do (4) a zaroven provedeme rozklad X = Lx Rx, kde Lx je dolni trojihelnikova
matice s jednickami na diagondle a Rx horni trojihelnikova matice. Dostaneme

A*Ly = LyRx(I + F,)D*Ry = Lx(Rx + RxF,)D*Ry = Lx(I + RxF,Ry")RxD*Ry-.

Oznatme G5 = RXFSR;(l. Protoze Fy =5 0, je i G5 =5 O a pro vysoké s existuje podle lemmy
1.5 rozklad
I+Gs=(I+LE)I+RY),

kde LS) je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, L(Cf ) o 0, a R(C:f ) je horni trojihelnikova

matice, R(Cf) 2% 0. Ziskali jsme vztah

ALy = Lx(I+ L$)(I + RY))Rx D° Ry

To je ovSem rozklad matice A®Lg na soucin dolni trojuhelnikové matici s jednickami na diagonéle a
horni trojuhelnikové matice. Protoze je tento rozklad za danych predpokladu jednozna¢ny, musi podle
tvrzeni 1.2 platit Lx (I + L(Cf)) = Ly, kde Ly je piislusnd matice z posloupnosti (L) v trojihelnikové
metodé. Zlimicenim tohoto vztahu dostaneme L, — Ly, tj. trojihelnikova metoda konverguje. O



Pozndmka (dusledky dukazu). (1) Z dukazu ptredchoziho tvrzeni vyplyva existence takového p €
N, ze jsou-li matice ALy, AL, ..., AL, silné reguldrni, potom je zarucena existence rozkladu
(1) matic ALp41, ALpyo, ...
Ai

S
(2) Rychlost konvergence zdvisi na rychlosti konvergence (T) — 0, ¢ > 7, tj. konvergence je tim
J

vvvvv

(3) Vlastni ¢isla budou na diagondle limitni matice posloupnosti (Rs) z trojihelnikové metody
srovnana podle velikosti.

Diikaz. Dokazeme posledni tvrzeni: Podle (1) plati Ry = L;'ALs_1. Oznaéime-li R limitn{ matici
posloupnosti (Ry) v trojihelnikové metodé, potom zlimicenim tohoto vztahu dostaneme

R=L}'ALx = Ly'XDX 'Lx = RxDRy".
Tvrzeni vyplyva z vét 77 a 77. O

Disledek 1.7. Je-li splnén piedpoklad 1 tvrzeni 1.6 a jsou-li matice X, X! silné reguldrni, potom
posloupnost (A4s) v LR-algoritmu konverguje k horni trojihelnikové matici.

Diikaz. Tvrzeni plyne z dusledku 1.4. O
Tvrzeni 1.8. (1) Necht m4 matice A jedno vlastn{ &slo ndsobné a ostatni jeji vlastn{ éisla necht
jsou jednoduché a ruzné co do absolutnich hodnot, tj. plati A\, = A\.y1 = ... = A\, a jinak

vSechny nerovnosti v (3) jsou ostré.
(2) Necht jsou matice X ~*Lg, X L silné regularni (vyznam matice L viz ditkaz).
Potom trojuhelnikova metoda konverguje.

Diikaz. Podle piedpokladu existuje jednoznaény rozklad X ~'Lg = Ly Ry, kde Ly je dolni trojtihelnikova
matice s jednickami na diagondle a Ry horni trojihelnikovd matice. Proto opét plati (4) a
0 Jj >,
[D°LyD™*);; =<1 J=1,
S
\; . .
[Ly];; (X) j<i.
Tentokrat vSak k nule nekonvergujf vSechny prvky pod diagondlou, ale pouze ty z nich, které lezi ve
sloupcich 1, ..., r—1nebo viddcich 41, ..., n. Oznacme L matici, kterd vznikne z D*Ly D™* tak,
ze prvky, které konverguji k nule, nahradime nulami. Je tedy D*Ly D™° = L+ F, kde Fs — O. Tento

vztah dosadime do (4) a zaroven provedeme rozklad XL = LxRx, kde Lx je dolni trojihelnikové
matice s jednickami na diagondle a Rx horni trojihelnikovd matice. Dostaneme

A*Ly = X(L + F,)D*Ry = XL(I + L™'F,)D*Ry = Lx(I + RxL 'F,Ry")Rx D*Ry.

Oznac¢me K, = in_lﬁsR;(l. Protoze Fy =X 0, jei K, X0 a pro vysokda s existuje podle
lemmy 1.5 rozklad

I+ K,=I+LY)1+RY),

kde L(;) je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, Lg?) i 0O, a Rg?) je horni trojihelnikova
S— 00

matice, Rg? — O. Ziskali jsme vztah
A*Ly = Ly (I + L)1 + RY)Rx DRy
Stejnou tvahou jako v dikazu tvrzeni 1.6 zjistime, ze Ly — Lx. (]

Pozndmka. Vlastni ¢isla budou na diagondle limitn{ matice posloupnosti (Rs) z trojtihelnikové metody
opét srovnana podle velikosti.

Diikaz. Z (1) vyplyvd Ry = L;YAL ;. Zlimicenfm tohoto vztahu dostaneme
R=LJIXDX 'Ly =L XLL'DLL'X 'Lx = Rx(L"'DL)R".



Zkoumejme matici L~'DL: Matice D, L pisme v blokovém tvaru

Dy } 1
D= AT , L= Lt ,
Do 1
kde LT je dolni trojihelnikova matice fddu t — r + 1. Potom plati
i /Dy I D,
L7'DL = Lt AT Lt = AT =D,
I DQ I D2
takze R = RXDR;(1 a tvrzeni opét vyplyva z vét 77 a 77. O
Posledni ptipad rozebereme slovné.
(1) Necht v (3) plati [A| = |A\r11] = ... = |\ a ostatni nerovnosti jsou ostré.

(2) Necht jsou matice X, X ! silné reguldrni.
(3) Nechf Vs € N existuje rozklad XL, = L*R* a prvky matic L*, R* jsou omezené nezévisle na
s (v§znam matic L, viz déle).
(4) Nechf Vs € N existuje rozklad Ry LT = LR, (vyznam matic Rgo, LT viz dale).
Jak jsme predeslali, trojuhelnikova metoda v tomto piipadé nekonverguje, a proto se omezime na popis
chovani LR-algoritmu. Ten sice také nekonverguje, ale konvergovat budou alespon nékteré prvky matic

(fll:’sr)(.)ved’me rozklad X! = Ly Ry. Potom
A* = XD*X ' = XD°LyRy = XD*Ly D *D*Ry (5)
a pro prvky matice D*Ly D™° opét plati
0 Jj >,
[D°LyD™*];; = 1 j=t
[LYL‘J‘ (%)S J<ui
Posloupnost (;‘—J)S jeproi,j € {r,r+1, ..., t}, i > j ziejmé divergentni{ — ¢leny posloupnosti

,,8e tocl”v jednotkové kruznici. Ostatni prvky pod diagonalou vsak konvergujl k nule, a tak muzeme
tentokrat psat DLy D% = L, + F, kde Fy — O. Matice L, = DSLD~* je dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonéle a vSechny jeji mimodiagonélni prvky maji stejnou absolutni hodnotu (matice
L m4 stejny vyznam jako v ditkazu predchoziho tvrzeni). Pfedchoz{ vztah dosadime do (5) a provedeme

rozklad podle bodu 3:
A® = X(Ly + F,)D°Ry = XL,(I + L;'F,)D°Ry = L*R:(I + L7'F,)D°Ry =
= LI+ R* ~—1F R*_l)R*DsRy
Oznacme G4 = R: L1, R:~'. Protoze Fy, =3 O, je i Gy % O a pro vysokd s existuje podle
lemmy 1.5 rozklad
[+Gy= I+ LI+ RS,

kde LS je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, L(Cf ) o 0, a R(C:f ) je horni trojihelnikova

R(s) 5—Q0

matice, O. Ziskali jsme vztah

A® = LI+ LENY(I + RY)R*D Ry
Proved'me rozklad matice A* = L, R, kde L, je dolni trojihelnikovd matice s jedniékami na diagonale
a R, horni trojihelnikovd matice. Z jednozna¢nosti tohoto rozkladu vyplyva £, = L*(I + L(Cf)), takze
pro vysokd s je L ~ L} (posloupnost (L} ) nemusi konvergovat, proto nepiseme £, — L?). Déle vime,
ze podle (2) je
Agpr =L7'AL,=L7 ... L7'A Ly ... Ly = LY AL,
a tak po dosazeni L} za L5 mame

Agpr ~ LI YAL = L' XDX 'L = L ' XL L7'DLL7IX L =



=L 'LIR;L;'DLR; 'L 'Lt = R:L;'DL,R: ™.
Zbyva najit vhodné vyjadieni matice R}. Plati LR} = XL, = LxRxL,. Rozdélme matice z po-
sledniho vyrazu na bloky

L Ry1 Ri2 Riz\ I
Lx = | La Lo , Ry = Roy Raoz |, Ls = LY
L31 L3z Lss Rss3 1
Potom je
R L1y Rii Riz Rig\ (1
LxRxLs=|La1 Lo Ra2  Ros Lt =
L31 L3z L33 R33 I

L1 Rii Ri2L Ry
= | La1 L2 Rao LY Ras
L31 L3z L33 Rss3

Potiz je v tom, Ze blok RasL} neni diagonalni. Podle bodu 4 vsak muZeme provést jeho rozklad
Roo LT = LyRs a odtud

I I )
LY=Ly L , R = Lt RxLs,.
I I
Po dosazeni dostaneme
I o ) I -t
Agyr ~ L7t RxL,L7'DL(RxLs)™! L1 =
I I
I I
- it Rx DRy Ly =
I I
r R R Ris\ (T Riy Rl Rig
= Lt Rz Ros Ly = L;'RooLs L;'Ros |,
I R33 I R3s3
kde
A Ar At4+1
R = , Rog = , B33 =
)\r,1 )\t >‘"

Shrnuti. Posloupnost (A,) se pro vysokd s chova takto:

(1) Diagondlni prvky vesloupcich 1, ..., r—1, t+1, ..., n konverguji k vlastnim ¢islam Ay, ..., Apo1, A1, -« An
a prvky pod diagondlou v téchto sloupcich konverguji k nule.

(2) Ve sloupcich 7, ...,t konverguji k nule obecné pouze prvky v fddcich
t+1, ..., n.

(3) Zbyld vlastni ¢isla jsou vlastnimi éisly submatice, kterd vznikne z matice Ay vynechdnim fadku
asloupcul, ...,r—1,t+1, ..., n.

Pozndmka. Podobné situace nastane, mé-li matice A komplexné sdruzené dvojice vlastnich ¢isel, tj.
existuji-li vzajemné ruznd ¢isla ki, ..., kp € n—1 tak, ze
(Vi € p)(Ak, = Ak,,,) a jinak vSechny nerovnosti v (3) jsou ostré. Potom budou matice Ay pro vysokd
s ,,témér diagonalni”, ovSsem na diagondle budou mit p blo¢ki o rozmérech 2 x 2, jejichz vlastnimi

¢isly budou dvojice Ag,, Ax, (i € p).
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