1. CASTECNY PROBLEM VLASTNfCH GfSEL

Maéame nalézt jedno, popiipadé nékolik zpravidla v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢isel a
pripadné i odpovidajici vlastni vektory.

1.1. Mocninna metoda. Zvolime Z(®) tak, aby e7#(®) = 0. Konstruujeme posloupnosti
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1. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni éislo A\; s algebraickou i geometrickou
néasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje reguldrni matice T tak, ze plati
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Odtud s vyuzitim (4) a (2) plyne
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Podle véty 77?7 konverguji diagonédlni bloky k nulové matici, a tak
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za predpokladu, ze el TZ(®) # 0. Jednak je ale nalezeni takového vektoru #(©), ze ef TZ(®) = 0, dosti
obtizné, jednak vse spravi chyby vzniklé zaokrouhlovanim. Déle podle (3) a (2) plati
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Analogicky jako vyse dostaneme
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Zjistili jsme tedy, ze posloupnost (:E'(k)) konverguje. Snadno se presvédcéime, ze jeji limitni vektor ¥ je
vlastnim vektorem matice A piislusejicim k vlastnimu cislu Az Z (1) totiz vyplyvéa vztah gpz*+1) =
AZ®) a jeho zlimicenim dostdvame \ 7 = Ay

2. Necht A mé v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni éislo A\; s algebraickou i geometrickou
nasobnosti rovnou p. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice 1" tak, ze plati
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a chovani posloupnosti (o), (a_c’(k)) bude podobné jako v piedchozim piipadé, pouze s nasledujici
zaménou matic:
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tj. tam, kde v bodé 1 vystupovala prvni matice, bude nyni vystupovat druha.
3. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi dvé vlastni &sla A\;, — A s algebraickou i geometrickou
néasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice T tak, ze plati
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Podobnou cestou jako v pripadé 1 dostaneme
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Tato posloupnost obecné diverguje, vybrané posloupnosti go;, 02;+1 vSak konverguji:
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a plati 02,0241 — Al

Posloupnosti AZ*) + X\ 25| resp. AZ*) — \;Z*) aproximuji vlastni vektory pifslusné k vlastnim
éislim Ay, resp. —\1, i kdyZz nekonverguji. Dokézeme napiiklad, ze posloupnost AZ(2) + \; 729 kon-
verguje k vlastnimu vektoru piisl. k vlastnimu ¢islu Aq:

Podle (1) je
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a tento limitni vektor je vlastnim vektorem matice A ptislusejicim k vlastnimu ¢islu A;. S vyuzitim
(5) totiz dostaneme
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4. Nechf A mé v absolutni hodnoté nejvétsi dvé vlastn{ éisla A1, A\ s algebraickou i geometrickou
nésobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje reguldrni matice T tak, ze plati
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Podobné jako vyse zjistime, ze posloupnosti (1) v tomto pifpadé nekonverguji, protoZe se (/\%)k a
(;Af)k, 1 > 1 todl v jednotkové kruznici.

Tvrzeni 1.1. Bud t? + pt + ¢ polynom, ktery mé za kofeny Ai, A;. Potom
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tj. pro vysoka k je soubor vektori (A2z*), Az(*) z(*)) témet linearne zavisly.
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nebot A2 +pA\; +q = X? +pA1 4+ ¢ = 0 a stale predpokladdme e? T # 0. O

Postup je tedy nésledujici: Protoze plati A22*) = g1 0,2% T2 AZF) = 0, 2+1D) | staéi sledovat
linedrni zévistlost t¥{ po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti Z¥) pro vysoké indexy k, z nich vypoéitat
koeficienty p, g a vlastni ¢isla A1, A; nalézt jako kofeny polynomu ¢2 + pt + ¢.

Posloupnosti AZ*) — X\ #F) | resp. Az — X\ #*) aproximuji vlastni vektory pifslusné k vlastnim
¢isliim \q, resp. ;. Dokdzeme prvni z téchto pifpadi:

Plati A22) 4pAZ*) 4q7*) ~ &, pricemz p = — (A1 +X1) a ¢ = A\ A1. Po dosazeni dostaneme A27(F) —
AlAf(k) ~ XlAf(k) — Alxlf(k)), tJ A(Af(k) - Alf(k))) ~
~ A\ (AZR) — X 7).

5. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni &slo \; s algebraickou ndsobnosti rovnou
2 a geometrickou nasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice T tak,



ze plati
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Posledni vyraz méa pro k — oo stejnou limitu jako vyraz
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Pozndmka. Pravé popsany piipad se od predchozich 1isi rychlosti konvergence. Ta v piipadech 1-4
zéavisela na rychlostech konvergenci (i—;)k — 0, ¢ > 1; v pifpadé 5 je konvergence imérnd 1/k, tedy

vyrazné pomalejsi. Povazujeme-li 5 za 4, ziskdme vysledek rychleji.

Pozndmka. Cleny posloupnosti (:E'(k)) jsou pouhymi nasobky tzv. Krylovovy posloupnosti (Akf(o)).
Stacilo by tedy pocitat ¢leny této posloupnsoti. Pfesto je i v tomto piipadé potieba alespon ¢as od
casu délit vhodnou konstantou, aby nedoslo k prete¢eni nebo naopak zaokrouhleni na nulu.

1.2. Redukéni metoda. Predstavte si, ze znate jedno vlastni ¢islo A matice A a k nému piislusejici
vlastni vektor @ = (u1, ..., u,)?. Jestlize vds zajimd jesté néjaké jiné vlastni ¢éfslo (a k nému
piislusejici vlastni vektor) této matice, potom redukéni metoda je tim, co potfebujete.

Bez tijmy na obecnosti bud u; # 0. Oznaéme
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Potom
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pficemz B jsme oznagili sumbatici, kterd vznikne z matice P~!AP vynechdnim prvniho fddku a
sloupce. Matice A je podobna matici P~1 AP, ma proto stejny charakteristicky polynom |A — \I| =
(M — A)|B — AI|. Matice B ma tedy stejné spektrum jako matice A az na to, ze vlastn{ ¢islo A\; v
ném ma o jednicku mensi algebraickou nasobnost. Specidlné, je-li A\; jednoduché vlastni ¢islo matice
A, potom to neni vlastni ¢islo matice B.

Spocteme-li (napf. mocninnou metodou) néjaké vlastni éislo Ay # A1 matice B a k nému piislusejici
vlastni vektor 7 = (zo, ..., z,)7, ziskdme vlastni vektor matice A pifslusejici k vlastnimu éislu o

takto: Hledejme z; € C tak, aby <ZZ_1,) byl vlastni vektor matice P~'AP. Musi platit
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Ptechod od vlastniho vektoru matice P~ AP k vlastnimu vektoru matice A je jiz hrackou: Staéi vatah

rrar(2)=x(3)
z z

vynasobit zleva matici P a dozvime se, Ze vlastnim vektorem matice A piislusejicim k vlastnimu ¢éislu
A2 je vektor
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Pozndmka. K feseni tplného problému vlastnich &isel se redukéni metoda nehodi, nebot v praxi by
se kazdé dalsi vlastni ¢islo pocitalo se stale mensi presnosti.
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