
1. Částečný problém vlastńıch č́ısel

Máme nalézt jedno, popř́ıpadě několik zpravidla v absolutńı hodnotě největš́ıch vlastńıch č́ısel a
př́ıpadně i odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

1.1. Mocninná metoda. Zvoĺıme x⃗(0) tak, aby eT1 x⃗
(0) ̸= 0. Konstruujeme posloupnosti

ϱk = e⃗T1 Ax⃗(k), x⃗(k+1) =
1

ϱk
Ax⃗(k). (1)

Zřejmě plat́ı

x⃗(k+1) =
1

ϱkϱk−1
A2x⃗(k−1) = . . . =

1

ϱkϱk−1 . . . ϱ0
Ak+1x⃗(0). (2)

Dále, dosad́ıme-li prvńı výraz v (1) do druhého výrazu tamtéž, obdrž́ıme

x⃗(k+1) =
1

eT1 Ax⃗(k)
Ax⃗(k). (3)

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva vektorem eT1 , dostaneme

(∀k ∈ N)(eT1 x⃗(k) = 1). (4)

1. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou i geometrickou
násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1

λ1

J2
. . .

T.

Odtud s využit́ım (4) a (2) plyne

ϱk = eT1 Ax⃗
(k) =

eT1 Ax⃗(k)

eT1 x⃗
(k)

=
ϱk−1 . . . ϱ0
ϱk−1 . . . ϱ0

· e
T
1 A

k+1x⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

eT1 T
−1

λk+1
1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

λk
1

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

= λ1

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k+1

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Podle věty ?? konverguj́ı diagonálńı bloky k nulové matici, a tak

ϱk
k→∞−→ λ1

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

= λ1

za předpokladu, že eT1 T x⃗
(0) ̸= 0. Jednak je ale nalezeńı takového vektoru x⃗(0), že eT1 T x⃗

(0) = 0, dosti
obt́ıžné, jednak vše sprav́ı chyby vzniklé zaokrouhlováńım. Dále podle (3) a (2) plat́ı

x⃗(k) =
Ax⃗(k−1)

eT1 Ax⃗
(k−1)

=
ϱk−2 . . . ϱ0
ϱk−2 . . . ϱ0

· Akx⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

T−1

λk
1

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

λk
1

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

=

T−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

1



2

Analogicky jako výše dostaneme

x⃗(k) k→∞−→
T−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

ozn.
= y⃗.

Zjistili jsme tedy, že posloupnost (x⃗(k)) konverguje. Snadno se přesvědč́ıme, že jej́ı limitńı vektor y⃗ je
vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu λ1: Z (1) totiž vyplývá vztah ϱkx⃗

(k+1) =
Ax⃗(k) a jeho zlimiceńım dostáváme λ1y⃗ = Ay⃗.
2. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou i geometrickou

násobnost́ı rovnou p. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1



λ1

. . .

λ1︸ ︷︷ ︸
p-krát

J2
. . .


T

a chováńı posloupnost́ı (ϱk), (x⃗
(k)) bude podobné jako v předchoźım př́ıpadě, pouze s následuj́ıćı

záměnou matic:

1
0

. . .

 −→



1
. . .

1︸ ︷︷ ︸
p-krát

0
. . .


,

tj. tam, kde v bodě 1 vystupovala prvńı matice, bude nyńı vystupovat druhá.
3. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı dvě vlastńı č́ısla λ1, −λ1 s algebraickou i geometrickou

násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1


λ1

−λ1

J2
. . .

T. (5)

Podobnou cestou jako v př́ıpadě 1 dostaneme

ϱk =

eT1 T
−1


λk+1
1

(−λ1)
k+1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk
1

(−λ1)
k

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

=
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= λ1

eT1 T
−1


1

(−1)k+1

( 1
λ1
J2)

k+1

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

(−1)k

( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Tato posloupnost obecně diverguje, vybrané posloupnosti ϱ2i, ϱ2i+1 však konverguj́ı:

ϱ2i
i→∞−→ λ1

eT1 T
−1

1
−1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
1

O

T x⃗(0)

, ϱ2i+1
i→∞−→ λ1

eT1 T
−1

1
1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
−1

O

T x⃗(0)

a plat́ı ϱ2iϱ2i+1 → λ2
1.

Posloupnosti Ax⃗(k) + λ1x⃗
(k), resp. Ax⃗(k) − λ1x⃗

(k) aproximuj́ı vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńım
č́ısl̊um λ1, resp. −λ1, i když nekonverguj́ı. Dokážeme např́ıklad, že posloupnost Ax⃗(2i) + λ1x⃗

(2i) kon-
verguje k vlastńımu vektoru př́ısl. k vlastńımu č́ıslu λ1:
Podle (1) je

Ax⃗(2i) + λ1x⃗
(2i) =

A2x⃗(2i−1) + λ1Ax⃗(2i−1)

eT1 Ax⃗(2i−1)
=

A2i+1x⃗(0) + λ1A
2ix⃗(0)

eT1 A
2ix⃗(0)

=

=

T−1



λ2i+1
1

(−λ1)
2i+1

J2i+1
2

. . .

+ λ1


λ2i
1

(−λ1)
2i

J2i
2

. . .


T x⃗(0)

eT1 T
−1


λ2i
1

(−λ1)
2i

J2i
2

. . .

T x⃗(0)

=

= λ1

T−1


2

0
( 1
λ1
J2)

2i+1 + ( 1
λ1
J2)

2i

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

1
( 1
λ1
J2)

2i

. . .

T x⃗(0)

i→∞−→ λ1

α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0)

a tento limitńı vektor je vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu λ1. S využit́ım
(5) totiž dostaneme

A

[
λ1

α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0)

]
=

λ1

α
T−1

(
2λ1

O

)
T x⃗(0) = λ1

λ1

α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0).
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4. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı dvě vlastńı č́ısla λ1, λ1 s algebraickou i geometrickou
násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1


λ1

λ1

J2
. . .

T.

Podobně jako výše zjist́ıme, že posloupnosti (1) v tomto př́ıpadě nekonverguj́ı, protože se (λ1

λ1
)k a

( λi

λ1
)k, i > 1 toč́ı v jednotkové kružnici.

Tvrzeńı 1.1. Bud’ t2 + pt+ q polynom, který má za kořeny λ1, λ1. Potom

A2x⃗(k) + pAx⃗(k) + qx⃗(k) k→∞−→ o⃗,

tj. pro vysoká k je soubor vektor̊u (A2x⃗(k), Ax⃗(k), x⃗(k)) téměř lineárně závislý.

D̊ukaz. Plat́ı A2x⃗(k) + pAx⃗(k) + qx⃗(k) =

=
1

eT1 Ax⃗
(k−1)

[A3 + pA2 + qA]x⃗(k−1) =
[Ak+2 + pAk+1 + qAk]x⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

T−1


λk+2
1 + pλk+1

1 + qλk
1

λ
k+2

1 + pλ
k+1

1 + qλ
k

1

Jk+2
2 + pJk+1

2 + qJk
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk
1

λ
k

1

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

=

=

T−1


λ2
1 + pλ1 + q

(λ1

λ1
)k(λ

2

1 + pλ1 + q)

( 1
λ1
J2)

k(J2
2 + pJ2 + q)

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

(λ1

λ1
)k

( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

k→∞−→ o⃗,

nebot’ λ2
1 + pλ1 + q = λ

2

1 + pλ1 + q = 0 a stále předpokládáme eT1 T x⃗
(0) ̸= 0. □

Postup je tedy následuj́ıćı: Protože plat́ı A2x⃗(k) = ϱk+1ϱkx⃗
(k+2), Ax⃗(k) = ϱkx⃗

(k+1), stač́ı sledovat
lineárńı závistlost tř́ı po sobě jdoućıch člen̊u posloupnosti x⃗(k) pro vysoké indexy k, z nich vypoč́ıtat
koeficienty p, q a vlastńı č́ısla λ1, λ1 nalézt jako kořeny polynomu t2 + pt+ q.
Posloupnosti Ax⃗(k) − λ1x⃗

(k), resp. Ax⃗(k) − λ1x⃗
(k) aproximuj́ı vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńım

č́ısl̊um λ1, resp. λ1. Dokážeme prvńı z těchto př́ıpad̊u:
Plat́ı A2x⃗(k)+pAx⃗(k)+qx⃗(k) ≈ o⃗, přičemž p = −(λ1+λ1) a q = λ1λ1. Po dosazeńı dostaneme A2x⃗(k)−

λ1Ax⃗
(k) ≈ λ1Ax⃗

(k) − λ1λ1x⃗
(k), tj. A(Ax⃗(k) − λ1x⃗

(k)) ≈
≈ λ1(Ax⃗

(k) − λ1x⃗
(k)).

5. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou násobnost́ı rovnou
2 a geometrickou násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak,
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že plat́ı

A = T−1


λ1

1 λ1

J2
. . .

T.

Tentokrát dostaneme

ϱk =

eT1 T
−1


λk+1
1

(k + 1)λk
1 λk+1

1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk
1

kλk−1
1 λk

1

Jk
2

. . .

T x⃗(0)

=

=

eT1 T
−1


λ1

k + 1 λ1

( 1
λ1
J2)

kJ2
. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1
k
λ1

1

( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Posledńı výraz má pro k → ∞ stejnou limitu jako výraz

eT1 T
−1

 λ1

k + 1 λ1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

 1
k
λ1

1

O

T x⃗(0)

= λ1


1 +

eT1 T
−1

 0
1
λ1

0

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

 1
k
λ1

1

O

T x⃗(0)


k→∞−→ λ1.

Poznámka. Právě popsaný př́ıpad se od předchoźıch lǐśı rychlost́ı konvergence. Ta v př́ıpadech 1–4
závisela na rychlostech konvergenćı ( λi

λ1
)k → 0, i > 1; v př́ıpadě 5 je konvergence úměrná 1/k, tedy

výrazně pomaleǰśı. Považujeme-li 5 za 4, źıskáme výsledek rychleji.

Poznámka. Členy posloupnosti (x⃗(k)) jsou pouhými násobky tzv. Krylovovy posloupnosti (Akx⃗(0)).
Stačilo by tedy poč́ıtat členy této posloupnsoti. Přesto je i v tomto př́ıpadě potřeba alespoň čas od
času dělit vhodnou konstantou, aby nedošlo k přetečeńı nebo naopak zaokrouhleńı na nulu.

1.2. Redukčńı metoda. Představte si, že znáte jedno vlastńı č́ıslo λ matice A a k němu př́ıslušej́ıćı
vlastńı vektor u⃗ = (u1, . . . , un)

T . Jestliže vás zaj́ımá ještě nějaké jiné vlastńı č́ıslo (a k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor) této matice, potom redukčńı metoda je t́ım, co potřebujete.
Bez újmy na obecnosti bud’ u1 ̸= 0. Označme

P =


u1

u2 1
...

. . .

un 1

 = (u⃗, e⃗(2), . . . , e⃗(n)).
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Potom

P−1 =


1
u1−u2

u1
1

...
. . .

−un

u1
1


a AP = (Au⃗, Ae⃗(2), . . . , Ae⃗(n)), odkud

P−1AP =


1
u1−u2

u1
1

...
. . .

−un

u1
1



λ1u1 a12 . . . a1n
λ1u2 a22 . . . a2n
...

...
...

λ1un an2 . . . ann

 =

=


λ1

a12

u1
. . . a1n

u1

0 a22 − u2

u1
a12 . . . a2n − u2

u1
a1n

...
...

...
0 an2 − un

u1
a12 . . . ann − un

u1
a1n

 =


λ1

a12

u1
. . . a1n

u1

o⃗ B

 ,

přičemž B jsme označili sumbatici, která vznikne z matice P−1AP vynecháńım prvńıho řádku a
sloupce. Matice A je podobná matici P−1AP , má proto stejný charakteristický polynom |A− λI| =
(λ1 − λ) |B − λI|. Matice B má tedy stejné spektrum jako matice A až na to, že vlastńı č́ıslo λ1 v
něm má o jedničku menš́ı algebraickou násobnost. Speciálně, je-li λ1 jednoduché vlastńı č́ıslo matice
A, potom to neńı vlastńı č́ıslo matice B.
Spočteme-li (např. mocninnou metodou) nějaké vlastńı č́ıslo λ2 ̸= λ1 matice B a k němu př́ıslušej́ıćı

vlastńı vektor z⃗ = (z2, . . . , zn)
T , źıskáme vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı k vlastńımu č́ıslu λ2

takto: Hledejme z1 ∈ C tak, aby

(
z1
z⃗

)
byl vlastńı vektor matice P−1AP . Muśı platit(

λ1
a12

u1
. . . a1n

u1

o⃗ B

)(
z1
z⃗

)
= λ2

(
z1
z⃗

)
,(

λ1z1 +
1
u1
(a12z2 + . . .+ a1nzn)

λ2z⃗

)
=

(
λ2z1
λ2z⃗

)
,

z1 =
a12z2 + . . .+ a1nzn

(λ2 − λ1)u1
.

Přechod od vlastńıho vektoru matice P−1AP k vlastńımu vektoru matice A je již hračkou: Stač́ı vztah

P−1AP

(
z1
z⃗

)
= λ2

(
z1
z⃗

)
vynásobit zleva matićı P a dozv́ıme se, že vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu
λ2 je vektor

P

(
z1
z⃗

)
=


u1

u2 1
...

. . .

un 1



z1
z2
...
zn

 =


z1u1

z1u2 + z2
...

z1un + zn

 = z1u⃗+

(
0
z⃗

)
.

Poznámka. K řešeńı úplného problému vlastńıch č́ısel se redukčńı metoda nehod́ı, nebot’ v praxi by
se každé daľśı vlastńı č́ıslo poč́ıtalo se stále menš́ı přesnost́ı.
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