
1. Iteračńı metody řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic

1.1. Úvod.

1.1.1. Pojem limity v lineárńı algebře.

Definice 1.1. Řekneme, že posloupnost vektor̊u {x⃗(k)}∞k=1, x⃗
(k) = (x

(k)
1 , . . . , x

(k)
n )T , konverguje k

vektoru x⃗ = (x1, . . . , xn)
T a ṕı̌seme x⃗(k) → x⃗ nebo limk→∞ x(k) = x⃗, plat́ı-li

(∀i ∈ n̂)( lim
k→∞

x
(k)
i = xi).

Řekneme, že posloupnost matic {A(k)}∞k=1 typu (m, n), A(k) = (a
(k)
ij ), konverguje k matici A = (aij)

typu (m, n) a ṕı̌seme A(k) → A nebo limk→∞ A(k) = A, plat́ı-li

(∀i ∈ n̂)(∀j ∈ m̂)( lim
k→∞

a
(k)
ij = aij).

Poznámka. Přestože tato definice vypadá na prvńı pohled jinak než definice limity posloupnosti v
metrickém prostoru z matematické analýzy, jsou obě definice v daném př́ıpadě ekvivalentńı, jak za
chv́ıli dokážeme. Nejprve však zavedeme následuj́ıćı značeńı norem na Cn,1:

∥x⃗∥I = max
i∈n̂

|xi| (maximová norma),

∥x⃗∥II =
n∑

i=1

|xi| (součtová norma),

∥x⃗∥III =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 (eukleidovská norma).

Věta 1.2. Bud’te {x⃗(k)} posloupnost vektor̊u v Cn,1, x⃗ ∈ Cn,1.

(1) Je-li x⃗(k) → x⃗, potom v každé normě plat́ı
∥∥x⃗(k) − x⃗

∥∥ → 0.

(2) Plat́ı-li v některé normě
∥∥x⃗(k) − x⃗

∥∥ → 0, potom x⃗(k) → x⃗.

D̊ukaz. (1) Z definice 1.1 je zřejmé, že plat́ı(
x⃗(k) → x⃗

)
⇒

(∥∥∥x⃗(k) − x⃗
∥∥∥
I
→ 0

)
.

Protože jsou všechny normy Cn,1 ekvivalentńı, plat́ı pro libovolnou normu
∥∥x⃗(k) − x⃗

∥∥ ≤
K

∥∥x⃗(k) − x⃗
∥∥
I
→ 0.

(2) Z ekvivalence norem Cn,1 a z definice maximové normy plyne

(∀i ∈ n̂)
(∣∣∣x(k)

i − xi

∣∣∣ ≤ ∥∥∥x⃗(k) − x⃗
∥∥∥
I
≤ K

∥∥∥x⃗(k) − x⃗
∥∥∥ → 0

)
.

□

Definice 1.3. Normou na prostoru čtvercových matic n-tého řádu Cn,n nazýváme zobrazeńı ∥ ∥ :
Cn,n → R+, které splňuje tyto vlastnosti:

(1) (∀A ∈ Cn,n)(∥A∥ ≥ 0) ∧ (∥A∥ = 0 ⇔ A = 0⃗),
(2) (∀λ ∈ C)(∀A ∈ Cn,n)(∥λA∥ = |λ| ∥A∥),
(3) (∀A, B ∈ Cn,n)(∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥),
(4) (∀A, B ∈ Cn,n)(∥AB∥ ≤ ∥A∥ . ∥B∥).

Definice 1.4. Norma ∥ ∥M na Cn,n se nazývá souhlasná s normou ∥ ∥V na Cn,1, jestliže plat́ı

(∀A ∈ Cn,n)(∀x⃗ ∈ Cn,1)(∥Ax⃗∥V ≤ ∥A∥M . ∥x⃗∥V ).

Definice 1.5. Normu ∥ ∥M na Cn,n nazýváme normou generovanou (přidruženou) normou (normě)
∥ ∥V na Cn,1, jestliže plat́ı

(∀A ∈ Cn,n)(∀x⃗ ∈ Cn,1)(∥A∥M = max
∥x⃗∥=1

∥Ax⃗∥V ).

1



2

Poznámka. Norma generovaná je normou souhlasnou. Definice generované normy je v souhlase s
definićı normy spojitého lineárńıho zobrazeńı z matematické analýzy, pouze zde vystupuje maximum
mı́sto suprema. Je tomu tak proto, že jde o supremum spojité funkce na kompaktńı množině.

D̊ukaz. (1) Kompaktnost: Množina { x⃗ ∈ Cn,1 | ∥x⃗∥ = 1 } je uzavřená a omezená, nebot’ je
hranićı koule B(o⃗, 1) a hranice každé množiny je uzavřená. Množina v lineárńım prostoru
konečné dimenze je kompaktńı, právě když je omezená a uzavřená.

(2) Spojitost: Zobrazeńı x⃗ 7→ ∥Ax⃗∥ je kompozićı dvou zobrazeńı A : x⃗ 7→ Ax⃗ a ∥ ∥ : y⃗ 7→ ∥y⃗∥.
Spojitost zobrazeńı A byla dokázána v matematické analýze. Dokážeme, že zobrazeńı ∥ ∥ je
spojité, a to dokonce stejnoměrně:
Chceme dokázat, že

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x⃗, y⃗ ∈ Cn,1)(∥x⃗− y⃗∥ < δ ⇒ | ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ | < ε).

Pro každé dva vektory x⃗, y⃗ ∈ Cn,1 můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že ∥x⃗∥ ≥ ∥y⃗∥.
Plat́ı-li ∥x⃗− y⃗∥ < δ, můžeme tedy psát

| ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ | = ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ = ∥x⃗− y⃗ + y⃗∥ − ∥y⃗∥ ≤ ∥x⃗− y⃗∥+ ∥y⃗∥ − ∥y⃗∥ = ∥x⃗− y⃗∥ < δ.

Nyńı stač́ı položit δ = ε.
□

1.1.2. Princip iteračńıch metod. Je dána soustava Ax⃗ = f⃗ , kde A je regulárńı. V iteračńıch metodách
konstruujeme iteračńı posloupnost vektor̊u {x⃗(k)}∞k=0. Má-li matice A př́ıznivé vlastnosti, konver-

guje tato posloupnost k řešeńı soustavy x⃗∗. Výchoźı vektor x⃗(0) této posloupnosti se voĺı libovolně
(nejvýhodněǰśı ovšem je zvolit za x⃗(0) nějakou aproximaxi x⃗∗). Daľśı členy posloupnosti se vypoč́ıtávaj́ı
ze vztahu

x⃗(k+1) = x⃗(k) +H(k+1)(f⃗ −Ax⃗(k)), (1)

kde {H(k)}∞k=1 je vhodně zvolená posloupnost matic. Vektor f⃗ − Ax⃗(k) nazýváme reziduum. Nav́ıc
chceme, aby platilo

(∀k ∈ N)(x⃗∗ = x⃗∗ +H(k)(f⃗ −Ax⃗∗)).

Odečteńım této rovnice od (1) źıskáme výraz pro chybu k-té aproximace

x⃗(k) − x⃗∗ = x⃗(k−1) − x⃗∗ +H(k)A(x⃗∗ − x⃗(k−1)) = (I −H(k)A)(x⃗(k−1) − x⃗∗) =

= (I −H(k)A)(I −H(k−1)A)(x⃗(k−2) − x⃗∗) = . . . =

= (I −H(k)A)(I −H(k−1)A) . . . (I −H(1)A)︸ ︷︷ ︸
ozn. T (k)

(x⃗(0) − x⃗∗).

Právě jsme dokázali následuj́ıćı větu:

Věta 1.6. Iteračńı posloupnost {x⃗(k)}∞k=0 konverguje k řešeńı soustavy Ax⃗ = f⃗ při libovolné volbě

x⃗(0) právě tehdy, když plat́ı

lim
k→∞

T (k) = O.

Poznámka. Iteračńı metody se vyznačuj́ı odolnost́ı v̊uči chybám vzniklým zaokrouhlováńım. Tato
samoopravná schopnost je dána t́ım, že dojde-li v při výpočtu jistého vektoru x⃗(k) iteračńı posloupnosti
k chybě, můžeme na tento vektor pohĺıžet jako na výchoźı člen x⃗(0) nové iteračńı posloupnosti.

1.1.3. Nestacionárńı metody. Iteračńı metody se děĺı na stacionárńı, kde je posloupnost matic {H(k)}∞k=1

konstantńı, a nestacionárńı. Př́ıklademmetody nestacionárńı budiž metoda ř́ızené relaxace (nevyžaduje
se, následuj́ıćı věta však bude užitečná i dále).

Věta 1.7. U soustavy lineárńıch alebraických rovnic s regulárńı matićı lze rovnice vždy přerovnat
tak, aby diagonálńı prvky byly nenulové.

D̊ukaz. Plyne z definice determinantu

detA =
∑
π∈Sn

sgn π. aπ(1)1 . . . aπ(n)n (2)
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a z toho, že determinant regulárńı matice je r̊uzný od nuly. Potom totiž muśı být alespoň jeden sč́ıtanec
v (2) nenulový, tj. (∃π ∈ Sn)(aπ(1)1 . . . aπ(n)n ̸= 0). Proto stač́ı dát na prvńı mı́sto π(1)-tou rovnici,
na druhé π(2)-tou atd. □

Předpokládejme, že matice soustavy Ax⃗ = f⃗ má na diagonále jedničky. Z definice rezidua je zřejmé,
že je-li j-tá složka rezidua nulová, je splněna j-tá rovnice soustavy. Označme i index v absolutńı

hodnotě největš́ı složky rezidua f⃗ − Ax⃗(k). (Je-li jich v́ıce, je jedno, kterou zvoĺıme.) Chceme, aby

reziduum v následuj́ıćı iteraci f⃗ −Ax⃗(k+1) mělo i-tou složku rovnou nule, tj. aby platilo

fi − (ai1x
(k+1)
1 + . . .+ aii−1x

(k+1)
i−1 + x

(k+1)
i + aii+1x

(k+1)
i+1 + . . .+ ainx

(k+1)
n ) = 0,

a proto klademe

x
(k+1)
i = fi − (ai1x

(k)
1 + . . .+ aii−1x

(k)
i−1 + aii+1x

(k)
i+1 + . . .+ ainx

(k)
n ) =

= x
(k)
i + [fi − (ai1x

(k)
1 + . . .+ aii−1x

(k)
i−1 + x

(k)
i + aii+1x

(k)
i+1 + . . .+ ainx

(k)
n )],

x
(k+1)
j = x

(k)
j pro j ̸= i.

Porovnáńım prvńı z těchto dvou rovnic s (1) zjist́ıme, že př́ıslušná matice H(k+1) má v i-tém řádku
na i-tém mı́stě jedničku a na ostatńıch mı́stech nuly. Z druhé rovnice pak vyplývá, že všechny ostatńı
řádky matice H(k+1) jsou nulové. Z toho je zřejmé, že pro k ̸= l budou matice H(k), H(l) obecně
r̊uzné.

1.2. Stacionárńı metody. Dále se budeme zabývat pouze stacionárńımi metodami, nebot’ jsou al-
goritmicky výhodněǰśı a jejich chováńı lze snáze analyzovat.

1.2.1. Konvergence iteračńı posloupnosti. Protože ve stacionárńıch metodách plat́ı (∀k ∈ N)(H(k) =
H), znamená to, že (∀k ∈ N)(T (k) = (I −HA)k) a kritérium konvergence z věty 1.6 přecháźı ve tvar

lim
k→∞

(I −HA)k = O.

Věta 1.8. Bud’ A ∈ Cn,n. Potom plat́ı

lim
k→∞

Ak = O ⇔ ϱ(A) < 1,

kde ϱ(A) je spektrálńı poloměr matice A.

D̊ukaz. Podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice C a blokově diagonálńı matice

J =

J1
. . .

Js

 , Ji =


λ

1
. . .

. . .
. . .

1 λ

 ,

tak, že A = C−1JC. Odtud Ak = C−1JkC, takže Ak → O ⇔ Jk → O. Zřejmě plat́ı

Jk =

Jk
1

. . .

Jk
s

 .

Na cvičeńı se matematickou indukćı dokazovalo, že

Jk
i =



λk(
k
1

)
λk−1 λk(

k
2

)
λk−2

(
k
1

)
λk−1 λk

...
...

...
. . .(

k
p− 1

)
λk−p+1

(
k

p− 2

)
λk−p+2

(
k

p− 3

)
λk−p+3 . . . λk


,
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kde p je rozměr bloku Ji a pro i > k klademe

(
k
i

)
= 0. Odtud je zřejmé, že plat́ı Jk

i → 0 ⇔ |λ| < 1. □

Důsledek 1.9. Iteračńı posloupnost (1) konverguje při libovolné volbě x⃗(0) právě tehdy, je-li ϱ(I −
HA) < 1.

Věta 1.10. Bud’ A ∈ Cn,n a necht’ alespoň v jedné normě Cn,n plat́ı ∥A∥ < 1. Potom Ak → O.

D̊ukaz. Ze čtvrté vlastnosti maticové normy vyplývá
∥∥Ak

∥∥ ≤ ∥A∥k. □

Důsledek 1.11. Necht’ v některé maticové normě plat́ı ∥I −HA∥ < 1. Potom iteračńı posloupnost
(1) konverguje při libovolné volbě x⃗(0).

Věta 1.12. Absolutńı hodnota každého vlastńıho č́ısla matice (spektrálńı poloměr) je nejvýše rovna
jej́ı libovolné normě.

1.2.2. Metoda postupných aproximaćı. Rovnici Ax⃗ = f⃗ přeṕı̌seme do tvaru

o⃗ = f⃗ −Ax⃗

a k oběma stranám rovnosti přičteme x⃗. Vzniklou rovnost oindexujeme takto:

x⃗(k+1) = x⃗(k) + I(f⃗ −Ax⃗(k)). (3)

Porovnáńım s (1) zjist́ıme, že při metodě postupných aproximaćı je H = I.

Konvergence. Posloupnost (3) konverguje pro každou volbu x⃗(0) ⇔ ϱ(I−A) < 1, postačuj́ıćı podmı́nka
je ∥I −A∥ < 1.

Lemma 1.13. Je-li ϱ(B) < 1, potom je matice I −B regulárńı.

D̊ukaz. Bud’ ϱ(B) < 1. Na cvičeńı se dokazovalo, že k libovolné čtvercové maticiB existuj́ı unitárńı ma-
tice Ω a horńı trojúhelńıková matice R tak, že B = ΩHR Ω. Matice B je tedy podobná trojúhelńıkové
matici R, takže diagonálńı prvky matice R jsou vlastńımi č́ısly matice B. Podle předpokladu jsou
všechny tyto prvky v absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Z toho vyplývá, že I−R je horńı trojúhelńıková
matice, jej́ıž všechny diagonálńı prvky jsou nenulové. Protože ale plat́ı I − B = = ΩHΩ− ΩHR Ω =
ΩH(I −R) Ω, muśı být matice I −B regulárńı. □

Poznámka. Předchoźı lemma zjednodušeně řečeno ř́ıká, že matice, která ,,se př́ılǐs nelǐśı”od jednotkové
matice, je regulárńı.

Lemma 1.14 (,,geometrická řada matic”). Bud’ ϱ(B) < 1. Potom plat́ı

(I −B)−1 = I +B +B2 + . . .+Bk + . . . ,

tj. označ́ıme-li Sm = I +B +B2 + . . .+Bm, potom Sm
m→∞−→ (I −B)−1.

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı Sm(I −B) = I −Bm+1. Matice I −B je podle předchoźı lemmy regulárńı, a tak
můžeme tento vztah zprava vynásobit matićı (I−B)−1. Dostaneme Sm = (I−B)−1−Bm+1(I−B)−1.
Zlimiceńım źıskáme tvrzeńı. □

Věta 1.15. Bud’ ∥ ∥ libovolná norma Cn,1 a necht’ ∥ ∥ znač́ı i touto normou generovanou normu Cn,n.
Je-li ∥I −A∥ < 1, potom plat́ı

∥∥∥x⃗(k) − x⃗∗
∥∥∥ ≤ ∥I −A∥k

∥∥∥x⃗(0)
∥∥∥+

∥∥∥f⃗∥∥∥
1− ∥I −A∥

 .

D̊ukaz. Označme B = I − A. Potom podle (3) plat́ı x⃗(k) = Bx⃗(k−1) + f⃗ =

= B(Bx⃗(k−2) + f⃗) + f⃗ = B2x⃗(k−2) + Bf⃗ + f⃗ = B2x⃗(k−2) + (B + I)f⃗ =

= B3x⃗(k−3) + (B2 +B + I)f⃗ = . . . = Bkx⃗(0) + (Bk−1 +Bk−2 + . . .+B + I)f⃗ .

Pro přesné řešeńı plat́ı Ax⃗∗ = f⃗ , takže

x⃗∗ = A−1f⃗ = (I −B)−1f⃗ = (I +B +B2 + . . .)f⃗ .
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Z předchoźıch dvou vztah̊u plyne∥∥∥x⃗(k) − x⃗∗
∥∥∥ =

∥∥∥Bkx⃗(0) − (Bk +Bk+1 +Bk+2 + . . .)f⃗
∥∥∥ ≤

≤
∥∥Bk

∥∥(∥∥∥x⃗(0)
∥∥∥+

∥∥I +B +B2 + . . .
∥∥∥∥∥f⃗∥∥∥) ≤

≤
∥∥Bk

∥∥(∥∥∥x⃗(0)
∥∥∥+ (∥I∥+ ∥B∥+

∥∥B2
∥∥+ . . .)

∥∥∥f⃗∥∥∥) ≤

≤ ∥B∥k
(∥∥∥x⃗(0)

∥∥∥+ (1 + ∥B∥+ ∥B∥2 + . . .)
∥∥∥f⃗∥∥∥) = ∥B∥k

∥∥∥x⃗(0)
∥∥∥+

∥∥∥f⃗∥∥∥
1− ∥B∥

 .

□

Poznámka. Na každou stacionárńı iteračńı metodu lze pohĺıžet jako na metodu postupných aproximaćı

aplikovanou na soustavu HAx⃗ = Hf⃗ .

D̊ukaz. Postupujme stejně jako na začátku: o⃗ = Hf⃗ −HAx⃗ a odtud

x⃗(k+1) = x⃗(k) + I(Hf⃗ −HAx⃗) = x⃗(k) +H(f⃗ −Ax⃗).

□

Poznámka. V následuj́ıćıch dvou odstavćıch budeme symbolem (x⃗, y⃗) označovat standardńı skalárńı
součin na Cn,1. Připomeňme, že pro tento skalárńı součin plat́ı (x⃗, y⃗) = y⃗H x⃗.

1.2.3. Jacobiho metoda (prosté iterace). Jednotlivé rovnice soustavy Ax⃗ = f⃗ přeṕı̌seme tak, že z prvńı
vyjádř́ıme x1, ze druhé x2 atd. Źıskané rovnice oindexujeme takto:

x
(k+1)
1 = −a12

a11
x2

(k) −a13

a11
x3

(k) − . . . −a1n

a11
xn

(k) + f1
a11

x
(k+1)
2 = −a21

a22
x1

(k) −a23

a22
x3

(k) − . . . −a2n

a22
xn

(k) + f2
a22

...
...

...
...

...
...

x
(k+1)
n = − an1

ann
x1

(k) − an2

ann
x2

(k) − an3

ann
x3

(k) − . . . + fn
ann

To je ovšem po složkách rozepsaný vztah x⃗(k+1) = (I −D−1A)x⃗(k) +D−1f⃗ , kde

D =

a11
. . .

ann

 .

Odtud vyplývá x⃗(k+1) = x⃗(k) +D−1(f⃗ −Ax⃗), takže H = D−1.

Konvergence. Jacobiho metoda konverguje při každé volbě x⃗(0) ⇔ ϱ(I − D−1A) < 1, postačuj́ıćı
podmı́nka je

∥∥I −D−1A
∥∥ < 1. Vezmeme-li maximovou normu, přejde posledńı vztah ve

max
i∈n̂

n∑
j=1, j ̸=i

∣∣∣∣aijaii

∣∣∣∣ < 1 ⇔ (∀i ∈ n̂)

 n∑
j=1, j ̸=i

∣∣∣∣aijaii

∣∣∣∣ < 1

 ⇔ (∀i ∈ n̂)

 n∑
j=1, j ̸=i

|aij | < |aii|

 .

Matice, pro které plat́ı posledńı nerovnost, nazýváme maticemi s převládaj́ıćı diagonálou. Jacobiho
metoda tedy konverguje pro všechny matice s převládaj́ıćı diagonálou.

Definice 1.16. Hermitovská, resp. symetrická matice A se nazývá pozitivně definitńı, jestliže pro
každý vektor, resp. každý reálný vektor x⃗ ̸= o⃗ plat́ı (Ax⃗, x⃗) > 0.

Věta 1.17. (1) Všechna vlastńı č́ısla pozitivně definitńı matice jsou kladná.
(2) Má-li hermitovská matice všechna vlastńı č́ısla kladná, potom je pozitivně definitńı.

D̊ukaz. (1) Bud’te A pozitivně definitńı matice, λ jej́ı libovolné vlastńı č́ıslo a x⃗ libovolný k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Vztah Ax⃗ = λx⃗ vynásob́ıme skalárně vektorem x⃗ a dostaneme

(Ax⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
>0

= λ (x⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
>0

⇒ λ > 0.
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(2) Bud’ A hermitovská matice, jej́ıž všechna vlastńı č́ısla jsou kladná. Na cvičeńıch se dokazovalo,
že pro každou normálńı (a t́ım sṕı̌se hermitovskou) matici A existuje unitárńı matice Ω a
diagonálńı matice D tak, že A = ΩHD Ω. Označ́ıme-li λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A,
potom

D =

λ1

. . .

λn

 .

Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom (Ax⃗, x⃗) = x⃗HAx⃗ = x⃗HΩHD Ωx⃗. Označme y⃗ = Ωx⃗. Je y⃗ ̸= o⃗, protože jinak
by byl vektor x⃗ netriviálńım řešeńım homogenńı soustavy s regulárńı matićı, a plat́ı

(Ax⃗, x⃗) = y⃗HDy⃗ =

n∑
i=1

λi |yi|2 > 0,

nebot’ všechny sč́ıtance v sumě jsou nezáporné a alespoň jeden z nich je jistě kladný.
□

Věta 1.18. Bud’ A hermitovská matice s kladnými diagonálńımi prvky. Potom Jacobiho metoda pro

soustavu Ax⃗ = f⃗ konverguje při každé volbě x⃗(0) právě tehdy, jsou-li obě matice A, 2D−A pozitivně
definitńı.

D̊ukaz. Dokážeme pouze nutnost podmı́nky. Důkaz opačné implikace se provede stejně, ale v opačném
pořad́ı. Označme

P =


√
a11

. . . √
ann

 .

Je tedy P 2 = D. Dále plat́ı I − D−1A = P−1(I − P−1AP−1)P , tedy matice I − D−1A je podobná
matici I − P−1AP−1. Tato matice je zřejmě hermitovská, a má proto všechna vlastńı č́ısla reálná.
Podle předpokladu je ϱ(I −D−1A) < 1, a tak jsou tato č́ısla z intervalu (−1, 1).
Bud’ λ vlastńı č́ıslo matice I −D−1A. Potom existuje vektor x⃗ ̸= o⃗ takový, že (I −D−1A)x⃗ = λx⃗,

takže D−1Ax⃗ = (1 − λ)x⃗. Vlastńı č́ısla matice D−1A jsou tedy z intervalu (0, 2). Protože plat́ı
D−1A = P−1(P−1AP−1)P , znamená to, že matice P−1AP−1 je pozitivně definitńı.
Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom

(Ax⃗, x⃗) = x⃗HAx⃗ = x⃗HPP−1AP−1 Px⃗︸︷︷︸
ozn. y⃗

= y⃗HP−1AP−1y⃗ = ((P−1AP−1)y⃗, y⃗).

Stejně jako v d̊ukaze předchoźı věty dostaneme y⃗ ̸= o⃗. Podle definice 1.16 je tedy posledńı výraz
kladný a matice A je pozitivně definitńı.
Obdobně postupujeme i při d̊ukazu pozitivńı definitnosti matice 2D −A:
Bud’te opět λ vlastńı č́ıslo matice I −D−1A a x⃗ př́ıslušný vlastńı vektor. Potom (2I −D−1A)x⃗ =

(1+λ), a tak jsou všechna vlastńı č́ısla matice 2I−D−1A z intervalu (0, 2). Protože plat́ı 2I−D−1A =
P−1(2I − P−1AP−1)P , znamená to, že matice 2I − P−1AP−1 je pozitivně definitńı.
Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom

((2D −A)x⃗, x⃗) = x⃗H(2D −A)x⃗ = x⃗HPP−1(2D −A)P−1 Px⃗︸︷︷︸
ozn. y⃗

=

= y⃗H(2P−1P 2P−1 − P−1AP−1)y⃗ = ((2I − P−1AP−1)y⃗, y⃗).

Přitom opět y⃗ ̸= o⃗, takže podle definice 1.16 je posledńı výraz kladný. Matice 2D−A je tedy pozitivně
definitńı. □
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1.2.4. Gaussova-Seidelova metoda. V Jacobiho metodě se všechny složky vektoru x⃗(k+1) poč́ıtaj́ı ze
složek vektoru x⃗(k). Vzniká přirozená otázka, zda by se (alespoň v některých př́ıpadech) nedosáhlo
zlepšeńı, kdyby se při tomto výpočtu použily již známé složky vektoru x⃗(k+1). Touto úvahou dospějeme
ke vzorc̊um

a11x
(k+1)
1 + a12x2

(k) + . . .+ a1nxn
(k) = f1

a21x
(k+1)
1 + a22x

(k+1)
2 + . . .+ a1nxn

(k) = f2
...

...

an1x
(k+1)
1 + an2x

(k+1)
2 + . . .+ annx

(k+1)
n = fn

Jak tyto vztahy zapsat vektorově? Ponechme si matici D z předchoźıho odstavce a nav́ıc definujme

L =


0

−a21 0
...

...
. . .

−an1 −an2 . . . 0

 , R =


0 . . . −a1n−1 −a1n

. . .
...

...
0 −an−1n

0

 .

Potom zřejmě plat́ı A = −L+D −R a (−L+D)x⃗(k+1) −Rx⃗(k) = f⃗ , takže

x⃗(k+1) = (D − L)−1Rx⃗(k) + (D − L)−1f⃗ .

Do této rovnice dosad́ıme R = D − L−A a dostaneme

x⃗(k+1) = x⃗(k) + (D − L)−1(f⃗ −Ax⃗(k)),

odkud porovnáńım s (1) plyne H = (D − L)−1.

Konvergence. Plat́ı I−(D−L)−1A = I−(D−L)−1[(D−L)−R] = (D−L)−1R. Metoda tedy konverguje
při libovolné volbě x⃗(0) ⇔ ϱ((D − L)−1R) < 1, postačuj́ıćı podmı́nkou je

∥∥(D − L)−1R
∥∥ < 1.

Tvrzeńı 1.19. Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro matice s převládaj́ıćı diagonálou.

Věta 1.20. Je-li matice soustavy pozitivně definitńı, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje při
libovolné volbě x⃗(0).

D̊ukaz. Bud’ A pozitivně definitńı matice a necht’ A = −L + D − R. Podle definice je matice A

hermitovská, takže (−L +D − R)H = −L +D − R. Protože AH = A
T
, muśı nutně platit L = RH .

Chceme dokázat, že ϱ((D − RH)−1R) < 1. Bud’te λ vlastńı č́ıslo matice (D − RH)−1R, x⃗ k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Vztah (D−RH)−1Rx⃗ = λx⃗ vynásob́ıme zleva matićı D−RH a dostaneme

Rx⃗ = λ(D −RH)x⃗ = λ(A+R)x⃗ = λAx⃗+ λRx⃗.

Odtud po skalárńım vynásobeńı vektorem x⃗ plyne

(Rx⃗, x⃗) = λ (Ax⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
ozn. p

+λ(Rx⃗, x⃗).

Podle definice 1.16 je p > 0. Položme (Rx⃗, x⃗) = a+ ib, kde a, b ∈ R. Potom

λ =
a+ ib

p+ a+ ib
, |λ|2 =

a2 + b2

(p+ a)2 + b2
.

Dále plat́ı p = (Ax⃗, x⃗) = ((−RH +D−R)x⃗, x⃗) = −(RH x⃗, x⃗) + (Dx⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
ozn. d

−(Rx⃗, x⃗) = = d− (x⃗, Rx⃗)−

(a+ ib) = d− (Rx⃗, x⃗)− (a+ ib) = d− (a− ib)− (a+ ib) = d− 2a.

Máme dokázat, že |λ|2 < 1. Pozitivně definitńı matice má všechny diagonálńı prvky kladné, nebot’

[A]ii = (Ae⃗(i), e⃗(i)) > 0. Odtud plyne d > 0, protože

d = (Dx⃗, x⃗) =

n∑
i=1

aii |xi|2 .

Je tedy (p+ a)2 = p2 + 2pa+ a2 = p(p+ 2a) + a2 = pd+ a2, a tak |λ|2 < 1. □
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Poznámka. Gaussova-Seidelova metoda je stejně časově náročná jako Jacobiho metoda. Pamět’ové
nároky jsou menš́ı: Nově vypoč́ıtanými složkami vektoru x⃗(k+1) můžeme ihned přepisovat složky
p̊uvodńı, takže je nemuśıme ukládat do zvláštńıho pole. Obecně Gaussova-Seidelova metoda nekon-
verguje rychleji než Jacobiho metoda.

1.2.5. Superrelaxačńı metoda (Succesive OverRelaxation method). Výpočet vektoru x⃗(k+1) v Gaus-
sově-Seidelově metodě můžeme chápat jako složený z n d́ılč́ıch krok̊u, přičemž v i-tém kroku se i-tá

složka vektoru x⃗(k) oprav́ı o tolik, aby byla splněna i-tá rovnice soustavy, tj. x
(k+1)
i = x

(k)
i + ∆x

(k)
i ,

kde

∆x
(k)
i =

1

aii
(fi − ai1x

(k+1)
1 − . . .− aii−1x

(k+1)
i−1 − aiix

(k)
i − . . .− ainx

(k)
n ).

Položme si otázku, zda bychom nedostali lepš́ı metodu, kdybychom ke každé složce připoč́ıtávali jen

konstantńı násobek tohoto výrazu, tj. x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω∆x

(k)
i ,

kde ω ∈ R. Potom ∀i ∈ n̂ plat́ı

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

ω

aii
(fi − ai1x

(k+1)
1 − . . .− aii−1x

(k+1)
i−1 − aiix

(k)
i − . . .− ainx

(k)
n ),

aiix
(k+1)
i = aiix

(k)
i + ω(fi − ai1x

(k+1)
1 − . . .− aii−1x

(k+1)
i−1 − aiix

(k)
i − . . .− ainx

(k)
n ),

ωai1x
(k+1)
1 + . . .+ ωaii−1x

(k+1)
i−1 + aiix

(k+1)
i =

= (1− ω)aiix
(k)
i − ωaii+1x

(k)
i+1 − . . .− ωainx

(k)
n + ωfi.

To je ale po složkách rozepsaný vektorový vztah

−ωLx⃗(k+1) +Dx⃗(k+1) = (1− ω)Dx⃗(k) + ωRx⃗(k) + ωf⃗ ,

kde matice L, D a R maj́ı stejný význam jako v předchoźım odstavci. Vynásob́ıme-li tento vztah zleva
matićı (D − ωL)−1, dostaneme

x⃗(k+1) = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωR]︸ ︷︷ ︸
ozn. Lω

x⃗(k) + ω(D − ωL)−1f⃗ ,

odkud po dosazeńı R = D − L−A plyne

x⃗(k+1) = [I − ω(D − ωL)−1A]x⃗(k) + ω(D − ωL)−1f⃗ =

= x⃗(k) + ω(D − ωL)−1(f⃗ −Ax⃗(k)).

Je tedy H = ω(D − ωL)−1. Při ω = 1 přecháźı SOR v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Konvergence. Plat́ı I − HA = I − ω(D − ωL)−1(−L + D − R) =
= I − (D − ωL)−1[D − ωL+ (ω − 1)D − ωR] = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωR] = Lω.
Označme ϱω spektrálńı poloměr matice Lω. Superrelaxačńı metoda konverguje pro libovolnou volbu

x⃗(0) ⇔ ϱω < 1, postačuj́ıćı podmı́nka je ∥Lω∥ < 1.

Poznámka. Je třeba nalézt nejvýhodněǰśı hodnotu parametru ω, potřebujeme tedy nějaké kritérium,
abychom mohli rozhodnout, která ze dvou iteračńıch metod je lepš́ı a která horš́ı.
Za lepš́ı ze dvou metod považujeme tu, jej́ıž matice I −HA má menš́ı spektrálńı poloměr. Důvod je

následuj́ıćı: Necht’ je dána iteračńı metoda
x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + g⃗. Pro přesné řešeńı muśı platit x⃗∗ = Bx⃗∗ + g⃗. Odečteńım těchto dvou vztah̊u
dostaneme

x⃗(k+1) − x⃗∗ = B(x⃗(k) − x⃗∗) = B2(x⃗(k−1) − x⃗∗) = . . . = Bk+1(x⃗(0) − x⃗∗).

Protože plat́ı Bk+1 = T−1Jk+1T , kde J a T jsou př́ıslušné matice z Jordanovy věty, je zřejmé (viz
též d̊ukaz věty 1.8), že Bk konverguje k nulové matici stejně rychle jako (ϱ(B))k → 0.

Definice 1.21. (1) Elementárńı permutačńı matićı Iij ∈ Cn,n nazýváme matici, která vznikne z
jednotkové matice I ∈ Cn,n záměnou i-tého a j-tého řádku (sloupce).

(2) Permutačńı matićı nazveme matici, která je součinem libovolného počtu elementárńıch per-
mutačńıch matic.
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Poznámka. (1) Elementárńı permutačńı matice je symetrická a ortogonálńı:

Iij = ITij = I−1
ij .

Z toho plyne, že každá permutačńı matice je ortogonálńı.
(2) Násobeńı libovolné matice A zleva, resp. zprava matićı Iij odpov́ıdaj́ıćıho rozměru je ekviva-

lentńı prohozeńı i-tého a j-tého řádku, resp. sloupce matice A. Indukćı źıskáme toto tvrzeńı:
Provedeme-li libovolnou permutaci řádk̊u, resp. sloupc̊u matice A, je výsledek ekviva-

lentńı násobeńı matice A zleva, resp. zprava permutačńı matićı odpov́ıdaj́ıćıho rozměru, která
vznikne z I stejnou permutaćı řádk̊u, resp. sloupc̊u.

(3) Předchoźı definice permutačńı matice je sice snadno zapamatovatelná, neńı z ńı však na prvńı
pohled zřejmé, odkud se vzalo pojmenováńı této matice. Uved’me si proto jinou, s předchoźı
zřejmě ekvivalentńı definici:

Permutačńı matićı nazveme takovou matici P = (pij), pro kterou existuje permutace π ∈ Sn

tak, že

pij =

{
1 když π(i) = j,

0 jinak.

Definice 1.22. Čtvercová matice A se nazývá slabě cyklická s indexem 2, existuje-li permutačńı
matice P taková, že matice PAPT je blokového tvaru(

O M1

M2 O

)
, (4)

kde diagonálńı bloky jsou čtvercové matice.

Poznámka. Matice je slabě cyklická s indexem 2, lze-li ji simultánńı (tj. stejnou) permutaćı řádk̊u a
sloupc̊u převést na blokový tvar (4).

Definice 1.23. Bud’ A = −L +D − R. Matice A se nazývá dvoucyklická, je-li matice D−1(L + R)
slabě cyklická s indexem 2. Dvoucyklická matice se nazývá shodně uspořádaná, jestliže vlastńı č́ısla
matice αD−1L+ 1

αD
−1R nezávisej́ı na volbě č́ısla α ̸= 0.

Poznámka. Matice je shodně uspořádaná, jestliže se spektrum (Jacobiho) matice D−1(L+R) nezměńı
po vynásobeńı prvk̊u pod diagonálou č́ıslem α a prvk̊u nad diagonálou č́ıslem α−1.

Věta 1.24. Má-li matice slabě cyklická s indexem 2 vlastńı č́ıslo µ, potom má i vlastńı č́ıslo −µ.

D̊ukaz. Matice slabě cyklická s indexem 2 je podle definice podobná blokové matici (4). Má tedy i
stejný charakteristický polynom∣∣∣∣ λI1 −M1

−M2 λI2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ I1 O
1
λM2 I2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ λI1 −M1

−M2 λI2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λI1 −M1

O − 1
λM2M1 + λI2

∣∣∣∣ =
= λs1−s2 |λ2I2−M2M1|, kde I1 je jednotková matice typu (s1, s1) a I2 jednotková matice typu (s2, s2).
Posledńı výraz má ovšem tu vlastnost, že když je nulován pro λ = µ, je nulován i pro λ = −µ. □

Věta 1.25. Bud’ A dvoucyklická shodně uspořádaná a necht’ ω ̸= 0.

(1) Bud’ λ ̸= 0 vlastńı č́ıslo matice Lω a necht’ č́ıslo µ splňuje rovnici

(λ+ ω − 1)2 = ω2µ2λ. (5)

Potom µ je vlastńı č́ıslo (Jacobiho) matice D−1(L+R).
(2) Bud’ µ vlastńı č́ıslo (Jacobiho) matice D−1(L+R) a necht’ λ splňuje rovnici (5). Potom λ je

vlastńı č́ıslo matice Lω.

Je-li nav́ıc A pozitivně definitńı, potom jsou všechna vlastńı č́ısla µ Jacobiho matice reálná, |µ| < 1
(tj. ϱ(D−1(L+R)) < 1) a SOR konverguje pro libovolnou volbu x⃗(0) ⇔ ω ∈ (0, 2).
Definujme

ω0 =
2

1 +
√
1− µ2

0

,

kde µ0 = ϱ(D−1(L−R)). Pak 1 ≤ ω0 < 2, ϱω je klesaj́ıćı funkćı ω v intervalu (0, ω0⟩ a pro ω ∈ ⟨ω0, 2)
plat́ı ϱω = ω − 1.
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D̊ukaz. (1) Bud’te λ ̸= 0 vlastńı č́ıslo matice Lω, x⃗ k němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Potom plat́ı
(D−ωL)−1[(1−ω)D+ωR]x⃗ = λx⃗. Tuto rovnici vynásob́ıme zleva matićı D−ωL a dostaneme
[(1−ω)D+ωR]x⃗ = λ(D−ωL)x⃗, odkud ω(R+λL)x⃗ = (λ+ω−1)Dx⃗. Tento vztah vynásob́ıme

zleva matićı 1√
λω

D−1, kde
√
λ znač́ı libovolnou komplexńı druhou odmocninu z λ. Potom(

1√
λ
D−1R+

√
λD−1L

)
x⃗ =

λ+ ω − 1√
λω︸ ︷︷ ︸

ozn. µ

x⃗.

Č́ıslo µ je tedy vlastńım č́ıslem matice
√
λD−1L + 1√

λ
D−1R. Protože je matice A shodně

uspořádaná, muśı být µ též vlastńım č́ıslem matice D−1L + D−1R. Tato matice je ovšem
slabě cyklická s indexem 2 (matice A je dvoucyklická), a tak je jej́ım vlastńım č́ıslem i −µ.

(2) Pro λ ̸= 0, ω ̸= 0 se bod 2 dokáže analogicky. Pro λ = 0 připadá podle (5) v úvahu jen ω = 1
a tehdy SOR přecháźı v Gaussovu-Seidelovu metodu, tj. Lω = (D − L)−1R. Máme dokázat,
že (∃x⃗ ̸= o⃗)((D − L)−1R x⃗ = o⃗), tedy že matice (D − L)−1R je singulárńı. Z definice matice
R je zřejmé, že R je singulárńı, a tak muśı být singulárńı i (D − L)−1R.

Položme ω = 1. Potom (5) přejde v λ2 = µ2λ, pro λ ̸= 0 je tedy λ = µ2. Odtud ϱ((D − L)−1R) =
(ϱ(D−1(L + R)))2, takže Gaussova-Seidelova metoda konverguje, právě když konverguje Jacobiho
metoda. Bud’ nyńı A pozitivně difinitńı. Potom Gaussova-Seidelova metoda konverguje při libovolné
volbě x⃗(0). To ovšem— jak jsme právě dokázali — znamená, že pro libovolné x⃗(0) konverguje i Jacobiho
metoda, takže muśı být ϱ(D−1(L+R)) < 1.
Plat́ı

D−1(L+R) = D− 1
2 [D− 1

2 (L+R)D− 1
2 ]D

1
2 ,

tj. matice D−1(L+R) je podobná matici D− 1
2 (L+R)D− 1

2 . Protože je matice A pozitivně definitńı,
muśı být podle definice 1.16 hermitovská. Z definice hermitovské matice je zřejmé, že hermitovská je
potom i matice L+R a t́ım pádem i matice D− 1

2 (L+R)D− 1
2 . Každá hermitovská matice má všechna

vlastńı č́ısla reálná, a tak má všechna vlastńı č́ısla reálná i matice D−1(L+R).
Přepǐsme (5) do tvaru

λ2 + [2(ω − 1)− ω2µ2]λ+ (ω − 1)2 = 0. (6)

Každé vlastńı č́ıslo λ matice Lω je tedy kořenem kvadratické rovnice s reálnými koeficienty. Odtud
ihned vyplývá:

(1) Je-li λ imaginárńı vlastńı č́ıslo Lω, je j́ım i λ a plat́ı λλ = (ω−1)2, takže |λ| =
√
λλ = |ω − 1|.

(2) Je-li λ1 reálné vlastńı č́ıslo Lω, je j́ım i λ2 takové, že λ1λ2 = (ω− 1)2. Bez újmy na obecnosti
potom plat́ı např. λ2 ≤ |ω − 1| ≤ λ1.

Nutnou podmı́nkou pro konvergenci metody při libovolné volbě x⃗(0) je tedy
ω ∈ (0, 2), nebot’ jinak by některé vlastńı č́ıslo matice Lω muselo mı́t absolutńı hodnotu větš́ı
nebo rovnu jedné. Z bodu 1 plyne, že jsou-li všechna vlastńı č́ısla matice Lω imaginárńı, potom
ϱω = |ω − 1|. Z bodu 2 plyne, že má-li matice Lω alespoň jedno vlastńı č́ıslo reálné, potom plat́ı
ϱω = max{|λ| | λ ∈ σ(Lω) ∩ R}. Naš́ım ćılem je vhodně vyjádřit ϱω v tomto druhém př́ıpadě.
Omeźıme se tedy na reálné kořeny rovnice (5) a ω ∈ (0, 2).
Vztah (5) tentokrát přeṕı̌seme takto:

λ+ ω − 1

ω
= ±µ

√
λ.

Tuto rovnici řešme graficky. Jej́ımi reálnými kořeny jsou λ-ové souřadnice pr̊useč́ık̊u př́ımky y =
1
ω (λ + ω − 1) s parabolou y = ±µ

√
λ. Př́ımka procháźı bodem [1, 1], parabola procháźı počátkem a

je t́ım otevřeněǰśı, č́ım je |µ| větš́ı. Pro pevné ω źıskáme ϱω jako větš́ı z λ-ových souřadnic pr̊useč́ık̊u
př́ımky s parabolou při volbě µ0 = ϱ(D−1(L+R)), tj. v př́ıpadě, kdy je parabola nejotevřeněǰśı.
S rostoućım ω se bude ϱω zmenšovat — př́ımka se bude naklánět v záporném smyslu až do chv́ıle,

kdy se stane tečnou paraboly; tehdy položme ω = ω0. Pro ω > ω0 př́ımka s parabolou žádné pr̊useč́ıky
nemá a všechna vlastńı č́ısla matice Lω jsou imaginárńı, tj. plat́ı ϱω = |ω − 1|; ovšem jen do meze
ω = ω1, kdy se př́ımka dotkne paraboly ,,vpravo”od bodu [1, 1]. Potom ale zřejmě ϱω > 1, takže
metoda nemůže konvergovat při každé volbě x⃗(0).
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Nyńı urč́ıme ω0 tak, že polož́ıme diskriminant rovnice (6) roven nule:

4(ω − 1)2 − 4(ω − 1)ω2µ2
0 + ω4µ4

0 − 4(ω − 1)2 = 0, ω2µ2
0 − 4ω + 4 = 0,

ω1, 2 =
4±

√
16− 16µ2

0

2µ2
0

= 2 · 1±
√
1− µ2

0

µ2
0

=
2µ2

0

µ2
0(1∓

√
1− µ2

0)
.

Protože muśı ω0 ∈ (0, 2), dostáváme

ω0 =
2

1 +
√
1− µ2

0

.

□
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