1. ITERACNI METODY RESEN{ SOUSTAV LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

1.1. Uvod.

1.1.1. Pojem limity v linedrni algebre.

Definice 1.1. Rekneme, ze posloupnost vektort {g)yee | gk) = (xgk), ol x%k))

vektoru & = (21, ..., z,)" a piseme Z*) — # nebo limy_,oc *) = Z, plati-li

(Vi € 2)( lim a® =),

T konverguje k

Rekneme, 7e posloupnost matic {A®}2 | typu (m, n), A®) = (agf)), konverguje k matici A = (a;;)
typu (m, n) a piseme A% — A nebo limy_,o, A®) = A, plati-li
L e AV e ) (T (k) _
(Vien)(Vje m)(thH;O a;;’ = agj).

Poznamka. Prestoze tato definice vypada na prvni pohled jinak nez definice limity posloupnosti v
metrickém prostoru z matematické analyzy, jsou obé definice v daném pripadé ekvivalentni, jak za
chvili dokézeme. Nejprve vsak zavedeme nésledujici znaceni norem na C™1!:

|€]|; = max |z;| (maximové norma),
tEN

n
17|y = Z |z;] (soutovd norma),
i=1
n
Z |x,|2 (eukleidovskd norma).

i=1

||5||III =

Véta 1.2. Bud'te {#(®} posloupnost vektori v C™!, Z € C™1.
(1) Je-li Z*) — Z, potom v kazdé normé plati Ha‘:'(k) — i"H — 0.
(2) Plati-li v nékteré norme Hf(k) — :E’H — 0, potom 7®) — Z.

Diikaz. (1) Z definice 1.1 je zfejmé, ze plati
(7 > 7) = (Hf<k> _

I—>O).

Protoze jsou vSechny normy C™! ekvivalentni, plati pro libovolnou normu ||z — || <
K ||#® — ||, — 0.
(2) Z ekvivalence norem C™! a 7 definice maximové normy plyne

(Vi € n) (’xl(-k) - xi‘ < Hf(k) B

< KH@W —fH N o).
0

Definice 1.3. Normou na prostoru ¢tvercovych matic n-tého fddu C™™ nazyvame zobrazeni || || :
C™"™ — R, které spliiuje tyto vlastnosti:

(1) (vAeC™)(|A] = 0) A (Al =0 & A=0),

(2) (VA € C)(vA € C™)([[]AA] = [A[[|A]D,

(3) (VA, Be C™")(||A + B|| < [|A]| + [ BI]),

4) (vA, BeC")([AB] < [[All-|BI)-

Definice 1.4. Norma || ||,, na C™™ se nazyva souhlasnd s normou || ||;; na C™?, jestlize plati

(VA € C™)(vZ € C™1) (| AZlly < [[Ally - 121y)-
Definice 1.5. Normu || ||,, na C™" nazyvdme normou generovanou (pfidruzenou) normou (norme)
| I}, na C™*, jestlize plati

(VA € C"™) (VX € C™1)([|Allyy = max [|AZ]y,).

llZll=1
1



Pozndmka. Norma generovand je normou souhlasnou. Definice generované normy je v souhlase s
definici normy spojitého linearniho zobrazeni z matematické analyzy, pouze zde vystupuje maximum
misto suprema. Je tomu tak proto, ze jde o supremum spojité funkce na kompaktni mnoziné.

Diikaz. (1) Kompaktnost: Mnozina { £ € C™! | ||Z| = 1 } je uzaviend a omezend, nebot je
hranici koule B(d, 1) a hranice kazdé mnoziny je uzaviend. Mnozina v linedrnim prostoru
kone¢éné dimenze je kompaktni, pravé kdyz je omezend a uzaviena.

(2) Spojitost: Zobrazeni ¥ — ||AZ|| je kompozici dvou zobrazeni A : & — AZ a || || : ¥ — ||¥].
Spojitost zobrazeni A byla dokdzana v matematické analyze. Dokdzeme, Ze zobrazen{ || || je
spojité, a to dokonce stejnomérné:

Chceme dokézat, ze

(Ve € RF)(36 € RY)(vE, 7 € C)(|Z — 7 <6 = | 7] - |41l | <e).
Pro kazdé dva vektory #, ¥ € C™! miizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze || Z| > ||7]|.
Plati-li || — ]| < 6, mtizeme tedy psét
2 =171 =121 = 171 = 117 = g+ gl = 191l < 12 = g1l + 71| = 9]l = |7 — 7] <.
Nyni sta¢i polozit 6 = e.

O

1.1.2. Princip iteraénich metod. Je dana soustava AT = j?, kde A je reguldrni. V iteracnich metodach
konstruujeme iteracni posloupnost vektorit {#(¥)}2° . M4-li matice A pifznivé vlastnosti, konver-
guje tato posloupnost k Feseni soustavy #*. Vychozi vektor #(©) této posloupnosti se voli libovolné
(nejvyhodnéjsi ovsem je zvolit za #(© ngjakou aproximaxi Z*). Dalsi ¢leny posloupnosti se vypocitavaji
ze vztahu

f(k+1) _ =(k) + H(kJrl)(in Af(k)), (1)
kde {H (k)},;“;l je vhodné zvolend posloupnost matic. Vektor f — AZ®) nazgvame reziduum. Navic
chceme, aby platilo

(Vk € N)(&* = &* + H®(f — AT)).
Odectenim této rovnice od (1) ziskdme vyraz pro chybu k-té aproximace

) — gt = gk g HW A — 7Dy = (1 — H® A2+ — 7%) =
=T -H®PAI -HF DA+ )= .. =
=(I-H®PAT-H*VA) . (I-HYA)ZO - 7).

ozn. T(k)

Préveé jsme dokézali nasledujici vétu:

Véta 1.6. Iterac¢ni posloupnost {f(k)}?;o konverguje k feseni soustavy AZ = ]? pii libovolné volbé
#© prave tehdy, kdyz plati
lim 7% = 0.

k— o0
Pozndmka. Tteraéni metody se vyznacuji odolnosti vuéi chybam vzniklym zaokrouhlovdnim. Tato
samoopravna schopnost je ddna tim, ze dojde-li v pii vypoctu jistého vektoru #(¥) iteraéni posloupnosti
k chybé, mizeme na tento vektor pohlizet jako na vychozi ¢len #(©) nové iteraéni posloupnosti.

1.1.3. Nestaciondrni metody. Itera¢ni metody se déli na staciondrni, kde je posloupnost matic { H (k) j )
konstantni, a nestaciondrni. Piikladem metody nestaciondrni budiz metoda fizené relaxace (nevyzaduje
se, nasledujici véta vsak bude uzitecnd i déle).

Veéta 1.7. U soustavy linedrnich alebraickych rovnic s reguldrni matici lze rovnice vzdy pierovnat
tak, aby diagonalni prvky byly nenulové.

Diikaz. Plyne z definice determinantu

det A = Z SgN T. Ar(1)1 - - - G (n)n (2)
TESH



a z toho, ze determinant reguldrni matice je ruzny od nuly. Potom totiz musi byt alespon jeden s¢itanec
v (2) nenulovy, tj. (37 € Sp)(ar@1)1 - - - Gr(n)n 7# 0). Proto staci dat na prvni misto m(1)-tou rovnici,
na druhé m(2)-tou atd. O

Predpokladejme, ze matice soustavy AT = f ma na diagonale jednicky. Z definice rezidua je ziejmé,
ze je-li j-ta slozka rezidua nulova, je splnéna j-td4 rovnice soustavy. Ozna¢me i index v absolutni
hodnoté nejvétsi slozky rezidua f — AZ®)_ (Je-li jich vice, je jedno, kterou zvolime.) Chceme, aby
reziduum v nasledujici iteraci f — Az melo i-tou slozku rovnou nule, tj. aby platilo

fi— (aﬂxgkﬂ) + ...+ a“-,lacg]:rl) + mng) + aii+1x§]j_-"l_l) +...+ amxgﬁl)) =0,
a proto klademe
x§k+1) =fi— (ailxgk) +.o..F aiiflxz('li)l + an+1$§i)1 4. FapmzP) =
= xz(-k) +[fi — (aan“) +...+ an‘qﬂcgﬁ)l + :Cl(-k) + aii+1$£—i)1 + ot amalP)],
x§-k+1) = x;k) pro j # i.

Porovnanim prvn{ z téchto dvou rovnic s (1) zjistime, ze prislusnd matice H (++1) m4 v i-tém Fadku
na i-tém misté jednicku a na ostatnich mistech nuly. Z druhé rovnice pak vyplyvé, ze vSechny ostatni
fadky matice H*+1) jsou nulové. Z toho je ziejmé, ze pro k # | budou matice H*), H®) obecné
ruzné.

1.2. Stacionarni metody. Déle se budeme zabyvat pouze staciondrnimi metodami, nebot jsou al-
goritmicky vyhodnéjsi a jejich chovani lze snéze analyzovat.

1.2.1. Konvergence iteraéni posloupnosti. Protoze ve staciondrnich metodédch plati (Vk € N) (H(k) =
H), znamens to, ze (Vk € N)(T'®) = (I — HA)¥) a kritérium konvergence z véty 1.6 piechézi ve tvar
lim (I - HA)* = O.

k— o0

Véta 1.8. Bud A € C™". Potom plati
lim A =0 & o(A) < 1,

k— o0

kde o(A) je spektraln{ polomér matice A.

Diikaz. Podle Jordanovy véty existuje regularni matice C' a blokové diagondlni matice

A
J1
J= ) JZ = 1 )
Js -
1 A
tak, ze A = C~1JC. Odtud AF = C~1J*C, takze AF — O & J* — O. Ziejmeé plati
Jf
JE =
Jk
Na cvi¢eni se matematickou indukci dokazovalo, ze
/\k
E\ k-1 k
1 A A
Jk _ I; )\k72 <]1€) /\kfl )\k 7
k k—p+1 k k—p+2 k k—p+3 k
<p—1))\ p—2 A p—3 A el A
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kde p je rozmér bloku J; a pro i > k klademe (f) = 0. Odtud je ziejmé, ze plati J¥ — 0 < |\ < 1. O
Dusledek 1.9. Iteraéni posloupnost (1) konverguje pii libovolné volbé #(© pravé tehdy, je-li o(I —
HA) < 1.

Véta 1.10. Bud A € C™" a necht alespoii v jedné normé C™" plat{ ||A|| < 1. Potom A* — O.

Diikaz. Ze ttvrté vlastnosti maticové normy vyplyva ||A¥|| < A", O

Duisledek 1.11. Necht v nékteré maticové normé plati ||[[ — HA| < 1. Potom itera¢ni posloupnost
(1) konverguje pii libovolné volbe #(©).

Véta 1.12. Absolutni hodnota kazdého vlastniho ¢éisla matice (spektralni polomér) je nejvyse rovna
jeji libovolné normé.
1.2.2. Metoda postupnych aproximaci. Rovnici A¥ = f prepiseme do tvaru
G=f— A%
a k obéma stranam rovnosti pficteme Z. Vzniklou rovnost oindexujeme takto:
F*HD = 20 (f — Az, (3)
Porovnanim s (1) zjistime, ze pfi metodé postupnych aproximaci je H = I.

Konvergence. Posloupnost (3) konverguje pro kazdou volbu #(?) < o(I—A) < 1, postacujici podminka
je |[I — Al < 1.

Lemma 1.13. Je-li o(B) < 1, potom je matice I — B reguldrni.

Diikaz. Bud o(B) < 1. Na cvi¢eni se dokazovalo, Ze k libovolné ¢tvercové matici B existuji unitdrn{ ma-
tice  a horni trojihelnikové matice R tak, ze B = Qf R Q. Matice B je tedy podobn4, trojihelnikové
matici R, takze diagondlni prvky matice R jsou vlastnimi ¢isly matice B. Podle pfedpokladu jsou
vSechny tyto prvky v absolutni hodnoté mensi nez 1. Z toho vyplyvéa, ze I — R je horni trojihelnikova
matice, jejiz véechny diagondlni prvky jsou nenulové. Protoze ale plati I — B = = Q7Q - QPR Q =
QH (I — R) Q, musi byt matice I — B regularni. O

Pozndmka. Predchozi lemma zjednodusené feceno 1iké, ze matice, ktera ,,se prilis nelisi”’ od jednotkové
matice, je regularni.

Lemma 1.14 (,,geometrickd fada matic”). Bud o(B) < 1. Potom plati
(I-B)'=I+B+B*+...+B"+...,
tj. oznacime-li S,, = I + B+ B2+ ...+ B™, potom S,, —5 (I-B)"L.

Diikaz. Ziejmé plati S,,(I — B) = I — B™+1. Matice I — B je podle predchoz{ lemmy reguldrni, a tak
muZzeme tento vztah zprava vyndsobit matici (I — B)~!. Dostaneme S,, = (I —B)~!—B™+(I-B)~ L.

Zlimicenim ziskdme tvrzeni. O
Véta 1.15. Bud' | || libovolna norma C™! a necht || || znaéf i touto normou generovanou normu C™™.
Je-li ||I — Al < 1, potom plati
Hf(k) — 7| < |- AlF f(O)H + ﬂ
- L= |1 = A
Dikaz. Ozna¢cme B = I — A. Potom podle (3) plati #* = Bzk-1 4+ f =
= BBi*2 + f) + = B%*2 + Bf + f = B2%*2Y + (B + I)f

f
=B334 (B2+ B+1)f=...= B*2© 4 (B¥"' 4+ B2 4 . 4+ B+ I)f.
Pro presné feseni plati Ax* = f, takze

F=Af=(I-B) ' f=I+B+B>+..)f.



7 predchozich dvou vztahu plyne

‘f(k) -

_ Hka(O)_(Bk+Bk+1+Bk+2+.”)JFH <

< ||B*| (Hf@H | I+B+B2+.. | Hﬂ) <

<118 (

70|+ (1l + 181 + |82 + - || 7]) <

<1BI* (|70 + @+ 18I+ 1817 + .0 |7]]) = 1B1°

O

Poznamka. Na kazdou stacionarni itera¢ni metodu lze pohlizet jako na metodu postupnych aproximaci
aplikovanou na soustavu HAZ = H f.

Diikaz. Postupujme stejné jako na zacatku: 0 = Hf— HAZ a odtud
D — 20 4 [(Hf — HAZ) = 2% + H(f — AZ).
O

Pozndmka. V nésledujicich dvou odstavcich budeme symbolem (Z, §) oznacovat standardni skaldrn{
souc¢in na C™!. P¥ipomeiime, Ze pro tento skaldrni soucin plati (%, §) = ¢y 7.

—

1.2.3. Jacobiho metoda (prosté iterace). Jednotlivé rovnice soustavy AZ = f prepiSeme tak, Ze z prvnf
vyjadiime x1, ze druhé xo atd. Ziskané rovnice oindexujeme takto:

(k+1) _ai2,. (k) _aiz.. (k) _ _8in . (k) f1

Ty @ T2 a3 e Tan e Ton
+1) _ _as,. (k) _az .. (k) _ _ a2n 4. (k) 2

T2 - azn ¥ aza T3 T azz Tn + az2
k+1

A = ma®) _man®) _man®) -

To je oviem po slozkéch rozepsany vztah Z*+D) = (I — D=2 A)Z*) 4 D1f, kde
ail
D =
a"Ln

Odtud vyplyva #*+D = #®) 4 D=1(f — AZ), takze H = D™,

Konvergence. Jacobiho metoda konverguje pii kazdé volbé 7?0 < o(I — D71A) < 1, postacujici
podminka je HI — D_lAH < 1. Vezmeme-li maximovou normu, piejde posledni vztah ve

n
max E
S

J=1, j#i

n

<le(Viea)| >

=1, j#i
Matice, pro které plati posledni nerovnost, nazyvame maticemi s pievladajici diagonalou. Jacobiho
metoda tedy konverguje pro vSechny matice s prevladajici diagonélou.

n
<1l]| <& (V’L S ’ﬁ) Z |aij| < |a”|
J=1, j#i

®ij @ij

Qs Q5

Definice 1.16. Hermitovskd, resp. symetrickd matice A se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro
kazdy vektor, resp. kazdy redlny vektor & # & plati (AZ, Z) > 0.

Véta 1.17. (1) Vsechna vlastni ¢isla pozitivné definitni matice jsou kladna.
(2) Ma-li hermitovskd matice vSechna vlastni ¢isla kladnd, potom je pozitivné definitni.

Diikaz. (1) Bud'te A pozitivné definitni matice, A jeji libovolné vlastni &fslo a Z libovolny k nému
prislusejici vlastni vektor. Vztah AZ = A\¥ vyndsobime skaldrné vektorem & a dostaneme
(AZ, &) =\ (&, &) = A > 0.
—— ~——

>0 >0



(2) Bud A hermitovskd matice, jejiz vSechna vlastni &fsla jsou kladna. Na cvicenich se dokazovalo,
ze pro kazdou normélni (a tim spiSe hermitovskou) matici A existuje unitdrn{ matice Q a
diagondlni matice D tak, ze A = Q7D Q. Oznaéfme-li A\, ..., \, vlastni ¢fsla matice A,
potom

A
D=
An

Bud # # 4. Potom (A%, ¥) = #7 A7 = 27 QY D QF. Oznaéme i = QF. Je f # 0, protoze jinak
by byl vektor & netrividlnim feSenim homogenni soustavy s regularni matici, a plati

(AZ, &) = §" Dy =Y Nilul* >0,

i=1

nebot viechny séftance v sumé jsou nezédporné a alespori jeden z nich je jisté kladny.
O

Véta 1.18. Bud A hermitovsks matice s kladnymi diagonalnimi prvky. Potom Jacobiho metoda pro
soustavu AZ = f konverguje pii kazdé volbé #(©) prave tehdy, jsou-li obé matice A, 2D — A pozitivné
definitni.

Diikaz. Dokazeme pouze nutnost podminky. Dukaz opa¢né implikace se provede stejné, ale v opaéném
poradi. Ozna¢me

Va11
P =

ann

Je tedy P? = D. Déle plati I — D7'A = P~1(I — P7*AP~1)P, tedy matice I — D=1 A je podobnd
matici I — P"1AP~!. Tato matice je zfejmé hermitovskd, a ma proto vSechna vlastn{ ¢fsla realna.
Podle piedpokladu je o(I — D71A) < 1, a tak jsou tato é&fsla z intervalu (—1, 1).

Bud' A vlastnf ¢islo matice I — D! A. Potom existuje vektor & # & takovy, ze (I — D™YA)T = \T,
takze D1AZ = (1 — \)Z. Vlastni éfsla matice DA jsou tedy z intervalu (0, 2). Protoze plati
D7 'A =P Y P tAP~!)P, znamen4 to, Ze matice P~ AP~ je pozitivné definitn{.

Bud ¥ # 6. Potom

(Az, ) = #7 Az = 2 PP~ AP~ P& =" P AP 'j= ((P7*AP Yy, 7).

ozn. ¥

Stejné jako v dukaze predchozi véty dostaneme ¢ # 0. Podle definice 1.16 je tedy posledni vyraz
kladny a matice A je pozitivné definitni.

Obdobné postupujeme i pii dukazu pozitivni definitnosti matice 2D — A:

Bud'te opét A vlastni &fslo matice I — D71 A a ¥ pifslusny vlastni vektor. Potom (21 — D71 A)¥ =
(1+2), a tak jsou vSechna vlastn{ éfsla matice 2 — D=1 A z intervalu (0, 2). Protoze platf 21 — D~ 1A
P~1(2I — P7YAP~1)P, znamena to, Ze matice 21 — P~ AP~ je pozitivné definitni.

Bud ¥ # 6. Potom

(2D — A)z, &) =27 (2D — A)i =z PP~*(2D — A)P~! PZ =
ozn. §
=g 2P tP2P~ — P7IAP Y= ((2I — P7'AP V), 7).

Ptitom opét i # 0, takze podle definice 1.16 je posledni vyraz kladny. Matice 2D — A je tedy pozitivné
definitni. O
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1.2.4. Gaussova-Seidelova metoda. V Jacobiho metodé se viechny slozky vektoru Z+1) pocitaji ze
slozek vektoru #(®). Vznikd piirozend otdzka, zda by se (alesponi v nékterych piipadech) nedosdhlo
zlepdeni, kdyby se pii tomto vypoétu pouzily jiz znamé slozky vektoru Z*+1) . Touto tivahou dospéjeme
ke vzorcum

a2 4 ape® 4 fapr,® = f
a21w§k+1) + a22$§k+1) +o+ a1nl'n(k) — 4
anlxgkﬂ) + anzﬁékﬂ) Tt g = fn

Jak tyto vztahy zapsat vektorové? Ponechme si matici D z predchoziho odstavce a navic definujme

0 0o ... —Q1n—1 —Q1n
—a91 0
L = . . A y R =
: : " 0 —Un—1n
—Qp1 —Gpy ... O 0

Potom ziejmé plati A= —L + D — R a (—L + D)Z**+) — R#®) = f. takie
5 = (D - L)"'Rz® + (D —L)"'f.
Do této rovnice dosadime R = D — L — A a dostaneme
FFHD = 20 (D — L)7(f — Az,
odkud porovnanim s (1) plyne H = (D — L)~1.

Konvergence. Plati I—(D—L)"*A = I—-(D—L)"'[(D-L)—R] = (D—L)~!R. Metoda tedy konverguje
pii libovolné volbé #©) < o((D — L)™' R) < 1, postacujici podminkou je H(D — L)_lRH <1.
Tvrzeni 1.19. Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro matice s prevladajici diagonélou.

Véta 1.20. Je-li matice soustavy pozitivné definitni, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pfi
libovolné volbs 7(©).

Diikaz. Bud A pozitivné definitni matice a nechf A = —L + D — R. Podle definice je matice A

hermitovska, takze (~L + D — R) = —L + D — R. Protoze A¥ = ZT, musi nutné platit L = R,

Chceme dokdzat, ze o((D — RT)"'R) < 1. Bud'te A vlastn{ ¢&fslo matice (D — R*)"1R, # k nému

pifslusejici vlastni vektor. Vztah (D — R”)~! R# = A& vyndsobime zleva matici D — R¥ a dostaneme
Ri = A(D — R")# = AM(A+ R)¥ = AAZ + ARZ.

Odtud po skaldrnim vynasobeni vektorem & plyne

(R%, ) = A (AZ, %) +A\(R7, 7).
——

ozn. p
Podle definice 1.16 je p > 0. Polozme (RZ, ¥) = a + ib, kde a, b € R. Potom
_a+ib | |2_ a? + b?
p+a+ib’ (p+a)?+0v2
Dile plati p = (A%, ¥) = (-R¥ + D — R)%, ¥) = —(R %, %) + (D7, ¥) —(RZ, ¥) = = d — (¥, R¥) —
—

ozn. d
(a+1ib)=d— (RZ,Z) — (a+1b) =d — (a —1b) — (a + 1b) = d — 2a.
Maéme dokézat, ze \)\|2 < 1. Pozitivné definitni matice m4 vsechny diagonalni prvky kladné, nebot
[A];; = (A&, &) > 0. Odtud plyne d > 0, protoze

d= (D7 @)=Y ai|nl|’.
=1

Je tedy (p+ a)? = p? + 2pa + a® = p(p + 2a) + a? = pd + a2, a tak |)\|2 <1 O



Pozndmka. Gaussova-Seidelova metoda je stejné éasové ndrotnd jako Jacobiho metoda. Pamétfové
néroky jsou mensi: Nové vypoéitanymi slozkami vektoru #*+1) muzeme ihned piepisovat slozky
puvodni, takze je nemusime ukladat do zvlastniho pole. Obecné Gaussova-Seidelova metoda nekon-
verguje rychleji nez Jacobiho metoda.

1.2.5. Superrelazacni metoda (Succesive OverRelazation method). Vypocet vektoru #**1) v Gaus-
sové-Seidelové metodé muzeme chapat jako slozeny z n dil¢ich kroku, pficemz v i-tém kroku se i-t4

k+1 E k
slozka vektoru Z*) opravi o tolik, aby byla splnéna i-t4 rovnice soustavy, tj. z( ) = Z( ) 4 Axg ),
kde

1
Axgk) =—(fi— allxgkﬂ) e — Qg 1£U£k41_1) - a“:cgk) e — amxg“)).
Qi
Polozme si otazku, zda bychom nedostali lepsi metodu, kdybychom ke kazdé slozce pripocitavali jen
konstantni nasobek tohoto vyrazu, tj. xng) = xgk) + waEk),
kde w € R. Potom Vi € n platl'
a:gkﬂ) k) +— (fz — alla:(lkﬂ) e — aii_lxl(-’i?) - aiixz(-k) — = apmrP),
k k k
a“z( +1) a“z( )—|—o.)(f a1 ch ) _ — Qi 1:05 -|1r1) 5T 5 ) ...—amxglk)),
wa;1 xgkﬂ) + ... Fwaii— 1x(k+1) + aiixEkH) =
=(1- w)aiixgk) - waii+1$§i)1 — = wap ™ wfi.

To je ale po slozkéch rozepsany vektorovy vztah
—wLE* ) 4+ pF*HD = (1 — w)DE® + WwRE® + W f,

kde matice L, D a R maji stejny vyznam jako v pfedchozim odstavci. Vynasobime-li tento vztah zleva
matici (D —wL)™!, dostaneme

FFD = (D —wL) " Y(1 - w)D + wR] #*) + w(D —wL) 1 f,

ozn. L,

odkud po dosazeni R =D — L — A plyne
F*HD = [[ —w(D —wL) ' A)7% + w(D —wL) ' f =

= 7% 4 w(D —wL) " (f — AZ®).
Je tedy H = w(D —wL)™!. Pii w = 1 prechdz{ SOR v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Konvergence. Plati I — HA = I — wDb - wL)™(-L + D - R) =
=I-(D-wL)'D-wL+ (w—-1)D —wR] = (D —wL) (1 —w)D +wR] = L,,.

Oznaéme g, spektralni polomér matice L. Superrelaxaéni metoda konverguje pro libovolnou volbu
70 & o, < 1, postacujici podminka je Lol < 1.

Pozndmka. Je tieba nalézt nejvyhodnéjsi hodnotu parametru w, potfebujeme tedy néjaké kritérium,
abychom mohli rozhodnout, kterd ze dvou iteracnich metod je lepsi a ktera horsi.
Za lepsi ze dvou metod povazujeme tu, jejiz matice I — HA ma mensi spektralni polomér. Duvod je

nasledujici: Necht je déana itera¢ni metoda
#*+D) = Bz 1 7. Pro presné feseni musi platit #* = B#* + §. Odectenim téchto dvou vztahi
dostaneme
fF ) gz = B(#® — 7)) = B2(#FY — %) = ... = BF (& — 7).

Protoze plati B¥*! = T=1J*¥1T kde J a T jsou piislusné matice z Jordanovy véty, je ziejmé (viz
téz diikaz véty 1.8), ze B konverguje k nulové matici stejné rychle jako (o(B))¥ — 0.

Definice 1.21. (1) Elementarni permutacni matici I;; € C"™" nazyvame matici, kterd vznikne z
jednotkové matice I € C™™ zdménou i-tého a j-tého radku (sloupce).
(2) Permutac¢ni matici nazveme matici, kterd je sou¢inem libovolného poc¢tu elementdrnich per-
mutacnich matic.



Pozndmka. (1) Elementdrni permutaéni matice je symetrickd a ortogonalni:
Ly =I5 =1
7 toho plyne, ze kazda permuta¢ni matice je ortogonalni.

(2) Nésobeni libovolné matice A zleva, resp. zprava matici I;; odpovidajictho rozmeéru je ekviva-

lentn{ prohozeni i-tého a j-tého fadku, resp. sloupce matice A. Indukei ziskdme toto tvrzeni:

Provedeme-li libovolnou permutaci Fddku, resp. sloupcu matice A, je vysledek ekviva-
lentni nasobeni matice A zleva, resp. zprava permuta¢ni matici odpovidajiciho rozméru, kterd
vznikne z I stejnou permutaci fadku, resp. sloupcu.

(3) Piedchozi definice permuta¢ni matice je sice snadno zapamatovatelnd, nenf z ni vsak na prvnf
pohled ziejmé, odkud se vzalo pojmenovani této matice. Uved'me si proto jinou, s predchozi
ziejmé ekvivalentni definici:

Permuta¢ni matici nazveme takovou matici P = (p;;), pro kterou existuje permutace = € S,
tak, ze
1 kdyz n(i) = 7,
Pig = 0 jinak.

Definice 1.22. Ctvercovd matice A se nazyva slabé cyklickd s indexem 2, existuje-li permutaéni
matice P takova, ze matice PAPT je blokového tvaru

(0. ) 0

Pozndmka. Matice je slabé cyklickd s indexem 2, lze-1i ji simultdnni (tj. stejnou) permutaci rddku a
sloupct prevést na blokovy tvar (4).

Definice 1.23. Bud A = —L + D — R. Matice A se nazyva dvoucyklick4, je-li matice D~!(L + R)
slabé cyklicka s indexem 2. Dvoucyklickd matice se nazyva shodné uspotadand, jestlize vlastni ¢isla
matice aD™'L 4+ éD‘lR nezaviseji na volbé ¢isla « # 0.

kde diagonalni bloky jsou ¢tvercové matice.

Pozndmka. Matice je shodné usporadana, jestlize se spektrum (Jacobiho) matice D~!(L+ R) nezmén{

po vynasobeni prvkil pod diagonalou &islem a a prvki nad diagonélou éislem a~!.

Véta 1.24. M4-li matice slabé cyklicka s indexem 2 vlastni ¢islo pu, potom mé i vlastni ¢islo —pu.

Diikaz. Matice slabé cyklickd s indexem 2 je podle definice podobnd blokové matici (4). M4 tedy i
stejny charakteristicky polynom

Ay =My | i Of| AL —Mi| _|AL — M, _

—My M| %Mg Li|-My, M| |O —§M2M1 + M|
= \1752|\2[, — My M, |, kde I je jednotkova matice typu (s1, s1) a Io jednotkova matice typu (sz2, s2).
Posledni vyraz ma ovsem tu vlastnost, ze kdyz je nulovan pro A = pu, je nulovan i pro A = —pu. O

Véta 1.25. Bud A dvoucyklicks shodné uspoiddand a necht w # 0.
(1) Bud' X # 0 vlastni ¢islo matice £,, a necht ¢fslo p splituje rovnici
A+ w—1)2 = w2 (5)
Potom p je vlastni éfslo (Jacobiho) matice D=(L + R).
(2) Bud p vlastnf éfslo (Jacobiho) matice D~1(L + R) a necht X spliiuje rovnici (5). Potom \ je
vlastni ¢islo matice L.
Je-li navic A pozitivné definitni, potom jsou vSechna vlastn{ ¢isla p Jacobiho matice redlnd, |u| < 1
(tj. o(D7Y(L + R)) < 1) a SOR konverguje pro libovolnou volbu # < w € (0, 2).
Definujme

2
wp = ———F—,
1+ 1—pd
kde po = o(D7Y(L—R)). Pak 1 < wq < 2, g, je klesajici funkef w v intervalu (0, wo) a pro w € (wo, 2)
plati o, =w — 1.
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Diikaz. (1) Bud'te A # 0 vlastni ¢islo matice L,,, Z k nému pifslusejici vliastni vektor. Potom plati
(D—wL)"Y(1-w)D+wR]ZF = A\Z. Tuto rovnici vyndsobime zleva matic{f D —wL a dostaneme
[(1-—w)D+wR)Z = A(D—wL)Z, odkud w(R+AL)Z = (A+w—1)DZ. Tento vztah vyndsobime
zleva matici ﬁDil, kde v/A znaéi libovolnou komplexni druhou odmocninu z . Potom

1 Atw-—1

—D 'R+ ﬁD1L> =" 7

<\ﬁ Vw
N———

ozn. [

Cislo p je tedy vlastnim ¢islem matice vVAD 'L + %D*IR. Protoze je matice A shodné
uspofddand, musi byt p téz vlastnim éislem matice D'L 4+ D~'R. Tato matice je ovéem
slabé cyklickd s indexem 2 (matice A je dvoucyklickd), a tak je jejim vlastnim ¢éislem i —p.

(2) Pro A # 0, w # 0 se bod 2 dokdze analogicky. Pro A = 0 pfipadd podle (5) v tivahu jen w = 1
a tehdy SOR prechédzi v Gaussovu-Seidelovu metodu, tj. £, = (D — L)~'R. Mame dok4zat,
7e (37 # 0)((D — L) 'R ¥ = §), tedy Ze matice (D — L)~ R je singularni. Z definice matice
R je zfejmé, 7e R je singularni, a tak musi byt singuldrni i (D — L)~ R.

Polozme w = 1. Potom (5) piejde v A2 = p2\, pro A # 0 je tedy A = p2. Odtud o((D — L)"'R) =
(o(D7Y(L + R)))?, takze Gaussova-Seidelova metoda konverguje, pravé kdyz konverguje Jacobiho
metoda. Bud nyni A pozitivné difinitni. Potom Gaussova-Seidelova metoda konverguje pii libovolné
volbé #(©). To ovéem — jak jsme pravé dokazali — znamend, ze pro libovolné #(©) konverguje i Jacobiho
metoda, takze musf byt o(D~(L + R)) < 1.

Plati

D YL+ R)=D"3[D *(L+R)D 2]D?,
tj. matice D~Y(L + R) je podobna matici D=2 (L + R)D~ . Protoze je matice A pozitivné definitni,
musi byt podle definice 1.16 hermitovska. Z definice hermitovské matice je zfejmé, ze hermitovska je
potom i matice L+ R a tim padem i matice D~z (L+ R)D*%. Kazd4 hermitovskd matice m4 vSechna
vlastn{ &fsla redlnd, a tak mé4 vechna vlastn{ éfsla redlnd i matice D=1(L + R).
Piepisme (5) do tvaru
M4 2w —1) =N+ (w—1)2 =0. (6)

Kazdé vlastni ¢islo A matice L, je tedy kofenem kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty. Odtud
ihned vyplyvé:

(1) Je-li A imagindrni vlastn{ &fslo £, je jim i X a plati A\ = (w —1)?, takze |\| = VAN = lw — 1].
(2) Je-li \j realné vlastnf éfslo L, je jim i Ay takové, Ze A\j Ay = (w — 1)2. Bez djmy na obecnosti
potom plati napf. Ao < |w — 1| < Aq.
Nutnou podminkou pro konvergenci metody pii libovolné volbe #©  je  tedy
w € (0,2), nebot jinak by nékteré vlastni ¢fslo matice £, muselo mit absolutn{ hodnotu vétsi
nebo rovnu jedné. Z bodu 1 plyne, Ze jsou-li vSechna vlastni Cisla matice £, imagindrni, potom
0w = |w—1|. Z bodu 2 plyne, ze ma-li matice L, alesponi jedno vlastni ¢islo redlné, potom plati
0w = max{|A| | A € o(L,) N R}. Nasim cilem je vhodné vyjadfit g, v tomto druhém piipadeé.
Omezime se tedy na redlné koteny rovnice (5) a w € (0, 2).
Vztah (5) tentokrat piepiSeme takto:

A -1
L:iﬂﬁ.
w

Tuto rovnici fesme graficky. Jejimi redlnymi kofeny jsou A-ové soutadnice prusec¢ikia piimky y =
%(A + w — 1) s parabolou y = :I:uﬁ. Pifmka prochdz{ bodem [1, 1], parabola prochdzi pocatkem a
je tim otevien&jsi, ¢im je |u| vétsi. Pro pevné w ziskdme g, jako vétsi z A-ovych souradnic pruseciku
pifmky s parabolou pfi volbé pg = o(D~(L + R)), tj. v piipadé, kdy je parabola nejotevien&jsi.

S rostoucim w se bude p,, zmensovat — piimka se bude naklanét v zaporném smyslu az do chvile,
kdy se stane te¢nou paraboly; tehdy polozme w = wy. Pro w > wq pfimka s parabolou zadné pruseciky
nemd a vSechna vlastni ¢isla matice £, jsou imagindrni, tj. plati g, = |w — 1|; ovSem jen do meze
w = wy, kdy se pifimka dotkne paraboly ,,vpravo’od bodu [1, 1]. Potom ale ziejmé o, > 1, takze
metoda nemuze konvergovat pii kazdé volbe #(9).



Nyni uréime wy tak, ze polozime diskriminant rovnice (6) roven nule:
dw—1)2 — 4w — Dw?pd +wtuy — 4w —1)2 =0, w?ud —4w+4=0,
4+ 16—16;%_2 1+ l—ug_ 213

21 1o WA F VI3

Protoze musi wy € (0, 2), dostdvame

wi, 2 =

2
wp= ——+""+.
1+ 1—pd
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