1. HOLOMORFN{ FUNKCE

Definice 1.1. Funkci f: C — C nazveme holomorfni v bodé z, kdyz je diferencovatelnd na
néjakém jeho okoli. Funkce se nazyva holomorfni na mnoziné M, jestlize je holomorfni v kazdém
jejim bodé.

Pozndmka. Funkcee sin, cos, exp jsou holomorfni na C. Mocninné fady jsou holomorfni uvniti kruhu
konvergence.

Véta 1.2. Funkce zobrazujici do R a holomorfni na souvislé mnoziné M C C je na této mnoziné
konstantni.

Diikaz. Pri pouziti zavedeného znaceni muzeme psat fo = 0. Z Cauchyho—Riemannovych podminek
plyne, ze v kazdém bodé plati . f1 = 0 a 9, f1 = 0. Vime, ze funkce f; je diferencovatelna a jeji
derivaci je nulové zobrazeni. Proto je na mnoziné M konstantni. O

V zakladnich vysledcich komplexni analyzy figuruji krivkové integraly komplexnich funkci kom-
plexni proménné. Nez budeme pokracovat, musime tyto integraly definovat. Nejprve se naucime
integrovat redlnou funkci, kterd zobrazuje do C.

Definice 1.3. Bud f: [a,b] — C. Pak definujeme
b b b
/f(t) dt — /Re(f(t))dt + i/Im(f(t))dt,
a a a

pokud oba integraly na pravé strané existuji.

Nyni uz muzeme definovat kiivkovy integrdl. I kdyz by bylo moZné zavést integral z velmi
obecnych funkci, pro nase ucely bude stacit pracovat s funkcemi, které jsou spojité.

Definice 1.4. Bud ¢: [a,b] — C dréha tiidy C!, f: C — C funkce spojitd na (). Pak klademe

/f:/bf(W(t))w’(t)dt,

Jestlize je drdha pouze po Castech hladkd, definujeme integral jako soucet pres vsechny c¢asti, kde je
hladka.
Pozndmka. Existuje-li k f primitivn{ funkce F' na (), tj. Vz € (p) plati f(z) = F'(z), pak
b b
[ r0at= [ sens@ae= [(Fop))at=Fleb) - Fota)
] a a
Integral pres uzavienou krivku by tedy byl nutné nulovy.

Priklad. Spoéitejme hodnotu integralu, ktery hraje v komplexni analyze vyznamnou roli. Necht ¢ je
jakdkoliv kruZnice se stiedem zg probihand v kladném smyslu konstantn{ rychlosti, tj. ¢(t) = rel+zq,

t € [—m,7]. Pak
d I
/ = Lopetdt = oni
zZ— 20 reit

[} -7

Vsimnéme si, ze funkce %, kterou jsme integrovali, ,skoro“ mé primitivni funkci — logaritmus.
Presto integral pfes uzavienou kiivku neni nulovy. Logaritmus je totiz nespojity na pfimce Py.
Dokonce neni tézké ukézat, ze skok mezi hodnotami logaritmu na polorovinach oddélenych P je
roven prave 2mi.

Definice 1.5. Bud ¢ po ¢astech hladkd uzaviend drdha, necht 2o ¢ (). Index bodu zy vzhledem
k ¢ definujeme vztahem
ind 1 / dz
in = — .
v 20 2mi ) z— zg

)
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Index je tedy definovan pro kazdy bod, ktery nelezi na kfivce . Nevinné vyhlizejici integral nas
prekvapi svymi vlastnostmi: Jeho hodnota je vzdy celé ¢islo! Jeho vyznam lze vyjadiit geometricky.
Udava, kolikrat kiivka ¢ obéhla bod 2y v kladném smyslu. D4 se tedy napriklad ukazat, ze plati

intop={2zeC~{p) |ind, 2z #0}, exto={2z€C~ (p)|ind,z =0}

Nez budeme pokracovat dal, pfipomenme definici Jordanovy drahy — viz definice ??7. Nyni, kdyz
uz mame k dispozici definici indexu bodu, jsme schopni definovat kladnou orientaci. Aby ale tato
definice méla néjaky smysl, museli bychom ukazat, ze znamena pravé to, co si pod ni predstavujeme,
tj. prochazeni drahy proti sméru hodinovych rucicek. To délat nebudeme. Stejné tak nebudeme
dokazovat ani korektnost definice, tedy nezavislost na volbé bodu z.

Definice 1.6. Bud ¢ uzaviens Jordanova dréha, nechf z € int ¢. Rikdme, 7e drdha ¢ je orien-
tovana kladné, prdvé kdyz ind, zp > 0.

Nyni pfichazi na fadu extrémné silnd véta, z niz dalsi vysledky v komplexni analyze vyplyvaji
velmi snadno. Tuto vétu ale bohuzel dokazeme pouze za znacné zesilenych predpokladii.

Véta 1.7 (Cauchyho integrilni). Bud ¢ po ¢astech hladké Jordanova draha a f funkce holomorfni
na int ¢ a spojita na int ¢. Pak

fr-o

@

Diikaz. Diikaz provedeme pouze za silnéjstho predpokladu f € C'. Pozdéji sice ukdzeme, Ze tento
predpoklad splituje kazdd holomorfni funkce (ba co vic, kazdd holomorfn{ funkce je dokonce t¥{dy
C*), ale v diukazu pouzijeme pravé Cauchyho integrélni vétu, takZe provedeme diukaz kruhem.
Dokéazat Cauchyho vétu v plném znéni d4 mnohem vic priace a pan tajemnik priznava, ze na to
nema cas.

Piedpokladdme-li tedy f € C! a oznaéime-li ¢ = @1 + ips, pak s uzitim Greenovy véty ziskame:

j{f(z) = /f(‘P(t))LP/(t) dt = /b(f1¢/1 - fzwé)dt‘f'i/b(fwlz‘i'fﬂpll)dt:
/(fh —f2) (1, po)dt + 1 /b(fz,fl)(@u(ﬁz dt = /1’—f2§ dr+i / J2, f1) -
IO (- u

int ¢ int ¢

Véta 1.8 (princip deformace dréhy). Bud'te @1, 9 stejné orientované po ¢astech hladké Jordanovy
drahy. Necht (p1) C intps. Bud ddle f holomorfni na int ps \ int 1 a spojitd na int ps \ int ¢;.

Pak
frefs
©2 ®1

Diikaz. Drahy @1 a @2 se spoji pomoci drah 7, 12 mezi nimi, viz obrazek. (Bylo by potfeba
zduvodnit, pro¢ je vzdy mozné nalézt takové drahy, které ¢, a s neprotnou, ale pouze spoji;
intuitivné je to ale jasné. Argumentovat bychom mohli tfeba tim, Ze (p1) a (p2) jsou kompakty, a
proto existuji body, v nichz je jejich vzdélenost minimalni. Vrana to ale po nds stejné nebude chtit.)

Napred se udéld integral pres levou Cast, potom pres pravou. Oba tyto integraly jsou podle
Cauchyho integralni véty nulové. Jejich soucet je pritom roven rozdilu obou integrali, které nés
zajimaji — kiivky 11, 12 se projdou tam a zpét, takze se jejich prispévky odectou, ¢1 byla integrovana
proti sméru, proto vyjde zaporné. Proto opravdu plati

fr-fr-o -
2 ®1



OBRAZEK 1. Princip deformace drahy

Véta 1.9 (Cauchyho integralni vzorec). Bud ¢ po ¢astech hladkd Jordanova dréha a necht f je
holomorfni na int ¢ a spojita na int ¢. Pak pro kazdé z € int ¢ plati

_indgz [ f(€)
fe =5 e
o]

Diikaz. Nejdrive prevedeme uvedeny integral na integrél z téze funkce pres jednodussi kiivku —
kladné orientovanou kruznici se stfedem v z. Protoze je int ¢ oteviend mnozina, existuje takové
r € RT, Ze ¥ (t) = z + re't splituje (¢) € int . S vyuZitim principu deformace drahy tedy mtiZzeme

psat
/sf( " /5— “25 46+ indy( /f—z

Druhy z integralt prevedeme vytknutim konstanty f(2) na integréal, ktery zndme — dostaneme
tedy f(z)-27i-ind,(z). Véta by proto byla dokédzéna, kdybychom mohli zdivodnit, ze je prvni
z integrali nulovy.
f(&g:g(z) = f'(2)

Integrand spliuje lim¢_, . , 1ze tedy nalézt okoli, na némz je omezen tieba kon-

stantou 2 |f/(2)] = M. BUNO piedpokladejme, ze kruznice ¢ v tomto okolf lezi (v opa¢ném pripadé
bychom pouzili mensi kruznici). Pak plati

[HO=10) ppomy

Jenze integral pres vSechny kruznice leZici uvnit () je stejny. Zmensovanim kruZznice proto mtzeme
ukazat, ze je mensi nez libovolné ¢, a tedy nulovy. (|

Priklad. Pocitejme integral f ;;‘fl dz.

(1) Pfedpokladejme nejprve i, —i € ext p. Pak § = 0, protoze integrujeme holomorfn{ funkei.

@
(2) Nyni zkoumejme piipad i € int ¢, —i € ext . Potom

sin z sin z 1 sin z 1 sin z L.
- )| =7— - — = - = msini,
21 z—1 z+1 27i ) z—1 21 ) z+41i

@ ®

protoze prvni integral vyjadiuje hodnotu sin i pomoci Cauchyho integralniho vzorce a druhy
je nulovy, nebotf integrujeme holomorfni funkci.
(3) Ostatni pripady by slo vyfesit podobné.
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Véta 1.10. Bud funkce f holomorfni na kruhu B(zg, R). Pak pro kazdé z € B plati

f) =Y an(z - )",
n=0

ind,, z fe
fin = “7{@ w4

27i — 20)

kde

©
pro libovolnou Jordanovu drahu ¢ takovou, Ze () C B a 2y € int ¢.

Diikaz. Bud z € B(zo,R). Potom existuje ¢ kladné orientovand drdha takovd, Ze z € intyp a
zéroven spliiujici predpoklady véty (B(zo, R) je oteviend). S vyuzitim znalosti souc¢tu geometrické

fady muzeme psat
RN U S A 115 N SRV SR N (5 (—) B
f(z)_27ri/§—zd£_27ri/§—zolf dé 27Ti/7§§—z0 &E— 2 dg
@ @ ®
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Ovérime korektnost zamény sumy a integralu: plati, ze

) (z2—=20)"
§—20(§—20)"

kde M je kladné konstanta omezujici L&

< Mr™,

(ta existuje, protoZe f je spojité a vzdalenost bodi ¢ od
Z—ZQ
§—20
majorantu, je tedy podle Weierstrassovy véty stejnomérné konvergentni a zdmeéna je korektni. O

2o je nenulovd) a pro r € R plati

<r< 1’, protoze z € int . Rada m4 konvergentni ¢iselnou

Véta 1.11. Za splnéni predpokladi predchozi véty plati:
|
f(n)(zo) = % indg,(Zo)j{

)

J(€
(S ioi”“ 9%

n-tou derivaci holomorfni funkce lze tedy vyjadrit jako krivkovy integral.

Dausledek. Funkce, ktera je na B(zp, R) holomorfni, je na B(zo, R) dokonce tfidy C*°. Také je na
tomto kruhu analyticka — to znamenad, Ze ji lze na okoli kazdého bodu vyjadrit jako sou¢et mocninné
rady.

Chceme-li urcit polomér konvergence mocninné rady, ktera na néjakém kruhu konverguje k funkci,
jiz zname, staci spocitat vzdalenost stfedu od nejblizsiho bodu, ve kterém funkce neni holomorfni.
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