
1. Parametrické integrály

Definujme funkci F : A 7→ R vztahem

F (α) =
∫
M

f(x, α) dx.

Analogie F (α) =
∫
M
f(x, α) dx a F (x) =

∑∞
n=1 fn(x), x ↔ n, α ↔ x.

F (α) =
∞∑
n=1

fn(α) =
∫
M

f(x, α) dx

Věta 1.1 (o spojitosti). Bud’ M ⊂ Rn, (P, ϱ) metrický prostor, A ⊂ P , f : M × A 7→ R a necht’
plat́ı:

(I) Pro skoro všechna x ∈ M

f(x, , ) ∈ C0(A)
(II) (∀α ∈ A)(f( , α) je měřitelná na M),

(III) (∃g ∈ L(M))(pro skoro všechna x ∈ M)(∀α ∈ A)(|f(x, α)| ≤ g(x)).
Potom

F (α) =
∫
M

f(x, α) ∈ C0(A).

D̊ukaz. Bud’ jde o izolované body (které jsou body spojitosti z definice), nebo plat́ı následuj́ıćı věta
o limitě, což dokazuje spojitost. □

Věta 1.2 (o limitě). Bud’ M ⊂ Rn, (P, ϱ) metrický prostor, A ⊂ P , α0 ∈ A′, f : M × A 7→ R a
necht’ plat́ı:

(I) Pro skoro všechna x ∈ M
lim
α→α0
α∈A

f(x, α) = φ(x),

(II) (∀α ∈ A∖ {α0})(f( , α) je měřitelná na M),
(III) (∃g ∈ L(M))(pro skoro všechna x ∈ M)(∀α ∈ A∖ α0)(|f(x, α)| ≤ g(x)).

Potom
(i) φ ∈ L(M),
(ii) ∫

M

φ = lim
α→α0
α∈A

∫
M

f(x, α).

D̊ukaz. Heineova věta: limαn = α0, αn ∈ A ∖ {α0}, φn(x) = f(x, αn) → φ(x). φn(x) je měřitelná
na M , z Lebesgueovy věty plyne, že φ ∈ L(M). Pro libovolnou posloupnost αn plat́ı∫

M

φ = lim
n→∞

∫
M

f(x, αn) dx = lim
α→α0
α∈A

∫
M

f(x, α).

□

Věta 1.3 (o derivaci). Bud’ M měřitelná množina, M ⊂ Rn a necht’ I = I◦ ⊂ R. Necht’ f : M×I 7→
R je reálná funkce a plat́ı:

(I) Existuje α0 ∈ I takové, že f( , α0) ∈ L(M),
(II) pro každé α ∈ I plat́ı, že f( , α) je měřitelná na M ,

(III) je-li N ⊂ M , µ(N) = 0, pak f(x, ) je diferencovatelná na I pro každé x ∈ M ∖N ,
(IV) existuje g ∈ L(M) tak, že

(∀x ∈ M ∖N)(∀α ∈ I)
(∣∣∣∣∂f(x, α)

∂α

∣∣∣∣ ≤ g(x)
)
.

Potom
1
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(i) f( , α) ∈ L(M) pro každé α ∈ I,
(ii) ∂

∂αf( , α) ∈ L(M) pro každé α ∈ I,
(iii) a plat́ı

d
dα

∫
M

f(x, α) dx =
∫
M

∂

∂α
f(x, α) dx.

D̊ukaz. (1) Bud’ x ∈ M ∖N , pak

f(x, α) − f(x, α0) = ∂f

∂α
(x, ξ) |α− α0| ,

takže
|f(x, α)| ≤ |f(x, α0)|︸ ︷︷ ︸

∈L(M)

+ g(x)(α− α0)︸ ︷︷ ︸
∈L(M)

,

kde α je pevné.
(2) Pro α ∈ I

F (α+ h) − F (α)
h

=
∫
M

f(x, α+ h) − f(x, α)
h︸ ︷︷ ︸

ψ(x,h)

dx.

Použijeme minulou větu, A = {h | α+ h ∈ I}, 0 ∈ A′. Limita

lim
h→0
h∈A

∫
M

ψ(x, h)

existuje a je záměnná, nebot’ pro x ∈ M ∖N plat́ı |ψ(x, h)| =
∣∣∣∂f(x,ξxα)

∂α

∣∣∣ ≤ g(x).
□

Poznámka. Co kdyby meze závisely na α?

F (α) =
b(α)∫
a(α)

f(x, α)

f, ∂f∂α ∈ C0(I1, I2), a(α), b(α) ∈ C1(I2), (a(I1), b(I2)) ⊂ I1,

d
dα

 b(α)∫
a(α)

f(x, α)

 = d
dα

 a(α0)∫
a(α)

+
b(α0)∫
a(α0)

+
b(α)∫

b(α0)

 =

= f(b(α), α)b′(α) − f(a(α), α)a′(α) +
b(α)∫
a(α)

∂f(x, α)
∂α

dx.

Pomůcka pro zapamatováńı:
b(α)∫
a(α)

f(x, α) = F (a(α), b(α), α),

∂f
∂α podle derivace složené funkce.

Věta 1.4 (o integraci). Bud’ M ⊂ Rn měřitelná, N ⊂ Rm měřitelná a f : M × N 7→ R měřitelná
funkce. Necht’ alespoň jeden z integrál̊u∫

M

∫
N

|f(x, y)| dy

dx
∫
N

∫
M

|f(x, y)| dx

 dy
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konverguje. Pak ∫
M

∫
N

f(x, y) dy

 dx =
∫
N

∫
M

f(x, y) dx

dy.

D̊ukaz. f ∈ M ⇒ |f | ∈ Λ. Z Fubiniho je pak též |f | ∈ L, což je majoranta f a zbytek plyne z
Fubiniho. □

Poznámka. Předcházej́ıćı věta představuje zobecněńı Fubiniovy věty. Povšimněte si, že v
předpokladech nemuśı platit f ∈ Λ, stač́ı pouze měřitelnost.
Definice 1.5. Bud’ p, q > 0. Potom Euler̊uv integrál druhého druhu je integrál ve tvaru

+∞∫
0

xp−1e−x dx

a Euler̊uv integrál prvńıho druhu je integrál ve tvaru
1∫

0

xp−1(1 − x)q−1 dx.

Funkce gama je Euler̊uv integrál druhého druhu jako funkce p, tj.

Γ(p) =
+∞∫
0

xp−1e−x dx.

Funkce beta je Euler̊uv integrál prvńıho druhu jako funkce p, q, tj.

B(p, q) =
1∫

0

xp−1(1 − x)q−1 dx.

Poznámka. (1) Dř́ıve se tyto funkce zaváděly jako elementárńı. S nástupem výpočetńı techniky
a softwaru to již neńı třeba.

(2) Podmı́nka p, q > 0 je proto, aby integrály konvergovaly. Zaj́ımavé je, že na konvergenci je
třeba zobecněný Riemann̊uv integrál, ale Lebesge̊uv integrál pouze obyčejný.

Věta 1.6. Funkce beta je symetrická ve svých argumentech, tj. B(p, q) = B(q, p).

D̊ukaz.

B(p, q) =
+∞∫
0

tp−1

(1 + t)p+q =
1∫

0

+
+∞∫
1

=
1∫

0

tp−1 + tq−1

(1 + t)p+q .

V 1. kroku se použila substituce x = t/(t+ 1), ve 2. kroku na druhý integrál x = 1/t. □

Věta 1.7.
B(p, 1 − p) = π

sin pπ .

pro p ∈ (0, 1)

D̊ukaz.

B(p, 1 − p) =
1∫

0

xp−1

1 + x
+

1∫
0

x(1−p)−1

1 + x
=

1∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)nxp+n−1 +
∞∑
n=0

(−1)nxn−p

)
dx =

=
∞∑
n=0

(−1)n 1
p+ n

+
∞∑
n=0

(−1)n 1
n− p+ 1 =

∞∑
n=0

(−1)n 1
p+ n

+
∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n− p

=

=
[

1
πp

+
∞∑
n=1

(−1)n
(

1
πp+ πn

+ 1
πp− πn

)]
π = π

sin pπ .
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Korektnost postupu: Na záměnu nemůžu použ́ıt Leviovu větu kv̊uli (−1)n. Pro x ∈ (0, 1) plat́ı
1∫

0

∞∑
n=0

(−1)nxα−1+n =
1∫

0

lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)kxα−1+k =
1∫

0

lim xα−1 1 − (−x)n+1

1 + x
,

pro α ∈ (0, 1) je xα−1 integrabilńı majorantou, takže integrál konverguje a podle Lebesgueovy věty
lze zaměnit. □

Věta 1.8.

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) .

D̊ukaz.

Γ(β) =
+∞∫
0

xβ−1e−x dx = αβ
+∞∫
0

tβ−1e−αt dt.

Polož́ım β = p+ q, α = 1 + y. Pak

Γ(p+ q) = (1 + y)p+q
+∞∫
0

tp+q−1e−(1+y)t dt

vynásob́ı se to · yp−1

(1+y)p+q a zintegruje přes y od 0 do ∞

B(p, q)Γ(p+ q) =
+∞∫
0

(
yp−1

+∞∫
0

tp+q−1e−(1+y)t dt
)

dy

︸ ︷︷ ︸
integrál konverguje a je ≥ 0, lze zaměnit

=
+∞∫
0

(
tp+q−1e−t

+∞∫
0

yp−1e−yt dy

︸ ︷︷ ︸
1

tp Γ(p)

)
dt =

= Γ(q)Γ(p),

za použit́ı vzorce Γ(β). □

Poznámka.
B(p, 1 − p) = π

sin pπ = Γ(p)Γ(1 − p).

Po rozš́ı̌reńı pro záporná p (viz poznámky za daľśı větou) plat́ı vzorec pro p ∈ R − Z

Věta 1.9. Bud’ p > 0. Pak Γ(p+ 1) = pΓ(p).

D̊ukaz.

Γ(p) =
+∞∫
0

xp−1e−x =
[
xp

p
e−x

]+∞

0
+ 1
p

+∞∫
0

xpe−x = 1
p

Γ(p+ 1).

□

Poznámka. (1) Předchoźı věta má obecněǰśı platnost, plat́ı pro p ∈ C.
(2) Γ(1) = 1, pomoćı předchoźı věty pak Γ(n+ 1) = n! pro n ∈ N,
(3) Γ(1/2) =

√
π,

(4) Γ(p+ n) = (p+ n− 1) · · · pΓ(p),
(5) Γ je definovaná na (0,+∞). Lze prodloužit i na záporná p indukćı

Γ(p) = Γ(p+ 1)
p

pro p ∈ (−1, 0) a takto to natáhnu na (−n+ 1, n).
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(6) Použit́ım vztahu
lnα = lim

n→∞
n( n

√
α− 1)

dostaneme

Γ(p+ 1) =
+∞∫
0

xpe−xdx =
1∫

0

(
ln 1
t

)p
dt =

1∫
0

lim
n→∞

np
(

1 − t
1
n

)p
dt = lim

n→∞
np

1∫
0

τn−1(1 − τ)p dτ =

= lim
n→∞

np+1B(n, p+ 1) = lim
n→∞

np+1(n− 1)! pΓ(p)
(p+ 1) · · · pΓ(p) = lim

n→∞

np n!∏n
k=0(p+ k)

.

Takto lze definovat Γ i pro C, ale problémy jsou s Z−.
(7) Funkce Γ je tř́ıdy C∞, nebot’ integrál

Γ(k)(p) =
+∞∫
0

xp−1e−x lnk xdx

existuje — má integrabilńı majorantu (pro každé p existuje okoĺı (p1, p2), na němž majoranta
existuje):

1∫
0

xp−1e−x lnk x︸ ︷︷ ︸
≤xp1−1e−x|ln x|k+1

dx+
+∞∫
1

xp−1e−x lnk+1 x︸ ︷︷ ︸
≤xp2−1e−x lnk x

dx.

Γ′′(p) =
+∞∫
0

xp−1e−x ln2 x dx > 0,

takže Γ je konvexńı. Γ(1) = Γ(2) = 1, z Rolleovy věty existuje p0 ∈ (1, 2) takové, že
Γ′(p0) = 0. Funkce Γ′ je rostoućı, takže Γ′(p) > 0, právě když p > p0, tedy Γ roste konvexně
od p0. Z Heineovy věty a spojitosti vyplývá

lim
p→∞

Γ(p) = +∞, Γ(p) = Γ(p+ 1)
p

⇒ lim
p→0

Γ(p) = +∞.
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Obrázek 1. Pr̊uběh funkce gama
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Věta 1.10 (Legendr̊uv vzorec).

Γ(p)Γ(p+ 1
2) =

√
π

22p−1 Γ(2p).

pro p ≥ 0

D̊ukaz. Po úpravě a substituci 1
2 − x = 1

2
√
t dostaneme

B(p, p) =
1∫

0

xp−1(1 − x)p−1 =
1∫

0

(x− x2)p−1 =
1∫

0

[
1
4 −

(
1
2 − x

)2
]p−1

=

=

1
2∫

0

+
1∫

1
2

= 2

1
2∫

0

[
1
4 −

(
1
2 − x

)2
]p−1

= 2
1∫

0

1
22p t

− 1
2 (1 − t)p−1 dt =

= 1
22p−1 B

(
1
2 , p
)

= 1
22p−1

Γ( 1
2 )Γ(p)

Γ(p+ 1
2 )

= Γ2(p)
Γ(2p) .

□

Věta 1.11 (Stirlingova formule).

Γ(p) =
√

2π pp− 1
2 e−p(1 + r(p)), kde |r(p)| ≤

(
e

1
12p − 1

)
.

D̊ukaz.
Γ(n+ 1) = n! =

√
2π(n+ 1)n+ 1

2 e−n−1(1 + r(n+ 1)) ≈
√

2π nn+ 1
2 e−n,

tedy
n!

nne−n ≈
(

1√
2πn

)−1
.

□

Poznámka. Funkci Γ lze jednoznačně definovat takto: F ∈ C1 na (0,+∞), F (p+ 1) = pF (p),

F (p)F (1 − p) = π

sin pπ , F (p)F
(
p+ 1

2

)
=

√
π

22p+1F (2p).
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