1. PARAMETRICKE INTEGRALY

Definujme funkci F': A — R vztahem

F(a) = /f(m,a) dz.
M
Analogie F(a) = [,, f(z,a)dz a F(z) =37 fa(z), © > n, a < .
Fla) =Y fula) = /f(x,a) dz
n=1 M

Véta 1.1 (o spojitosti). Bud M C R", (P, o) metricky prostor, A C P, f : M x A — R a necht
plati:
(I) Pro skoro vSechna x € M
fla, ) ec(4)
(I1) (Vo € A)(f(, @) je méfitelnd na M),
(III) (3¢ € L(M))(pro skoro vSechna = € M)(Va € A)(|f(z, )] < g(x)).

Potom

F(a) :/f(x,a) cC(A).
M

Diikaz. Bud jde o izolované body (které jsou body spojitosti z definice), nebo plati nasledujici véta
o limité, coz dokazuje spojitost. O

Véta 1.2 (o limité). Bud M C R", (P, ¢) metricky prostor, A C P,ag € A, f: M x A— R a
necht plati:
(I) Pro skoro vSechna x € M
lim f(r,0) = p(),
acA
(I1) (Vo€ A~ A{ao})(f(, @) je méfitelnd na M),
(III) (3g € L(M))(pro skoro vSechna x € M)(Va € A~ ao)(|f(z,a)| < g(x)).

Potom

(i) ¢ € L(M),
(i)

Diikaz. Heineova véta: lim o, = a, o, € AN {aw}, on() = f(z, ) = @©(z). n(x) je méfitelna
na M, z Lebesgueovy véty plyne, ze ¢ € L(M). Pro libovolnou posloupnost «,, plati
/sa = lim [ f(z,0n)de = algrgo/f(w,a)-
acA M

M M
O

Véta 1.3 (o derivaci). Bud M méfitelnd mnozina, M C R™ a nechf Z = Z° C R. Necht f: M xZ
R je realnd funkce a plati:
(I) Existuje ag € Z takové, ze f( ,a0) € L(M),
(IT) pro kazdé o € T plati, ze f( , ) je méfitelnd na M,
(IIT) je-li N € M, u(N) =0, pak f(z, ) je diferencovatelnd na Z pro kazdé x € M . N,
(IV) existuje g € L(M) tak, ze
Oz 0)| g($>> :

(Ve e M~ N)NVaeI) (’804

Potom



(i) f(,a) € L(M) pro kazdé « € Z,
(i) 2 f(,a) € L(M) pro kazdé a € T,

(iii) a plati
%/f(%a)dx:/a%f(x,a)dx
M M

Diikaz. (1) Bud = € M ~ N, pak

0
F(,0) = f(,00) = 5 (2,€) | — a
takze
70| < (7, a0)| +9(2) (0 — o),
—_—— — ——

eL(M) eL(M)
kde « je pevné.
(2) Proae?
Fla+ h / flz,a+ h — f(z,a) de
Pp(x,h)

PouZijeme minulou vétu, A ={h | a + h € Z}, 0 € A’. Limita

}LEAM
existuje a je zdménna, nebot pro z € M ~ N plati |[¢(x, h)| = ‘W < g(x).
O
Pozndmka. Co kdyby meze zavisely na a?
b(a)
o) = [ fwa)
a(a)
f, 2f S CO(Il,IQ), a(a),b(a) € Cl(IQ), (G(Il),b(IQ)) C Il,
b(a) a(ao)  blao)  b(a)
| Jreo)=al [ )] -
a(a) a(a)  a(ao)  blao)
b(a)a
= F0e). ) (@) — fla(a). a)a’(e) + [ LD g

Pomtcka pro zapamatovani:
b(a)

/ f(z,0) = Fla(a), b(a), a),
a(a)

% podle derivace slozené funkce.

Véta 1.4 (o integraci). Bud M C R™ méfitelnd, N C R™ méfitelnd a f : M x N — R méfitelnd
funkce. Nechf alespori jeden z integralil

[ Jir@uia)a [ [ireyla)a
M

M N N



konverguje. Pak

N[!f(w)dy do— | /fxydx dy.

N

Dikaz. f € M = |f| € A. Z Fubiniho je pak téz |f| € L, coZ je majoranta f a zbytek plyne z
Fubiniho. O

Pozndmka. Predchézejici véta predstavuje zobecnéni Fubiniovy véty. PovsSimnéte si, ze v
predpokladech nemusi platit f € A, sta¢i pouze méritelnost.

Definice 1.5. Bud p, ¢ > 0. Potom Euleriiv integral druhého druhu je integril ve tvaru
+oo
/ 2P lem " dx
0

a Eulerdv integral prvniho druhu je integral ve tvaru
1

/xp71(1 — )7 da.

0

Funkce gama je Eulertiv integral druhého druhu jako funkce p, tj.
400
I'(p) = /xp_le_”” dz.
0
Funkce beta je Euleruv integral prvniho druhu jako funkce p, g, tj.
1

Blp.g) = [« '(1 )" do.
0

Poznamka. (1) Dfive se tyto funkce zavadély jako elementdrni. S ndstupem vypocetni techniky
a softwaru to jiz neni tfeba.
(2) Podminka p,q > 0 je proto, aby integraly konvergovaly. Zajimavé je, Ze na konvergenci je
tfeba zobecnény Riemanntv integrél, ale Lebesgetiv integral pouze obycejny.

Véta 1.6. Funkce beta je symetrickd ve svych argumentech, tj. B(p, ¢) = B(q, p).
Dikaz.

—+00 1
P14 pa—l
B(p,q)f/ 1_|_tp+q / / / 1+t)pta”
V 1. kroku se pouzila substituce z =t/(t + 1), ve 2. kroku na druhy integral x = 1/t. t
Véta 1.7. -
B(p,1-p)= —.
sin pmr
pro p € (0,1)
Diikaz.
gl Fp-p)—1 P s
v LA
B(p,1 —p) = = —1)mgptn=t —1)"z" P | dx =
vi-n- [T+ [ /(me IS )az
0 0 0 n=0 n=0
oo 1 o0 oo oo
nz::o( )p—i—n ;( )n p—|—1 2:;) p+n Z n—p

1 ad 1 1 7
- —-1)" =
7rp+z( ) (wp+7rn+7rp—7m ] sinpm’




4

Korektnost postupu: Na zdménu nemuzu pouzit Leviovu vétu kvili (—=1)". Pro = € (0,1) plati

1 1 1
o) n ‘ 1—(— n+1
/ § :(_l)nxa—1+n — nlgl;o E_:(—l)k$a_1+k — /hm CCa_l 1(+$U1): 7

o n=0 0 k=0 0

pro a € (0,1) je z®~! integrabilni majorantou, takZe integrdl konverguje a podle Lebesgueovy véty

Ize zaménit. U
Véta 1.8.
I'(p)I'(q)
B(p,q) =
(#.9) L(p+q)
Dikaz.
+oo —+o0
g = /xﬂ_le_c” dz = o / th=temot dt.
0 0

Polozim f =p+q, « =1+ y. Pak
+oo
T'lp+q) =0+ y)p+q / ptra—1,—(+y)t 34
0

vynésobi se to % a zintegruje pres y od 0 do oo

400 +00 +00 +00

B(p,q)T(p+q) = / (yp_l / tpra—1e—(+y)t dt) dy = / (tp+q—1e_t / yPle Yt dy) dt =
0 0 0 0
integral konverguje a je > 0, lze zaménit W
=T(q)T'(p),
za pouziti vzorce T'(5). O
Pozndmka.
B(p1-p) = 5 =TI -p)

Po rozsifeni pro zadporna p (viz poznamky za dalsi vétou) plati vzorec prop € R — Z

Véta 1.9. Bud p > 0. Pak T'(p + 1) = pI'(p).

Diikaz.
+00 oo
-1 —= z? —x e 1 —x 1
T'(p) = P e = | —e + - aPe”™ = -T'(p+1).
p 0 p p
0 0
O
Pozndamka. (1) Predchozi véta ma obecnéjsi platnost, plati pro p € C.

(2) T'(1) = 1, pomoci predchozi véty pak I'(n + 1) = n! pron € N,
(3) [(1/2) = V7,
(4) L(p+n)=(p+n—1)--pL(p),
(5) T je definovana na (0,+00). Lze prodlouzit i na zdporna p indukef
F(p+1)
p
pro p € (—1,0) a takto to natdhnu na (—n + 1,n).

I'(p) =



(6)

Pouzitim vztahu
Ina= lim n({a—1)

n—oo
dostaneme
“+oc0 1 1 1
— 1 P . 1\P . —1
I‘(p—i—l):/:z:pe xdx:/ In— dt:/hm np(l—tn) dt = lim np/T" (1-7)Pdr =
t n— oo n—o0o
0 0 0 0
PHl(p — ) pIl Pnl
= lim n?™'B(n,p+1) = lim " (n— 1)!pL(p) = lim nnfn
n—o00 n—oo (p —+ 1) .. pI‘(p) n—o00 Hk:O(p —+ kj)

Takto 1ze definovat T' i pro C, ale problémy jsou s Z_.
Funkce I je tiidy C*°, nebot integral

+

oo

r® (p) = 2P e In* rda

—~

existuje — m4 integrabilni majorantu (pro kazdé p existuje okoli (p1, p2), na némz majoranta

existuje):
1 “+o00
/ P leInfr  dx+ / 2P le It g da.
—— —
0 <ari—le—z|lng|kt? 1 <zpP2—le-zInk g
—+o0

(p) = / 2P le % In® zdx > 0,
0
takze T' je konvexni. I'(1) = I'(2) = 1, z Rolleovy véty existuje pg € (1,2) takové, Ze
I (po) = 0. Funkce I je rostouci, takze I (p) > 0, pravé kdyZ p > po, tedy I roste konvexné
od pg. Z Heineovy véty a spojitosti vyplyva
'(p+1)

= lim I'(p) = +o0.
p—0

lim I'(p) = 400, T(p) =
p—o0
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OBRAZEK 1. Priubéh funkce gama




Véta 1.10 (Legendruv vzorec).

1 VT
P@IT(p+5) = 55, T(2p).
prop >0

Diikaz. Po upravé a substituci % —r = %\/f dostaneme
1

B(pvp)/azpl(la:)Pl/1(x$2)171/1 [i <;x>2r_l
0 0
ool T e

R (1 ) 1 TGTE) _I*(p)

“om 1 Bla?

Véta 1.11 (Stirlingova formule).
T(p) = V2rp"~2e P(1 +r(p)), kde|r(p)| < (eﬁ - 1) )

Diikaz.
T(n+1)=nl=V2r(n+1)" 3™ Y 1+r(n+1) ~ V2rn"Tie ",
tedy

n! 1 -1
()

Pozndmka. Funkci T lze jednozna¢né definovat takto: F' € C! na (0, +00), F(p + 1) = pF(p),

F(p)F(1—p) = Sinwpﬂ, F(p)F (p+ ;) 23411’(213)‘
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