
1. Měřitelné množiny

Definice 1.1. Bud’ M ⊂ X. Položme

χM (x) =
{

1 x ∈ M

0 x ∈ X ∖ M

χH nazveme charakteristickou funkćı množiny M .
Definice 1.2. Bud’ M ⊂ X, χM (x). Pak M je měřitelná, právě když χM je měřitelná.
Poznámka. χM ∈ M, právě když χM ∈ Λ (χ je nezáporná).
Definice 1.3. Bud’ M měřitelná množina, pak mı́ru množiny M definujeme µ(M) = IχM .
Poznámka. (1) µ(Z) = 0 ⇔ Z je nulové mı́ry ⇔ χZ ∼ 0 ⇔ χZ je nulová skoro všude, nenulová

na množině nulové mı́ry ⇔ Z je množina nenulových bod̊u.
(2) Pomoćı axiomu výberu lze zkonstruovat neměřitelnou množinu a tedy i neměřitelnou funkci.

(Vrána skripta str. 59)
Věta 1.4. Bud’ {Mk}n,∞

k=1 nějaký spočetný systém měřitelných množin. Pak plat́ı:
(i) M =

⋃
k Mk je měřitelná,

(ii) N =
⋂

k Mk je měřitelná,
(iii) M1 ∖ M2 je měřitelná.

D̊ukaz.
χM (x) = sup

k
χMk

(x),

χN (x) = inf
k

χMk
(x),

kde sup a inf jsou měřitelné funkce podle definice měřitelnosti množiny a z věty ??
χM1∖M2 = χM1 ∖ χM1∩M2 ,

protože
χM1∖M2(x) = max(χM1 − χM2 , 0)(x).

□

Poznámka. (1) V Rn jsou prvky topologie (tj. otevřené množiny) měřitelné.

D̊ukaz. Bud’ A = A◦. Vı́me, že I ∈ M. Ke každému bodu ∈ A najdu interval Ir s ra-
cionálńım středem a délkou hrany. Intervaly tvoř́ı spočetný systém, takže podle předchoźı
věty je A měřitelná. Kompaktńı interval je měřitelný a A =

⋃
I. □

(2) Uzavřené množiny jsou též měřitelné.

D̊ukaz. Bud’ A = A, pak A = Rn ∖ B, kde B = B◦, takže podle předchoźı věty je A
měřitelná. □

(3) Množiny typu Gδ (spočetný pr̊unik otevřených množin) a Fσ (spočetné sjednoceńı
uzavřených množin) jsou měřitelné. Dı́ky tomu jsou měřitelné i polouzavřené intervaly.

Věta 1.5. Bud’ {Mk}n,∞
k=1 systém měřitelných množin, M =

⋃
k Mk a necht’ Mj ∩ Mi = ∅ pro

navzájem r̊uzná i, j. Pak

µ(M) = µ

(⋃
k

Mk

)
=

n,∞∑
i=1

µ(Mi).

D̊ukaz. Dı́ky disjunktnosti Mk plat́ı
χM =

∑
k

χMk
.

(1) konečný př́ıpad: aditivita integrálu

Iχ =
n∑

i=1
IχMi .
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(2) spočetný př́ıpad: Leviova věta

Iχ =
∞∑

i=1
IχMi

.

□

Poznámka. Lebesgueova mı́ra je σ-aditivńı (spočetně aditivńı).
Věta 1.6. Bud’ {Mk}∞

k=1 systém měřitelných množin, bud’te

M =
∞⋃

k=1
Mk, N =

∞⋂
k=1

Mk.

Pak plat́ı:
(i) Je-li Mk ⊂ Mk+1, pak µ(M) = limk→∞ µ(Mk).
(ii) Je-li Mk+1 ⊂ Mk a ∃n ∈ N, že µ(Mn) < +∞, pak µ(N) = limk→∞ µ(Mk).

D̊ukaz. (i)
χM = sup

k∈N
χMk

= lim
m→∞

max
1≤k≤m

χMk
= lim

k→∞
χMk

χMk
↗ χM , IχM1 ≥ 0 > −∞

Z rozš́ı̌reńı Leviovy věty plyne
µ(M) = IχM = lim

k→∞
IχMk

(ii)
χM = inf

k∈N
χMk

= lim
m→∞

min
1≤k≤m

χMk
= lim

k→∞
χMk

χMk
↘ χM , IχM1 < +∞

µ(N) = IχN = lim
k→∞

IχMk

□

Př́ıklad. (−∞, −n) ∪ (n, +∞) = An, µ(An) = +∞,
⋂∞

k=1 Ak = ∅; bez podmı́nky µ(Mi) ≤ +∞ to
nejde.
Věta 1.7. Bud’ {Mk}n,∞

k=1 nejvýše spočetný systém měřitelných množin M =
⋃

k Mk. Plat́ı

µ(M) ≤
∑

k

µ(Mk).

D̊ukaz. (1) Konečný př́ıpad: indukćı: M = M1 ∪ M2 = M1 ∪ (M2 ∖ M1);
µ(M) = µ(M1) + µ(M2 ∖ M1) ≤ µ(M1) + µ(M2).

(2) Spočetný př́ıpad:

µ

(
n⋃

k=1
Mk

)
≤

n∑
k=1

µ(Mk),

z 1. bodu minulé věty plyne

µ

( ∞⋃
k=1

Mk

)
= lim

n→∞
µ

(
n⋃

k=1
Mk

)
≤ lim

n→∞

n∑
k=1

µ(Mk) =
∞∑

k=1
µ(Mk),

nebot’ (
n⋃

k=1
Mk

)
⊂

(
n+1⋃
k=1

Mk

)
množinově ”roste“.

□

Poznámka. Bud’ M ⊂ N . Pak µ(M) ≤ µ(N) a dokonce µ(M) < +∞ ⇒ µ(N) − µ(M) = µ(N ∖M).

D̊ukaz. N = M ∪ (N ∖ M), proto µ(N) = µ(M) + µ(N ∖ M) ≥ µ(M). □
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