1. MERITELNE MNOZINY

Definice 1.1. Bud M C X. Polozme

() 1 zeM
€Tr) =
X 0 zeX~M

x g nazveme charakteristickou funkci mnoziny M.

Definice 1.2. Bud M C X, yp(x). Pak M je mé&Fitelna, pravé kdyz xas je métitelna.
Pozndmka. xar € M, pravé kdyz xar € A (x je nezdpornd).

Definice 1.3. Bud M méfitelnd mnozina, pak miru mnoziny M definujeme u(M) = Txas.

Poznamka. (1) w(Z2) =0 < Z je nulové miry < xz ~ 0 < xz je nulova skoro vSude, nenulova
na mnoziné nulové miry < Z je mnozina nenulovych bodi.
(2) Pomoc{ axiomu vyberu lze zkonstruovat neméfitelnou mnozinu a tedy i neméfitelnou funkei.
(Vrana skripta str. 59)

Véta 1.4. Bud {M;},7] néjaky spoetny systém méfitelnych mnozin. Pak plati:
(i) M =, M je méfiteln4,
(i) N =), My je méfiteln4,
(iii) My ~\ Ms je méfitelna.
Diikaz.
xXum(z) = SUP X2 (2),
XN(x) = H]%f XMy, (3:)7
kde sup a inf jsou méritelné funkce podle definice méfitelnosti mnoziny a z véty 77
XMi~Mz = XM; ™ XM1NMz»
protoze
XMy~ M, (1‘) - maX(XM1 - XM270)(I)

Poznamka. (1) V R™ jsou prvky topologie (tj. oteviené mnoziny) métitelné.

Diikaz. Bud A = A°. Vime, %¢ T € M. Ke kazdému bodu € A najdu interval Z, s ra-
cionalnim stredem a délkou hrany. Intervaly tvori spocetny systém, takze podle predchozi
véty je A méfitelnd. Kompaktni interval je méfitelny a A = JZ. O

(2) Uzaviené mnoziny jsou téz méfitelné.
Dikaz. Bud A = A, pak A = R® ~ B, kde B = B°, takze podle pfedchozi véty je A
méritelna. 0
(3) Mnoziny typu Gs (spofetny prunik otevienych mnozin) a F, (spoCetné sjednoceni
uzavienych mnozin) jsou méfitelné. Diky tomu jsou méfitelné i polouzaviené intervaly.

Véta 1.5. Bud {M;};7] systém méFitelnych mnozin, M = J, M) a necht M; N M; = 0 pro

navzijem ruznd i, j. Pak
n,00
p(M) = p (U Mk) =Y u(dy).
k i=1
Driikaz. Diky disjunktnosti M}, plati
XM = Z XM, -
k
(1) kone¢ny piipad: aditivita integrélu

Ix=> Txu,.
i=1

1



(2) spocetny ptipad: Leviova véta

Ix=> TIxu,.
i=1
U
Pozndmka. Lebesgueova mira je o-aditivn{ (spocetné aditivni).
Véta 1.6. Bud {M;};-; systém méFitelnych mnozin, bud'te
M = UMk, N = ﬂMk.
k=1 k=1
Pak plati:
(i) Je-li My C My41, pak p(M) = limg— o0 p(My).
(i) Je-li Mypy1 C My a In € N, ze p(M,,) < +oo, pak p(N) = limp_ oo p(My).
Dikaz. (i)
Xar = Supxan, = lm  max xan, = lim o,
xmy / xms o Ixa, 20> —o00
7Z rozsiteni Leviovy véty plyne
p(M) = Ixn = lim Ixa,
k—o0
(i)
XM = linf XMy, = n’}gnoo 1g11¢1£1m XMy = hm XM
Xy Sxms Iy <Aoo
p(N) =Ixy = lim Iy,
k— o0
O

Priklad. (—oo,—n) U (n,+00) = Ay, p(An) = +00, Ny Ak = 0; bez podminky p(M;) < 400 to
nejde.

Véta 1.7. Bud {M;},7] nejvyse spofetny systém méfitelnych mnozin M = J, M. Plati
M) < Zu(Mk)-
k

Diikaz. (1) Konetny pripad: indukel: M = My U My = My U (Ms ~\ My);
(M) = p(My) + p(Ma ~ My) < p(My) + p(My).

(2) Spocetny piipad:
1% (U Mk) < > (M),
k=1 k=1

z 1. bodu minulé véty plyne

7 (U Mk> = lim p (U Mk> < lim > p(My) =) n(My),
k=1 k=1
nebot

mnozinoveé ,roste“.

O
Pozndmka. Bud M C N. Pak u(M) < u(N) a dokonce (M) < +00 = u(N) — u(M) = p(N ~ M).
Dikaz. N =M U (N~ M), proto u(N) = pu(M) + p(N ~ M) > u(M). O
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