
1. Limitńı přechody

Lemma 1.1. Necht’ φ0, {φn}∞
1 ⊂ L, |φn| ≲ φ0. Pak

(i) α = lim infn→∞ φn ∈ L
(ii) β = lim supn→∞ φn ∈ L
(iii)

−Iφ0 ≤ Iα ≤ lim inf
n→∞

Iφn ≤ lim sup
n→∞

Iφn ≤ Iβ ≤ Iφ0.

D̊ukaz. Bud’te
α = lim inf

k→∞
φk, β = lim inf

k→∞
φk.

−φ0 ≲ α(n)
m := min

n≤k≤m
φk, β(n)

m := max
n≤k≤m

φk ≲ φ0.

Zřejmě je α(n)
m ∈ L, β(n)

m ∈ L a

α(n)
m ↘ αn = inf

k≥n
φk, β(n)

m ↗ βn = sup
k≥n

φk.

Podle věty ?? jsou αn a βn ∈ L a současně αn ↗ α ∈ Λ, βn ↘ β ∈ Λ. Protože Iαn ≤ Iφ0 a
Iβn ≥ −Iφ0, jsou i α, β ∈ L. Plat́ı: −φ0 ≲ αn ≲ φn ≲ βn ≲ φ0. Integraćı dostaneme

−Iφ0 ≤ lim inf
n→∞

Iαn ≤ lim inf
n→∞

Iφn ≤ lim sup
n→∞

Iφn ≤ lim sup
n→∞

Iβn ≤ Iφ0.

Protože limity
lim

n→∞
Iαn a lim

n→∞
Iβn

existuj́ı, vyplývá odtud již tvrzeńı věty. □

Věta 1.2 (Lebesgue). Bud’ {φn}∞
1 ⊂ L, φn → φ a (∃φ0 ∈ L)(∀n ∈ N)(|φn| ≲ φ0). Pak φ ∈ L a

Iφ = lim
n→∞

Iφn.

Posloupnost integrabilńıch funkćı je integrabilńı, jestliže existuje integrabilńı majoranta.

D̊ukaz. Vyplývá z minulé věty, pokud polož́ıme lim sup = lim inf. □

Poznámka. (1) Weierstrass:
∞∑

n=1
fn(x), |fn(x)| ≤ cn,

analogicky ∫
φn(x), |φn(x)| ≤ φ0(x).

(2) Bud’ {φn}∞
1 ∈ L, φn → φ, (∃φ0 ∈ L)(|φ| ≲ φ0). Pak φ ∈ L.

D̊ukaz. φn se oř́ıznou pomoćı φ0. ψn = max(−φ0,min(φ0, φn)) ∈ L, |ψn| ≤ φ0, φn → φ,
ψn → φ, tedy podle předchoźı věty φ ∈ L. □

Lemma 1.3. Necht’ φn ≳ 0, φn ∈ L a Iφn ≤ c pro každé n. Pak
α = lim inf

n→∞
φn ∈ L

a plat́ı
0 ≤ Iα ≤ lim inf

n→∞
Iφn ≤ c.

D̊ukaz. Položme
α(n)

m = min
n≤k≤m

φk ∈ L,

zřejmě je Iα(n)
m ≤ c a plat́ı, že

α(n)
m ↘ αn = inf

k≥n
φk,
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podle věty ?? je αn ∈ L a Iαn ≤ c. Protože je αn ↗ α, podle Leviovy věty je α ∈ L a Iα =
limn→∞ Iαn. Pro ∀n plat́ı 0 ≲ αn ≲ φn, tedy 0 ≤ Iαn ≤ Iφn ≤ c a 0 ≤ lim Iαn = Iα ≤
lim inf Iφn ≤ c. □

Poznámka. Z existence integrabilńı majoranty plyne omezenost Iφn, opačně to platit nemuśı.

Věta 1.4 (Fatou). Bud’ {φn}∞
1 ⊂ L, φn → φ a I |φn| ≤ c. Pak φ ∈ L a I |φ| ≤ c.

D̊ukaz. Polož́ıme ψn = |φn|. Posloupnost ψn splňuje předpoklady předchoźı věty a tedy plat́ı, že
I |φ| ≤ c. Z poznámky 1.2.2, kde bude φ0 := |φ| ∈ L plyne, že φ ∈ L □

Věta 1.5. Bud’ L1 množina všech tř́ıd rozkladu L podle ekvivalence ∼ s obvykle definovanými
operacemi součtu a násobeńı č́ıslem. Je-li [φ] ∈ L1, položme normu ∥[φ]∥ = I |ψ|, kde ψ ∈ [φ].
Potom L1 je normovaný lineárńı prostor.

D̊ukaz. Pro operace plat́ı
[φ] + [ψ] =

{
χ ∈ L1 | χ = φ1 + ψ1, φ1 ∈ [φ], ψ1 ∈ [ψ]

}
,

α[φ] =
{
χ ∈ L1 | χ = αφ1, φ1 ∈ [φ]

}
∀α ∈ R.

Axiomy lineárńıho prostoru zřejmě plat́ı. Norma je pozitivńı ∥[φ]∥ ≥ 0 a plat́ı, že
∥[φ]∥ = 0 ⇒ [φ] = [o] (nulová funkce). Norma je tedy skutečně normou splňuj́ıćı axiom pozitivńı
definitnosti. □

Poznámka. (1) Prostor L1 neobsahuje funkce, nýbrž tř́ıdy ekvivalence funkćı. Vzhledem k de-
finici tedy neexistuje pojem funkčńı hodnota, nebot’ funkce v rámci tř́ıdy se od sebe lǐśı na
množině mı́ry nula. Budeme-li tedy brát prvek z L1, budeme t́ım mı́t na mysli reprezentanta
dané tř́ıdy. Ne každá tř́ıda má však spojitého reprezentanta! To plat́ı v tzv. Sobolevově
prostoru.

(2) Důvod zavedeńı tohoto prostoru tkv́ı v tom, že jsme takto źıskali prostor, z němž základńı
integrál generuje normu. V L sice normu můžeme zavést stejným zp̊usobem, nesplňuje však
třet́ı axiom normy — nejen nulová funkce má nulovou normu. (jedná se tedy o seminormu).

Věta 1.6 (Riesz, Fischer). Prostor L1 je Banach̊uv (úplný normovaný vektorový prostor)

D̊ukaz. Vezmu posloupnost tř́ıd {[φn]}∞
1 ⊂ L1. Necht’ {[φn]}∞

1 je cauchyovská, tj.
(∀ε > 0)(∃n0)(m,n > n0) (∥[φn]∥ − [φm] < ε) .

Položme
ε = 1

2k
,

tedy

(∀k ∈ N)(∃nk)(∀m > nk)
(

∥[φm] − [φnk
]∥ < 1

2k

)
.

Vytvoř́ım z nk rostoućı posloupnost, stač́ı dokázat, že konverguje vybraná posloupnost φnk
.

I
∣∣φnk+1 − φnk

∣∣ =
∥∥[φnk+1 ] − [φnk

]
∥∥ ≤ 1

2k

a proto

I
m∑

k=1

∣∣φnk+1 − φnk

∣∣ ≤ 1

pro každé m ∈ N. Podle Leviho má řada
∞∑

k=1

∣∣φnk+1 − φnk

∣∣
integrabilńı součtovou funkci a proto skoro všude absolutně konverguje, a tedy konverguje skoro
všude i řada

∞∑
k=1

(
φnk+1 − φnk

)
.
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Současně plat́ı
∞∑

k=1

(
φnk+1 − φnk

)
∼ lim

k→∞
φnk︸ ︷︷ ︸

φ

−φn1 .

Posloupnost φnk
tedy skoro všude konverguje k funkci

lim
k→∞

φnk
= φ = φn1 +

∞∑
k=1

(
φnk+1 − φnk

)
.

Dokážeme, že φ je integrabilńı. Bud’ k ∈ N pevné, p > k,

I
∣∣φnp − φnk

∣∣ ≤ 1
2k
,

φnp − φnk
→ φ− φnk︸ ︷︷ ︸ .

Podle věty 1.4 je |φ− φnk
| ∈ L a tedy φ ∈ L a [φ] ∈ L1. Ted’ má smysl psát

∥φ− φnk
∥ = I |φ− φnk

| ≤ 1
2k
.

Sestrojili jsme tak podposloupnost, která konverguje k integrabilńı funkci, tedy cauchyovská po-
sloupnost konverguje. □

Věta 1.7. Množina H je v L hustá, tj. H ⊂ L ∧ L ⊂ H.

D̊ukaz. Bud’ φ ∈ L, φ ∼ f − g, f, g ∈ L+, hn, kn posloupnosti hn ↗ f , kn ↗ g. Sestroj́ım
ln = hn − kn, pak∥∥∥∥∼

ln − [φ]
∥∥∥∥ = I |ln − φ| ≤ I |hn − f | + I |kn − g| = (If − Ihn) + (Ig − Ikn) → 0,

tedy L ⊂ H. □
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