
1. Diferenciálńı 1-formy

Definice 1.1. Zobrazeńı, které každému bodu z afinńıho prostoru Rn přǐrad́ı objekt, nazveme:
(I) skalárńım polem f na prostoru Rn, zobrazuje-li f : Rn 7→ R.

(II) vektorovým polem F⃗ na prostoru Rn, zobrazuje-li F⃗ : Rn 7→ (V n).
(III) kovektorovým polem ω na prostoru Rn, zobrazuje-li ω : Rn 7→ (V n)#.

Definice 1.2. Necht’ ( e
←

1, . . . , e
←

n) báze (V n)# a ωi : Rn 7→ R. Diferenciálńı 1-formou (resp.
diferenciálńı formou stupně 1) rozumı́me kovektorové pole ω, jehož složky jsou skalárńımi poli ωi,
tj.

ω =
n∑

i=1
ωi e
←

i.

Poznámka. (1) Bodový zápis diferenciálńı 1-formy je

ω
←

(x) =
n∑

i=1
ωi(x) e

←
i,

diferenciálńı 1-forma v bodě je tedy lineárńı kombinace kovektor̊u, tedy kovektor, jinými
slovy (lineárńı) 1-forma.

(2) Součet diferenciálńıch forem bodově definujeme (ω + η)
←−−−−

(x) = ω
←

(x) + η
←

(x).

(3) Násobeńı č́ıslem z tělesa bodově definujeme (tω)
←−−

(x) = tω
←

(x).
(4) Součin se skalárńım polem bodově definujeme (fω)

←−−
(x) = f(x)ω

←
(x).

Definice 1.3. Každé skalárńı pole f : Rn 7→ R je diferenciálńı 0-forma. Je-li funkce f diferenco-
vatelná na celém definičńım oboru, pak f ′ je diferenciálńı 1-forma a nazýváme ji vněǰśı derivaćı
diferenciálńı 0-formy f a s použit́ım totálńı derivace f ′(x) bodově definujeme

(df)(x) = f ′(x) ∈ (V n)#

Poznámka. (1) d je symbol. Př́ıkladem vněǰśı derivace je totálńı diferenciál, gradient, rotace,
divergence či Laplace̊uv operátor. Vı́ce později v ??.

(2) Bud’te soubor (e⃗1, . . . , e⃗n) báze V n, soubor ( e
←

1, . . . , e
←

n) k ńı duálńı báze (V n)#. Mějme
(z LAA) souřadnicový izomorfismus Rn 7→ V n vztahem

x = (x1, . . . , xn)T 7→ x⃗ =
n∑

i=1
xie⃗i,

kde x ∈ Rn je bod z afinńıho prostoru a x⃗ ∈ V n je vektor z přidruženého lineárńıho prostoru.
Dále pro každé i ∈ n̂ mějme (z LAA) souřadnicový funkcionál e

←
i : V n 7→ R

e
←

ix⃗ = xi.

Dı́ky souřadnicovému izomorfismu můžeme tento souřadnicový funkcionál reprezentovat
souřadnicovou funkćı χi(x) : Rn 7→ R

χi(x) = e
←

ix⃗,

která je zřejmě diferencovatelná. Souřadnicové funkci ř́ıkáme (zejména ve fyzice) též projek-
tor. Pro vněǰśı derivaci souřadnicové funkce χi v libovolném bodě x plat́ı

dχi(x) = e
←

i.

To je d̊uvod, proč se ve funkčńıch předpisech diferenciálńıch forem neṕı̌se e
←

i, nýbrž dxi

(viz př́ı̌st́ı bod). Pro diferenciálńı formu ω z linearity plat́ı

ω
←

(x) =
n∑

i=1
ωi(x) e

←
i =

n∑
i=1

ωi(x)dχi(x) =
(

n∑
i=1

ωidχi

)
(x).
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Diferenciálńı forma ω je tedy obecně ”lineárńı kombinace“ derivaćı souřadnicových funkćı.
Lineárńı kombinace to dle definice neńı, nebot’ koeficienty ωi nejsou č́ısla z tělesa, nýbrž
reálné funkce.

ω =
n∑

i=1
ωidχi.

(3) Máme-li diferenciálńı formu df , jej́ı složky fi = ∂f
∂xi a označ́ıme-li dχi jako dxi, můžeme ji

zapsat ve tvaru

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi.

Tuto formu nazýváme totálńı diferenciál, správněji exaktńı diferenciálńı forma.
(4) Porovnejme totálńı diferenciál df s totálńı derivaćı f ′(x)⃗h.

(a) Máme-li funkce V n 7→ V m, pojmy nemaj́ı společný význam, nebot’ totálńı derivace je
lineárńı zobrazeńı L(V n, V m).

(b) Máme-li funkce z V n 7→ R, totálńı derivace f ′(x)
←−−−

lež́ı v L(V n,R) = (V n)#, je to tedy
kovektor (zobrazuje V n do R).

(c) Totálńı diferenciál je zobrazeńı, které každému bodu přǐrad́ı kovektor (zobrazuje Rn do
(V n)#.

Pokud tedy df ukotv́ıme v pevném bodě t0, źıskáme kovektor, který má význam totálńı
derivace, tj.

df(t0) = f ′(t0)
←−−−

.

Dle Riezsovy věty pro každý kovektor f ′(t0)
←−−−

existuje vektor grad f . Vztah mezi gradientem

a totálńım diferenciálem ukazuje věta ??. T́ım je otázka rozd́ılnosti df a f ′(x)
←−−−

h⃗ vyřešena.
(5) xydx + ydy je tedy formálně blbost — správně je

ω1(x, y) = xy, ω2(x, y) = y : ω = ω1dx + ω2dy

nebo
ω(x, y) = xy e

←
1 + y e

←
2.

Protože je však tento špatný zápis zvyklost́ı, budeme se ho držet i my.
(6) Následuj́ıćı definice plat́ı pro diferenciálńı formy všech stupň̊u. O diferenciálńıch k-formách

později v ??.
Definice 1.4. Diferenciálńı 1-forma ω je tř́ıdy Cq, právě když ωi jsou tř́ıdy Cq pro všechna i ∈ n̂.
Definice 1.5. Diferenciálńı 1-forma ω se nazývá

(I) uzavřená, jestliže plat́ı
∂ωi

∂xj
= ∂ωj

∂xi
∀i, j ∈ n̂,

(II) exaktńı, jestliže existuje funkce f taková, že df = ω.
Funkce f se nazývá primitivńı funkce.
Poznámka. (1) Exaktńı forma tř́ıdy C1 je uzavřená. Neńı-li při vhodné tř́ıdě forma uzavřená,

neńı exaktńı (neexistuje primitivńı funkce).
(2) V mechanice se obvykle setkáváme s exaktńımi 1-formami typu F = dU . O funkci U pak

ř́ıkáme, že je potenciál pole F a pole F pak nazýváme potenciálńı, resp. nev́ırové:
Bud’ ω =∈ C1, ω = df , f ∈ C2, ωi = ∂f

∂xi . Pak
∂ωi

∂xj
= ∂2f

∂xj∂xi
= ∂2f

∂xi∂xj
= ∂ωj

∂xi
⇒ ∂2f

∂xj∂xi
− ∂2f

∂xi∂xj
= 0⇒ rot f = 0.

(3) 1-formám se v termodynamice tradičně ř́ıká Pfaffovy formy, správněji lineárńı diferenciálńı
formy. Exaktńım 1-formám tvaru dF se pak ř́ıká úplné diferenciály, kde F je stavová
veličina. Formy, které nejsou exaktńı, se znač́ı ðW , ðQ, ř́ıkáme, že W a Q nejsou úplnými
diferenciály. Proto zavád́ıme stavovou veličinu S, d́ıky ńıž je ðQ = TdS již úplným dife-
renciálem.
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Př́ıklad.
ω(x, y) = − y

x2 + y2 dx + x

x2 + y2 dy

∂ω1

∂y
= −x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2 ,
∂ω2

∂x
= x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2 ,

takže ω je uzavřená. Zkuśıme naj́ıt kandidáta na primitivńı funkci, pak bude ω i exaktńı.

φ(x, y) =

arccos x√
x2+y2

pro y ≥ 0

− arccos x√
x2+y2

pro y < 0

∂φ

∂x
= − |y|

x2 + y2 ∀x, y,
∂φ

∂y
= x sgn y

x2 + y2 ,

Pπ = {(x, 0) | x ≤ 0}
ω(x, y) = φ′(x, y) = dφ(x, y)

Aby byla ω exaktńı, muśı platit ω = df na R2 ∖ {(0, 0)}; φ′(x, y) = f ′(x, y) na oblasti R2 ∖Pπ. Lǐśı
se o konstantu: f = φ + C a to je spor kv̊uli skoku na Pπ. f muśı být spojitá, ale φ neńı.

Poznámka. Jestliže je množina jednoduše souvislá, pak je uzavřená 1–forma exaktńı.

Poznámka. Připomeneme, že oblast je jednoduše souvislá, právě když ona i jej́ı doplněk jsou souvislé,
tj. ”množina bez děr“.
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