1. DIFERENCIALNI 1-FORMY

Definice 1.1. Zobrazeni, které kazdému bodu z afinniho prostoru R™ prifadi objekt, nazveme:
(I) skaldrnim polem f na prostoru R”, zobrazuje-li f : R" — R.
(IT) vektorovym polem F na prostoru R", zobrazuje-li F': R"™ — (V™).
(ITI) kovektorovym polem w na prostoru R™, zobrazuje-li w : R™ s (V™)#.
Definice 1.2. Nechf (el,..., e") baze (V")# a w; : R® — R. Diferencidlni 1-formou (resp.
— —

diferencidln{ formou stupné 1) rozumime kovektorové pole w, jehoZ slozky jsou skaldrnimi poli w;,

tj.
n
i
w = g wie'.
<
i=1

Pozndmka. (1) Bodovy zapis diferencidlni 1-formy je

wix) =Y wil@)e,

diferencidlni 1-forma v bodé je tedy linearni kombinace kovektort, tedy kovektor, jinymi
slovy (linedrni) 1-forma.
(2) Soucet diferencidlnich forem bodové definujeme (w+ n)(x) = <oi(a:) + <Q(sc)
(3) Nésobeni ¢islem z télesa bodové definujeme (tw)(z) = tw(x).
P

(4) Soucin se skaldrnim polem bodové definujeme (fw)(x) = f(a:)(oi(x)
Definice 1.3. Kazdé skalarni pole f : R™ +— R je diferencidlni 0-forma. Je-li funkce f diferenco-

vatelnd na celém definicnim oboru, pak f’ je diferencidlni 1-forma a nazyvame ji vn&jsi derivaci
diferencidlni 0-formy f a s pouzitim totéln{ derivace f’(x) bodové definujeme

(df)(@) = f'(z) € (V")*

Pozndmka. (1) d je symbol. Prikladem vnéjsi derivace je totdlni diferencidl, gradient, rotace,
divergence ¢i Laplaceuv operator. Vice pozdéji v 77.
(2) Bud'te soubor (é},...,¢&,) baze V", soubor (el,..., e™) k ni dudlni baze (V™)#. M&jme
— —

(z LAA) souradnicovy izomorfismus R™ — V™ vztahem
n
r=(z'..., 2" = 2= Zm’é},
i=1

kde x € R™ je bod z afinniho prostoru a & € V™" je vektor z pridruzeného linedrniho prostoru.
Dale pro kazdé i € n mé&jme (z LAA) soufadnicovy funkciondl e*: V" — R
«—

e'? ="
+—

Diky soutradnicovému izomorfismu muzeme tento soutradnicovy funkcional reprezentovat
souradnicovou funkei x*(z) : R" — R

X'(z) = e'Z,

+—

kterd je zfejmé diferencovatelnd. Soufadnicové funkei Fkdme (zejména ve fyzice) téz projek-
tor. Pro vnéjsi derivaci soufadnicové funkce x* v libovolném bodé z plati

dx'(z) = ¢".

To je diivod, pro¢ se ve funkénich piedpisech diferencidlnich forem nepise e, nybrz dz’
+—

v v

(viz ptisti bod). Pro diferencidlni formu w z linearity plati

gmzzwmgzzm@w%b(zwwﬁm.
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Diferencialni forma w je tedy obecné ,linearni kombinace“ derivaci souradnicovych funkci.
Line4rni kombinace to dle definice neni, nebof koeficienty w; nejsou &sla z télesa, nybrz

redlné funkce.
n
w= E widx®.
i=1

(3) Mdame-li diferencidlni formu df, jeji slozky f; = g_ tf a oznacime-li dy’ jako dz?, mizeme ji

zapsat ve tvaru
df = -da’.
f Z:ZI i

Tuto formu nazyvame totalni diferencial, spravnéji exaktni diferencialni forma.
(4) Porovnejme totalni diferencidl df s totalni derivaci f'(z)h.

(a) Mdme-li funkce V™ — V™ pojmy nemaji spole¢ny vyznam, nebot totdlni derivace je
linedrni zobrazeni L(V™, V™).

(b) Méme-li funkce z V™ + R, totélni derivace f’(z) lezi v £L(V™,R) = (V™)#, je to tedy

%

kovektor (zobrazuje V™ do R).

(c) Totalni diferencidl je zobrazeni, které kazdému bodu piitadi kovektor (zobrazuje R™ do
(Ve*.

Pokud tedy df ukotvime v pevném bodé tg, ziskime kovektor, ktery ma vyznam totdlni

derivace, tj.

df(to) = f'(to)-
%
Dle Riezsovy véty pro kazdy kovektor f’(ty) existuje vektor grad f. Vztah mezi gradientem
<_
a totalnim diferencidlem ukazuje véta ??. Tim je otdzka rozdilnosti df a f/(z)h vyTeSena.
%
(5) zydx + ydy je tedy formdlné blbost — spravné je
wi(z,y) =2y, wa(z,y) =y : w=widr+ wady
nebo
w(z,y) =zye' +ye?.
«— —
Protoze je vsak tento Spatny zapis zvyklosti, budeme se ho drzet i my.

(6) Nésledujici definice plati pro diferencidln{ formy vSech stupnt. O diferencidlnich k-forméch
pozdéji v 77.

Definice 1.4. Diferencidlni 1-forma w je t¥idy CY, pravé kdyz w; jsou tiidy C? pro vSechna i € 7.

Definice 1.5. Diferencidlni 1-forma w se nazyva
(I) uzaviend, jestlize plati

8wi o awj

Oxi  Oxt

(IT) exaktni, jestliZe existuje funkce f takovd, ze df = w.

Vi, j €N,

Funkce f se nazyvéa primitivni funkce.

Pozndamka. (1) Exaktni forma t¥idy C! je uzaviend. Neni-li pfi vhodné ti{dé forma uzavien4,
nen{ exaktn{ (neexistuje primitivni funkce).
(2) V mechanice se obvykle setkdvame s exaktnimi 1-formami typu F = dU. O funkci U pak
tikame, ze je potencial pole F' a pole F' pak nazyvame potencidlni, resp. nevirové:

Bud w=€C',w=4df, feC? w; = aagi. Pak

Ow; 0% f B 0*f _ Owj 0*f 0% f
0xd  Oxidxt  Oxidxd  Oxt Oxidrt  Oxi0xI
(3) 1-formam se v termodynamice tradi¢né rika Pfaffovy formy, spravnéji linedrni diferencialni
formy. Exaktnim 1-formam tvaru dF' se pak rikd uplné diferenciily, kde F' je stavova
velicina. Formy, které nejsou exaktni, se znac¢i oW, 0Q), rikdme, ze W a @ nejsou uplnymi
diferencidly. Proto zaviddime stavovou veli¢inu S, diky niz je 6Q = TdS jiz dplnym dife-
rencidlem.

=0=rot f=0.




Priklad.

Yy x
w(z,y) = = +y2dz + - +y2dy
Owy 224+ y? —2y%2  Owy 2% +9y? — 222

oy (a2+y)? 0 9r (a2 +y?)?
takZe w je uzaviend. Zkusime najit kandiddta na primitivni funkci, pak bude w i exaktni.

9

arccos ——= proy >0
2+ 2
p(z,y) = Ve
— arccos gt proy <0
dp Y| Jp _ wsgny

or 2242 Y oy T @y
Pr={(2,0) [ z <0}
w(z,y) = ¢'(,y) = do(z, y)
Aby byla w exaktni, musi platit w = df na R2~.{(0,0)}; ¢'(x,y) = f'(,y) na oblasti R? \ P,. Li&f
se o konstantu: f = ¢ + C a to je spor kvili skoku na P;. f musi byt spojita, ale ¢ neni.
Pozndamka. Jestlize je mnozina jednoduse souvisld, pak je uzaviena 1-forma exaktni.

Pozndmka. Pripomeneme, Ze oblast je jednoduse souvisla, pravé kdyz ona i jeji doplnék jsou souvislé,
tj. ,mnozina bez dér“.
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