
1. Vázané extrémy

Definice 1.1. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ M lokálńı extrém vzhledem k varietě
M , právě když

(∃Hx0)(∀x ∈ Hx0 ∩M)(f(x) ≥ f(x0)), resp. (∃Hx0)(∀x ∈ Hx0 ∩M)(f(x) ≤ f(x0)).

Věta 1.2 (nutná podmı́nka pro existenci extrému vzhledem k varietě). Bud’ M r-rozměrná varieta
tř́ıdy C1, x0 ∈ M , f : Rn → R reálná funkce diferencovatelná v x0. Necht’ f má v x0 lokálńı extrém
vzhledem k varietě M . Potom existuj́ı č́ısla λ1, . . . , λm taková, že x0 je stacionárńım bodem funkce

Λ = f −
m∑

l=1
λlΦl

při značeńı z kapitoly 17. Č́ısla λ1, . . . , λm se nazývaj́ı Lagrangeovy multiplikátory a Λ Lagran-
geova funkce.

D̊ukaz. Pro každý h⃗ ∈ Tx0M existuje ψ : R → M takové, že ψ(0) = x0 a ψ′(0) = h⃗. Definujme
φ : R → R vztahem φ = f ◦ ψ. BÚNO necht’ f má v x0 maximum, tedy:

(∃Hx0)(∀x ∈ Hx0 ∩M)(f(x) ≤ f(x0)) ⇔ (∃H0)(∀t ∈ H0)(f(ψ(t)) ≤ f(ψ(0)))

tedy φ má v 0 maximum. Pak φ′(0) = 0, a plat́ı

0 = φ′(0) = f ′(x0) · ψ′(0) = f ′(x0)⃗h =
〈

grad f(x0), h⃗
〉

= 0.

Z toho dále vyplývá, že grad f(x0) ∈ NM (x0) a dále existence λ1, . . . , λm takových, že

grad f(x0) =
m∑

l=1
λl grad Φl(x0),

a tedy

grad
(
f −

m∑
l=1

λlΦl

)
= 0

a z Rieszovy věty pak vyplývá nulovost derivace Λ. □

Poznámka. Derivace vzhledem k varietě: f ′
M (x0) = f ′(x0)|Tx0 M , tj. derivace zúžená na tečný prostor.

Věta 1.3 (postačuj́ıćı podmı́nka). Bud’ M varieta tř́ıdy C2, necht’ existuje f ′′(x0), x0 ∈ M , existuje
Λ a Λ′(x0) = 0. Potom

(i) Má-li funkce f |M v x0 lokálńı minimum, potom Λ′′(x0)|Tx0 M ≥ 0.
(ii) Je-li Λ′′(x0)|Tx0 M > 0, má f |M v x0 ostré lokálńı minimum.
(iii) Má-li funkce f |M v x0 lokálńı maximum, potom Λ′′(x0)|Tx0 M ≤ 0.
(iv) Je-li Λ′′(x0)|Tx0 M < 0, má f |M v x0 ostré lokálńı maximum.
(v) Je-li Λ′′(x0)|Tx0 M indefinitńı, nemá f |M v x0 lokálńı extrém.

D̊ukaz. (i) Bud’ h⃗ ∈ Tx0M . Potom existuje ψ : R → M takové, že ψ(0) = x0, ψ′(0) = h⃗. Provedeme
Taylor̊uv rozvoj Λ v x0 do druhého řádu (to můžeme, protože f ′′(x0) existuje a M ∈ C2)

Λ(x) = Λ(x0) + Λ′(x0)(x− x0)︸ ︷︷ ︸
=0

+1
2Λ′′(x0)(x− x0)2 + ω(x) ∥x− x0∥2

,

Λ(ψ(t)) = Λ(x0) + 1
2Λ′′(x0)(ψ(t) − ψ(0))2 + ω(ψ(t)) ∥ψ(t) − ψ(0)∥2

.

Protože ψ(t) je z variety, kde splývá f s Λ, vyjde

1
t2

(
f(ψ(t)) − f(ψ(0)) − ω(ψ(t)) ∥ψ(t) − ψ(0)∥2

)
= 1

2Λ′′(ψ(0))
(
ψ(t) − ψ(0)

t

)2
.

1



2

Limitńım přechodem t → 0 dostáváme
1
t2
f(ψ(t)) − f(ψ(0))︸ ︷︷ ︸

≥0

= 1
2Λ′′(x0)⃗h2.

(ii) Bud’ Λ′′(x0)⃗h2 > 0, x ∈ M ∩H. Potom

f(x) = f(x0) + 1
2Λ′′(x0)(x− x0)2 + ω(x) ∥x− x0∥2

.

Problém je v tom, že x − x0 nemuśı být obecně z Tx0M . Položme h⃗ = x − x0, potom h⃗ lze
vyjádřit jako h⃗ = h⃗1 + h⃗2, kde h⃗1 ∈ Tx0M , h⃗2 ∈ NM (x0). Potom z pozitivńı definitnosti Λ′′

vyplývá

Λ′′(x0)h⃗1
2

≥ α
∥∥∥h⃗1

∥∥∥2

pro nějaké α > 0, nebot’ h⃗1 ∈ Tx0M .

f(x) − f(x0) = 1
2Λ′′(x0)h⃗1

2
+ Λ′′(x0)h⃗1h⃗2 + 1

2Λ′′(x0)h⃗2
2

+ ω(x)
∥∥∥h⃗1 + h⃗2

∥∥∥2
≥

≥ α

2

∥∥∥h⃗1

∥∥∥2
− α

8

∥∥∥h⃗∥∥∥2
≥ α

4

∥∥∥h⃗∥∥∥2
− α

8

∥∥∥h⃗∥∥∥2
= α

8

∥∥∥h⃗∥∥∥2
,

nebot’

lim
h⃗→0⃗

∥∥∥h⃗2

∥∥∥∥∥∥h⃗∥∥∥ = 0, lim
h⃗→0⃗

∥∥∥h⃗1

∥∥∥∥∥∥h⃗∥∥∥ = 1

a
lim
h⃗→0⃗

1∥∥∥h⃗∥∥∥2

(
Λ′′(x0)h⃗1h⃗2 + 1

2Λ′′h⃗2
2

+ ω(x)
∥∥∥h⃗∥∥∥2

)
= 0,

takže lze zvolit takové α > 0, aby
1∥∥∥h⃗∥∥∥2

(
Λ′′(x0)h⃗1h⃗2 + 1

2Λ′′h⃗2
2

+ ω(x)
∥∥∥h⃗∥∥∥2

)
≤ α

8 .

Konečně d́ıky ortogonalitě h⃗1 a h⃗2∥∥∥h⃗1

∥∥∥2
=
∥∥∥h⃗∥∥∥2

−
∥∥∥h⃗2

∥∥∥2
∧ lim

h⃗→0⃗

∥∥∥h⃗2

∥∥∥∥∥∥h⃗∥∥∥ = 0 ⇒
∥∥∥h⃗1

∥∥∥2
≥ 1

2

∥∥∥h⃗∥∥∥2
.

□

Poznámka. Metodika hledáńı extrémů:
(1) Necht’ f , Φ1, . . . ,Φm ∈ C2.
(2) Ověř́ıme, zda M = {x ∈ Rn|Φ(x) = 0} = {x ∈ Rn|Φ(x) = 0 ∧ h(Φ′(x)) = m}, tj. je varieta.
(3) Sestav́ım funkčńı předpis

Λ = f −
m∑

l=1
λlΦl,

kde λ zat́ım neznám.
(4) Polož́ım Λ′(x0) = Θ, Λj(x0) = 0 pro j ∈ n̂, Φl(x0) = 0 pro l ∈ m̂. Dostanu m+n rovnic pro

m+ n neznámých.
(5) Vyberu si jeden bod x0, urč́ım λj a dosad́ım do Λ.
(6) Λ′′(x0)⃗h2 = Q(⃗h).
(7) Pokud je Q(⃗h) PD nebo ND, pak je to minimum, př́ıpadně maximum.
(8) Jinak muśım nalézt tečný prostor (Tx0M = ker Φ′(x0)) a zúž́ım Q(⃗h) na Tx0M .
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Tedy nalézám q(⃗h) = Q(⃗h)|Tx0 M . Φ′(x0)⃗h = 0
n∑

i=1
Φl

i(x0)⃗hi = 0 pro l ∈ m̂.

Prověř́ım definitnost Q. Je nutno hĺıdat dimenze.

Poznámka. Důkaz nerovnosti f(x) ≤ g(x): f(x) = a je varieta, např. uzavřená dráha. Najdu extrém
g(x) na varietě f(x) = a, to provedu pro každé a.
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