1. KOMPAKTN{ PROSTORY

Definice 1.1. Bud X topologicky prostor, S C P(X) systém mnozin {V}yes. Rekneme, 7e S
pokryva X, pravé kdyz (Vo € X)(3V € S)(z € V).

Rekneme, ze systém S; je podpokrytim systému S, prave kdyz:

(I) & cs,

(IT) S; je pokrytim X.

Pozndamka. Je-li & C 7, nazyvame pokryti otevienym pokrytim. Nékdy zavadime i uzaviené
pokryti S C er C P(z). Oteviené pokryti se vyuzije pii integraci na varietdch (MAA4).

Definice 1.2. Topologicky prostor nazveme kompaktnim, pravé kdyz kazdé jeho oteviené pokryti
mé kone¢né podpokryti. Mnozinu A C X nazveme kompaktni, pravé kdyz A jako topologicky
podprostor X je kompaktni.

Pozndmka. (1) Konetné sjednoceni kompaktnich mnozin je kompaktni. (Pokryjeme je sjedno-
cenim jejich kone¢nych pokryti.)
(2) Kazda koneénd mnozina je kompaktni. (Pokryjeme ji konetnym pocétem okoli bodu této
mnoziny.)
(3) V metrickém prostoru je kazdd kompaktni mnoZina omezend. (S; = |J
cely prostor, tedy pro pokryti kompaktni mnoziny sta¢i jedna koule.)

nen Bz, n) pokryva

(4) R neni kompakt (S = {(—n,n)|n € N} nemd koneéné podpokryti), ale R* uz kompakt je.
(Pokryji ho okolimi nekonecen a uzavienym intervalem z R, ktery je podle 1.4 kompaktni)

(5) Kompaktnost neni metricky pojem (tj. nezavisi na metrice).

Véta 1.3. Prostor X je kompaktni, pravé kdyz kazdy systém uzavienych mnozin s prazdnym
prunikem obsahuje kone¢ny podsystém s prazdnym prinikem.

Diikaz. Mnozina A, je uzaviena, pravé kdyz ji lze vyjadrit jako A, = X \ B,, kde B, je oteviena
mnozina. Déle plati, pomoci de Morganovych zakont:

= ()Aa= (X Ba)=X~|JBaeXcC B

o€l o€l a€l a€T
a existuje konec¢né podpokryti. O
Poznamka. (1) Bud A, = A, A, D A, 41 klesajici (ve smyslu inkluze) posloupnost uzavienych

mnozin v kompaktnim prostoru a necht plati
oo
() An = 0.
n=1

Pak nutné existuje n € N takové, ze A, = (.
(2) (o existenci) Pro klesajici posloupnost uzavienych neprazdnych mnozin v kompaktnim pro-
storu musi platit:

() An # 0.
n=1

(3) (o0 jednoznacnosti) Bud (X, o) kompaktni metricky prostor, A, = A,, A, D A,.1, d(A,) —
0, A, # 0. Pak existuje pravé jedno x takové, ze plati

oo
x € ﬂ A,.
n=1
Véta 1.4. Kazdy omezeny uzavieny interval Z v R™ je kompaktni.

Pozndmka. Intervalem v R™ se mysli kartézsky soucin intervalt z R.
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tak, Ze neexistuje koneéné podpokryti S;. Nyni budu Z = [a, b] opakované piilit, tj. tvofit posloupnost
uzavienych intervall [a,, b,| - | tak, Ze
a—b
2
Vzdy bude existovat ¢ast, kterd zustava nepokryta konetnym podpokrytim. Z véty o ptleni intervalu
plyne, Ze existuje limitn{ bod, ktery si ozna¢ime z. x je hromadnym bodem posloupnosti (a,) a (by)
a zaroven

(b, —an <

FVeS)(zeV).

Protoze je toto V oteviené, musi pokryvat okoli x jimz, je jeden z intervalt [a,,b,], coZ je spor
s nepokrytim koneénym podsystémem (interval [a,b] pokryjeme koneénym mnoZstvim intervala
[an, bn])- d

Véta 1.5. Bud A kompaktni podmnozina Hausdorffova topologického prostoru X. Potom A je
uzavriena.

Diikaz. Bud = € X \ A bod z doplitku mnozZiny A. Pak plati:
(Vy € A)(3H,,H,)(H, N H, = 0).
Dale plati:
A=|]J@AnH,)c JH,
yEA yeA

tedy systém okoli H,, pokryva mnozinu A. Protoze A je kompaktni, existuje jeji kone¢né podpokryti,
tedy

A= O(AﬂHyi) C CJHy
i=1 =1

Jelikoz pro okoli bodl y a pro odpovidajici okoli bodu « plati H,, N"'H,, = 0, pro prunik vSech okoli
bodu x plati:

H,NA= (ﬁm) nNA=10,

i=1
tedy existuje okoli bodu z disjunktni s mnozinou A, takze x € (X \ A)°. Bod z € X \ A jsme volili
libovolné, proto je doplnék mnoziny A otevieny, tudiz A je uzaviena. O

Véta 1.6. V kompaktnim prostoru jsou vSechny uzaviené mnoziny kompaktni.

Dikaz. Pro libovolnou uzavienou mnozinu M nalezneme jeji pokryti {G,} a doplnime ho otevienou
mnozinou G := X ~ M na pokryti celého prostoru X. Nalezneme kone¢né podpokryti X, oznac¢ime
ho {G; | i € n}. Toto pokryti musi obsahovat G, proto mu ddme prvn{ index (kdyby ho neobsahovalo,
tak ho tam pfiddm, stdle to bude konetné podpokryti). Potom {G; | i € {2,...,n}} je konetnym
pokrytim M. O

— —
Véta 1.7. Bud X linedrni prostor koneéné dimenze. Potom A C X je kompaktni, pravé kdyZz je
uzaviend a omezena.

Diikaz. a) Implikace = je trividlni. (Plyne z 3 a 1.5)
b) <: Bud A omezend a uzaviena.

— —

1) X =R", ||| = |I|, (maximové norma, VZ € X |[|z| = max;cs |4])-
A je omezend, tudiz A C B(0,R) C B(0, R). B(0, R) je interval, ktery je v R™ kompaktni. A
je uzaviend v kompaktnim prostoru, tedy A je kompaktni.




N
2) X=V" |l = s
Kazdy vektor & € V" lze vyjadrit jako kombinaci bazickych vektort:

n
r= Z e

i=1

Bud f : Z — (z%,...,2"). Zobrazeni f je homeomorfismus V" — R", tudiz (V",| ||..)
—
a (R™,] ||.) jsou homeomorfni. (V pfipadé X = V™ nad komplexnimi ¢isly musime vzit
V" — R tak, 7e bereme zvIast realnou a komplexni ¢ast z?)
—
3) X =V", ||| libovolna.

Pro libovolny vektor & plati:

n ) n
121 < > |2 lleil < D léill 12l = K 18 »
i=1 i=1

cgi je jedna ééic nerovnosti z véty 7?7. Kromé toho z tohoto vztahu vyplyva spojitost identity
E ) = G )
Libovolna koule B(0,R) C (X, ||||) je uzaviend, diky spojitosti je uzaviend i v (X, |||,
A={FeX||Z| =1} je waviend a omezens v (X, |-|.)-
Déle plati:

ﬂ (B(O,R)N A) =10,

R>0
nebot v primiku koulf lezi pouze 0, ten ale nelezi v A a plati tedy (30 > 0)(B(0,0) N A = 0).
Pak (VZ)(||Z]| < 0 = |17 # 1)
Dokézeme, ze v takovém piipadé ||Z| . < 1. Necht plati, ze ||zo| < o A ||lz0] o, > 1. Pak

20 1 - -
o0 o0
ale =
o 1 N
= == T =1
‘nxouo‘oo E e

coz je spor. Tedy (VZ)(||Z] < o= |7, < 1).
Pro vsechny & # 0 pak plati:

z
el <
BN

17
=10 = 9
1Z]

tedy

z ¢ehoz vyplyva
1

Tl

L.
< |zl
0

Pro # = 0 ve vztahu nastava rovnost. Dokézali jsme tedy druhou &st nerovnosti.
O

Definice 1.8. Bud {xn}(fo C X. Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti, pravé kdyz
v libovolném okoli H, bodu a lezi nekoneé¢né mnoho ¢lent posloupnosti.

Pozndmka. (1) (alternativni definice pro metricky prostor) Necht (X, ) je metricky prostor.
Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti (z,) < existuje vybrand posloupnost (xy, )
tak, Ze (zx,) — a. (Tuto posloupnost sestavujeme tak, Ze bereme xp, € B(a, 1), takie
potiebujeme metriku a nelze to udélat v topologii)

(2) Jestlize x, — a, pak a je hromadnou hodnotou {z,}7".

Véta 1.9. V kompaktnim prostoru mé kazdéa posloupnost alespon jednu hromadnou hodnotu.
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Diikaz. Necht A, = {z}}x>n. Pak A, # 0, A, D A, 11, takZe plati:
a€ ﬂ A, #0,
n=1

kde a € (),—, A,. DokéZeme nyni, Ze a je hromadnym bodem, tj. Ze v kazdém jeho okol{ lezi ne-
koneéné mnoho ¢lentt posloupnosti. (Sporem): predpokladejme opak, tedy JH, tak, ze {z,}7° (H,
je kone¢nd. Potom 3m, tak, Ze pro Vn > m je A, (\H, =0 Aa € A, coZ je spor (viz definice bodu
v uzavéru). O

Véta 1.10. V kompaktnim Hausdorffové prostoru posloupnost konverguje, pravé kdyz ma prave
jednu hromadnou hodnotu.

Diikaz. Implikace konverguje = 3 je ziejmd. Opac¢nou implikaci dokédZeme sporem. Necht posloup-
nost nekonverguje, tj. existuje otevirené okoli hromadné hodnoty H, takové, ze v X \ H, lezi jesté
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti. Plati, ze X ~H, = X \ H,, tedy X \ H, je kompaktni. Podle
1.9 tam ale posloupnost musi mit dalsi hromadnou hodnotu, coz je spor. O

Lemma 1.11 (Lebesgue). Bud (X, o) metricky prostor, kde kazd4 posloupnost mé alespoti jednu
hromadnou hodnotu, S = {V }ycs oteviené pokryti tohoto prostoru. Potom existuje ¢ tak, ze kazdd
koule o poloméru ¢ lezi alespon v jedné z pokryvajicich mnozin.

Diikaz. Pro spor predpokladejme existenci takového otevieného pokryti S, ze pro kazdé e existuje
koule o poloméru ¢ takova, jenz neni podmnozinou zadné z pokryvajicich mnozin z S.
Vezmeéme tedy takové pokryti S = {V}yes a uvazujme posloupnost {,};° = 1/n. Pro ni existuje
posloupnost kouli {B,,(z,,e,)}]", které nejsou podmnozinou zadné z pokryvajicich mnozin V € S.
Dle pfedpokladu véty existuje pro posloupnost stieddt {z,};° vybrand posloupnost zy, — a.
Naleznéme V € S tak, aby a € V°; potom ur¢ité 3B(a,r) C V.
Z definice limity najdéme n; tak, aby (Yn > ny)(o(z,,a) < §), a ng tak, aby (Vn > nz)(é < 5).
Po volbé ng = max{ni,na} plati (Vn > ng)({Bx,};" C V), coz je spor s volbou posloupnosti
(B .

Definice 1.12. e-siti v metrickém prostoru (X, ¢) rozumime mnozinu kouli o poloméru € pokryvajici
X.

Pozndmka. Definice e-sité neni jednotna. Nékdy se vyse uvedeny pojem nazyva e-pokrytim a v
definici e-sité se navic pozaduje minimalni vzdédlenost stfedu kouli o €.

Lemma 1.13 (Borel). Bud (X, g) metricky prostor, v némz kazd4 posloupnost mé alespon jednu
hromadnou hodnotu. Potom pro kazdé € existuje kone&na e-sit (se stfedy koulf vzdélenymi od sebe
minimélné o ¢).

Pozndmka. Podle Vrény neni nutné, aby byly stfedy kouli vzdalené alespon o . (Pouze to vyplyne
z dikazu.)

Diikaz. Vezméme libovolné ¢ a dokaZme, Ze pro ndj existuje konecna e-sit. Vezméme bod z1, vy-
tvorme kouli Bj(z1,¢). Lezi v kouli cely prostor? Pokud ano mdme kone¢nou e-sit, pokud ne,
vezméme bod xo z X \ B; a vyrobme dals{ kouli se stfedem v tomto bodé By (s, €). Lezi v téchto dvou
koulich cely prostor? Pokud ano, méme koneénou e-sif, pokud ne, pokracujeme déale s vytvaienim
kouli se stfedy v doplncich. Prostor musi byt pokryt konetnym poctem kouli, protoze pokud by
nebyl, dostdvdme posloupnost stfedt kouli {z,,}]°, které jsou vzdaleny alespori o € a nemd nemd
tudiz hromadnou hodnotu, coz je spor s predpokladem. O

Véta 1.14 (Weierstrass). Bud (X, ) metricky prostor. Potom X je kompaktni, pravé kdy? kazda
posloupnost ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. a) Implikace = je dokdzand (1.9).
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b) («): Bud A, libovolné pokryti prostoru X. Potom podle 1.11 existuje € tak, %e kazd4 koule
o poloméru € lezi v nékteré z pokryvajicich mnozin. Podle 1.13 stac¢i k pokryti X koneény pocet
téchto kouli. Hledanym koneénym podpokrytim je mnozina nadmnozin kouli B(z;,¢).

O

1.1. Kompaktnost a spojitost.

Véta 1.15. Bud'te (X, 7x), (Y, 7y) topologické prostory, f : X — Y spojité zobrazeni. Potom je-li
X kompaktni, je i f(X) kompaktni.

Diikaz. Bud S oteviené pokryti f(X). Potom vzor S je oteviené pokryti X, nebot otevienost se
prenasi z Y do X. X je kompaktni, takze f~1(S) méa koneéné podpokryti. Koneénym podpokrytim
f(X) je pak konetnd mnozina obrazti mnozin pokryvajicich X. O

Véta 1.16. Bud f : A — R zobrazeni spojité na kompaktni mnoZiné A. Potom f nabyvi na A
svého infima a suprema.

Dikaz. f(A) je kompaktni, tudiz uzaviend, takZe infimum a supremum v ni lezi. (Uzaviend mnoZina
obsahuje vSechny svoje hromadné body a supremum i infimum jimi jsou) O

Pozndmka. Ale nikoliv vSeho mezi nimi. K tomu je potreba predpoklad souvislosti, ktery bude
probran v nésledujici kapitole.

Definice 1.17. Budte (X, ), (Y,0) metrické prostory. Rekneme, 7e zobrazeni f : X — Y je
stejnomérné spojité, prave kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Vr,y € X)(e(z,y) <0 = o(f(x), f(y)) <e).

Pozndmka. Uvédomme si, ze na metrickych prostorech je definice 7?7 ekvivalentni s nasi ,starou“
definici spojitosti: zobrazeni f : (X, 0) — (Y, 0) je spojité, pravé kdyz

(Vz € X)(Ve > 0)(30 > 0)(Vy € X)(o(z,y) <6 = o(f(x), f(y)) < e).
Véta 1.18 (Cantor). Zobrazeni f spojité na kompaktni mnoZiné X je spojité stejnomérné.
Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Necht plati
(F2>0)(V0 > 0)(3w,y € X)(o(z,y) <dAa(f(x), fy)) = e).
Bud {z,};",{yn}; posloupnosti takové, ze plati

Q(xn7yn) < %7 J(f(xn)af(yn)) > €.

Protoze mnozina je kompaktni, existuje vybrand konvergentni podposloupnost z;, — . Dale plati

o(Yr,.,v) < o(k,, Yr,) + (T, T),
tedy i yg, konverguje k x.
Ze spojitosti f vyplyva existence & > 0 takového, Ze pro vSechna z’ takovd, ze o(z',z) < ¢ je
o(f(x"), f(x)) < §. Protoze xy, a y, konverguji, existuje m takové, ze o(z,,,z) < 6 a 0(yk,,,x) < 9,
takze

o(f(en,), f(@)) < 5 2 o(F (o). f(@)) <

)

[N NO

z ¢ehoz vyplyva

o(f(@h)s f(Yr,)) < o(f(2n,, ), £(2)) + 0(f(Yr,, ), f(2)) <&,

coZ je spor. O



	1. Kompaktní prostory
	1.1. Kompaktnost a spojitost


