
1. Kompaktńı prostory

Definice 1.1. Bud’ X topologický prostor, S ⊂ P(X) systém množin {V }V ∈S . Řekneme, že S
pokrývá X, právě když (∀x ∈ X)(∃V ∈ S)(x ∈ V ).

Řekneme, že systém S1 je podpokryt́ım systému S, právě když:
(I) S1 ⊂ S,

(II) S1 je pokryt́ım X.

Poznámka. Je-li S ⊂ τ , nazýváme pokryt́ı otevřeným pokryt́ım. Někdy zavád́ıme i uzavřené
pokryt́ı S ⊂ cτ ⊂ P(x). Otevřené pokryt́ı se využije při integraci na varietách (MAA4).

Definice 1.2. Topologický prostor nazveme kompaktńım, právě když každé jeho otevřené pokryt́ı
má konečné podpokryt́ı. Množinu A ⊂ X nazveme kompaktńı, právě když A jako topologický
podprostor X je kompaktńı.

Poznámka. (1) Konečné sjednoceńı kompaktńıch množin je kompaktńı. (Pokryjeme je sjedno-
ceńım jejich konečných pokryt́ı.)

(2) Každá konečná množina je kompaktńı. (Pokryjeme ji konečným počtem okoĺı bod̊u této
množiny.)

(3) V metrickém prostoru je každá kompaktńı množina omezená. (S1 =
⋃

n∈N B(x, n) pokrývá
celý prostor, tedy pro pokryt́ı kompaktńı množiny stač́ı jedna koule.)

(4) R neńı kompakt (S = {(−n, n)|n ∈ N} nemá konečné podpokryt́ı), ale R∗ už kompakt je.
(Pokryji ho okoĺımi nekonečen a uzavřeným intervalem z R, který je podle 1.4 kompaktńı)

(5) Kompaktnost neńı metrický pojem (tj. nezáviśı na metrice).

Věta 1.3. Prostor X je kompaktńı, právě když každý systém uzavřených množin s prázdným
pr̊unikem obsahuje konečný podsystém s prázdným pr̊unikem.

D̊ukaz. Množina Aα je uzavřená, právě když ji lze vyjádřit jako Aα = X ∖ Bα, kde Bα je otevřená
množina. Dále plat́ı, pomoćı de Morganových zákon̊u:

∅ =
⋂

α∈I
Aα =

⋂
α∈I

(X ∖ Bα) = X ∖
⋃

α∈I
Bα ⇔ X ⊂

⋃
α∈I

Bα

a existuje konečné podpokryt́ı. □

Poznámka. (1) Bud’ An = An, An ⊃ An+1 klesaj́ıćı (ve smyslu inkluze) posloupnost uzavřených
množin v kompaktńım prostoru a necht’ plat́ı

∞⋂
n=1

An = ∅.

Pak nutně existuje n ∈ N takové, že An = ∅.
(2) (o existenci) Pro klesaj́ıćı posloupnost uzavřených neprázdných množin v kompaktńım pro-

storu muśı platit:
∞⋂

n=1
An ̸= ∅.

(3) (o jednoznačnosti) Bud’ (X, ϱ) kompaktńı metrický prostor, An = An, An ⊃ An+1, d(An) →
0, An ̸= ∅. Pak existuje právě jedno x takové, že plat́ı

x ∈
∞⋂

n=1
An.

Věta 1.4. Každý omezený uzavřený interval I v Rn je kompaktńı.

Poznámka. Intervalem v Rn se mysĺı kartézský součin interval̊u z R.
1
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D̊ukaz. Kontrola!!!!!(nejsem si jistý správnost́ı/pochopeńım tohoto d̊ukazu) (Sporem)

(∃V ∈ S)(I ⊂
⋃

V ∈S
V )(V ∈ τ)

tak, že neexistuje konečné podpokryt́ı S1. Nyńı budu I = [a, b] opakovaně p̊ulit, tj. tvořit posloupnost
uzavřených interval̊u [an, bn]∞n=1 tak, že

(bn − an <
a − b

2n
).

Vždy bude existovat část, která z̊ustává nepokrytá konečným podpokryt́ım. Z věty o p̊uleńı intervalu
plyne, že existuje limitńı bod, který si označ́ıme x. x je hromadným bodem posloupnost́ı (an) a (bn)
a zároveň

(∃V ∈ S)(x ∈ V ).
Protože je toto V otevřené, muśı pokrývat okoĺı x j́ımž, je jeden z interval̊u [an, bn], což je spor
s nepokryt́ım konečným podsystémem (interval [a, b] pokryjeme konečným množstv́ım interval̊u
[an, bn]). □

Věta 1.5. Bud’ A kompaktńı podmnožina Hausdorffova topologického prostoru X. Potom A je
uzavřená.

D̊ukaz. Bud’ x ∈ X ∖ A bod z doplňku množiny A. Pak plat́ı:

(∀y ∈ A)(∃Hx, Hy)(Hx ∩ Hy = ∅).

Dále plat́ı:
A =

⋃
y∈A

(A ∩ Hy) ⊂
⋃

y∈A

Hy,

tedy systém okoĺı Hyα pokrývá množinu A. Protože A je kompaktńı, existuje jej́ı konečné podpokryt́ı,
tedy

A =
n⋃

i=1
(A ∩ Hyi

) ⊂
n⋃

i=1
Hyi

.

Jelikož pro okoĺı bod̊u y a pro odpov́ıdaj́ıćı okoĺı bodu x plat́ı Hxi
∩ Hyi

= ∅, pro pr̊unik všech okoĺı
bodu x plat́ı:

Hx ∩ A =
(

n⋂
i=1

Hxi

)
∩ A = ∅,

tedy existuje okoĺı bodu x disjunktńı s množinou A, takže x ∈ (X ∖ A)◦. Bod x ∈ X ∖A jsme volili
libovolně, proto je doplněk množiny A otevřený, tud́ıž A je uzavřená. □

Věta 1.6. V kompaktńım prostoru jsou všechny uzavřené množiny kompaktńı.

D̊ukaz. Pro libovolnou uzavřenou množinu M nalezneme jej́ı pokryt́ı {Gα} a doplńıme ho otevřenou
množinou G := X ∖ M na pokryt́ı celého prostoru X. Nalezneme konečné podpokryt́ı X, označ́ıme
ho {Gi | i ∈ n̂}. Toto pokryt́ı muśı obsahovat G, proto mu dáme prvńı index (kdyby ho neobsahovalo,
tak ho tam přidám, stále to bude konečné podpokryt́ı). Potom {Gi | i ∈ {2, . . . , n}} je konečným
pokryt́ım M . □

Věta 1.7. Bud’
→
X lineárńı prostor konečné dimenze. Potom A ⊂

→
X je kompaktńı, právě když je

uzavřená a omezená.

D̊ukaz. a) Implikace ⇒ je triviálńı. (Plyne z 3 a 1.5)
b) ⇐: Bud’ A omezená a uzavřená.

1)
→
X = Rn, ∥·∥ = ∥·∥∞ (maximová norma, ∀x⃗ ∈

→
X ∥x∥ = maxi∈n̂ |xi|).

A je omezená, tud́ıž A ⊂ B(0, R) ⊂ B(0, R). B(0, R) je interval, který je v Rn kompaktńı. A
je uzavřená v kompaktńım prostoru, tedy A je kompaktńı.
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2)
→
X = V n, ∥·∥ = ∥·∥∞.
Každý vektor x⃗ ∈ V n lze vyjádřit jako kombinaci bazických vektor̊u:

x⃗ =
n∑

i=1
xie⃗i.

Bud’ f : x⃗ 7→ (x1, . . . , xn). Zobrazeńı f je homeomorfismus V n → Rn, tud́ıž (V n, ∥ ∥∞)
a (Rn, ∥ ∥∞) jsou homeomorfńı. (V př́ıpadě

→
X = V n nad komplexńımi č́ısly muśıme vźıt

V n → R2n tak, že bereme zvlášt’ reálnou a komplexńı část xi)
3)

→
X = V n, ∥·∥ libovolná.
Pro libovolný vektor x⃗ plat́ı:

∥x⃗∥ ≤
n∑

i=1

∣∣xi
∣∣ ∥e⃗i∥ ≤

n∑
i=1

∥e⃗i∥ ∥x⃗∥∞ = K ∥x⃗∥∞ ,

což je jedna část nerovnosti z věty ??. Kromě toho z tohoto vztahu vyplývá spojitost identity
(

→
X, ∥·∥∞) → (

→
X, ∥·∥).

Libovolná koule B(⃗0, R) ⊂ (
→
X, ∥·∥) je uzavřená, d́ıky spojitosti je uzavřená i v (

→
X, ∥·∥∞).

A = {x⃗ ∈
→
X | ∥x⃗∥∞ = 1} je uzavřená a omezená v (

→
X, ∥·∥∞).

Dále plat́ı: ⋂
R>0

(
B(⃗0, R) ∩ A

)
= ∅,

nebot’ v pr̊uniku kouĺı lež́ı pouze 0⃗, ten ale nelež́ı v A a plat́ı tedy (∃ϱ > 0)(B(⃗0, ϱ) ∩ A = ∅).
Pak (∀x⃗)(∥x⃗∥ ≤ ϱ ⇒ ∥x⃗∥∞ ̸= 1).
Dokážeme, že v takovém př́ıpadě ∥x⃗∥∞ < 1. Necht’ plat́ı, že ∥x⃗0∥ ≤ ϱ ∧ ∥x⃗0∥∞ > 1. Pak∥∥∥∥ x⃗0

∥x⃗0∥∞

∥∥∥∥ = 1
∥x⃗0∥∞

∥x⃗0∥ < ∥x⃗0∥ ≤ ϱ,

ale ∥∥∥∥ x⃗0

∥x⃗0∥∞

∥∥∥∥
∞

= 1
∥x⃗0∥∞

∥x⃗0∥∞ = 1,

což je spor. Tedy (∀x⃗)(∥x⃗∥ ≤ ϱ ⇒ ∥x⃗∥∞ < 1).
Pro všechny x⃗ ̸= 0⃗ pak plat́ı: ∥∥∥∥ x⃗

∥x⃗∥
ϱ

∥∥∥∥ = ϱ,

tedy ∥∥∥∥ x⃗

∥x⃗∥
ϱ

∥∥∥∥
∞

< 1,

z čehož vyplývá
∥x⃗∥∞ <

1
ϱ

∥x⃗∥ .

Pro x⃗ = 0⃗ ve vztahu nastává rovnost. Dokázali jsme tedy druhou část nerovnosti.
□

Definice 1.8. Bud’ {xn}∞
1 ⊂ X. Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti, právě když

v libovolném okoĺı Ha bodu a lež́ı nekonečně mnoho člen̊u posloupnosti.

Poznámka. (1) (alternativńı definice pro metrický prostor) Necht’ (X, ϱ) je metrický prostor.
Pak a je hromadnou hodnotou posloupnosti (xn) ⇔ existuje vybraná posloupnost (xkn

)
tak, že (xkn

) → a. (Tuto posloupnost sestavujeme tak, že bereme xkn
∈ B(a, 1

n ), takže
potřebujeme metriku a nelze to udělat v topologii)

(2) Jestliže xn → a, pak a je hromadnou hodnotou {xn}∞
1 .

Věta 1.9. V kompaktńım prostoru má každá posloupnost alespoň jednu hromadnou hodnotu.
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D̊ukaz. Necht’ An = {xk}k≥n. Pak An ̸= ∅, An ⊃ An+1, takže plat́ı:

a ∈
∞⋂

n=1
An ̸= ∅,

kde a ∈
⋂∞

n=1 An. Dokážeme nyńı, že a je hromadným bodem, tj. že v každém jeho okoĺı lež́ı ne-
konečně mnoho člen̊u posloupnosti. (Sporem): předpokládejme opak, tedy ∃Ha tak, že {xn}∞

1
⋂

Ha

je konečná. Potom ∃m, tak, že pro ∀n > m je An

⋂
Ha = ∅ ∧ a ∈ An, což je spor (viz definice bodu

v uzávěru). □

Věta 1.10. V kompaktńım Hausdorffově prostoru posloupnost konverguje, právě když má právě
jednu hromadnou hodnotu.

D̊ukaz. Implikace konverguje ⇒ ∃1 je zřejmá. Opačnou implikaci dokážeme sporem. Necht’ posloup-
nost nekonverguje, tj. existuje otevřené okoĺı hromadné hodnoty Ha takové, že v X ∖Ha lež́ı ještě
nekonečně mnoho člen̊u posloupnosti. Plat́ı, že X ∖Ha = X ∖ Ha, tedy X ∖Ha je kompaktńı. Podle
1.9 tam ale posloupnost muśı mı́t daľśı hromadnou hodnotu, což je spor. □

Lemma 1.11 (Lebesgue). Bud’ (X, ϱ) metrický prostor, kde každá posloupnost má alespoň jednu
hromadnou hodnotu, S = {V }V ∈S otevřené pokryt́ı tohoto prostoru. Potom existuje ε tak, že každá
koule o poloměru ε lež́ı alespoň v jedné z pokrývaj́ıćıch množin.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme existenci takového otevřeného pokryt́ı S, že pro každé ε existuje
koule o poloměru ε taková, jenž neńı podmnožinou žádné z pokrývaj́ıćıch množin z S.

Vezměme tedy takové pokryt́ı S = {V }V ∈S a uvažujme posloupnost {εn}∞
1 = 1/n. Pro ni existuje

posloupnost kouĺı {Bn(xn, εn)}∞
1 , které nejsou podmnožinou žádné z pokrývaj́ıćıch množin V ∈ S.

Dle předpokladu věty existuje pro posloupnost střed̊u {xn}∞
1 vybraná posloupnost xkn

→ a.
Nalezněme V ∈ S tak, aby a ∈ V ◦; potom určitě ∃B(a, r) ⊂ V .

Z definice limity najděme n1 tak, aby (∀n > n1)(ϱ(xkn , a) < r
2 ), a n2 tak, aby (∀n > n2)( 1

kn
< r

2 ).
Po volbě n0 = max{n1, n2} plat́ı (∀n > n0)( {Bkn

}∞
1 ⊂ V ), což je spor s volbou posloupnosti

{Bn}∞
1 . □

Definice 1.12. ε-śıt́ı v metrickém prostoru (X, ϱ) rozumı́me množinu kouĺı o poloměru ε pokrývaj́ıćı
X.

Poznámka. Definice ε-śıtě neńı jednotná. Někdy se výše uvedený pojem nazývá ε-pokryt́ım a v
definici ε-śıtě se nav́ıc požaduje minimálńı vzdálenost střed̊u kouĺı o ε.

Lemma 1.13 (Borel). Bud’ (X, ϱ) metrický prostor, v němž každá posloupnost má alespoň jednu
hromadnou hodnotu. Potom pro každé ε existuje konečná ε-śıt’ (se středy kouĺı vzdálenými od sebe
minimálně o ε).

Poznámka. Podle Vrány neńı nutné, aby byly středy kouĺı vzdálené alespoň o ε. (Pouze to vyplyne
z d̊ukazu.)

D̊ukaz. Vezměme libovolné ε a dokažme, že pro něj existuje konečná ε-śıt’. Vezměme bod x1, vy-
tvořme kouli B1(x1, ε). Lež́ı v kouli celý prostor? Pokud ano máme konečnou ε-śıt’, pokud ne,
vezměme bod x2 z X∖B1 a vyrobme daľśı kouli se středem v tomto bodě B2(x2, ε). Lež́ı v těchto dvou
kouĺıch celý prostor? Pokud ano, máme konečnou ε-śıt’, pokud ne, pokračujeme dále s vytvářeńım
kouĺı se středy v doplňćıch. Prostor muśı být pokryt konečným počtem kouĺı, protože pokud by
nebyl, dostáváme posloupnost střed̊u kouĺı {xn}∞

1 , které jsou vzdáleny alespoň o ε a nemá nemá
tud́ıž hromadnou hodnotu, což je spor s předpokladem. □

Věta 1.14 (Weierstrass). Bud’ (X, ϱ) metrický prostor. Potom X je kompaktńı, právě když každá
posloupnost má konvergentńı podposloupnost.

D̊ukaz. a) Implikace ⇒ je dokázaná (1.9).
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b) (⇐): Bud’ Aα libovolné pokryt́ı prostoru X. Potom podle 1.11 existuje ε tak, že každá koule
o poloměru ε lež́ı v některé z pokrývaj́ıćıch množin. Podle 1.13 stač́ı k pokryt́ı X konečný počet
těchto kouĺı. Hledaným konečným podpokryt́ım je množina nadmnožin kouĺı B(xi, ε).

□

1.1. Kompaktnost a spojitost.

Věta 1.15. Bud’te (X, τX), (Y, τY ) topologické prostory, f : X → Y spojité zobrazeńı. Potom je-li
X kompaktńı, je i f(X) kompaktńı.

D̊ukaz. Bud’ S otevřené pokryt́ı f(X). Potom vzor S je otevřené pokryt́ı X, nebot’ otevřenost se
přenáš́ı z Y do X. X je kompaktńı, takže f−1(S) má konečné podpokryt́ı. Konečným podpokryt́ım
f(X) je pak konečná množina obraz̊u množin pokrývaj́ıćıch X. □

Věta 1.16. Bud’ f : A → R zobrazeńı spojité na kompaktńı množině A. Potom f nabývá na A
svého infima a suprema.

D̊ukaz. f(A) je kompaktńı, tud́ıž uzavřená, takže infimum a supremum v ńı lež́ı. (Uzavřená množina
obsahuje všechny svoje hromadné body a supremum i infimum jimi jsou) □

Poznámka. Ale nikoliv všeho mezi nimi. K tomu je potřeba předpoklad souvislosti, který bude
probrán v následuj́ıćı kapitole.

Definice 1.17. Bud’te (X, ϱ), (Y, σ) metrické prostory. Řekneme, že zobrazeńı f : X → Y je
stejnoměrně spojité, právě když

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ X)(ϱ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε).

Poznámka. Uvědomme si, že na metrických prostorech je definice ?? ekvivalentńı s naš́ı ”starou“
definićı spojitosti: zobrazeńı f : (X, ϱ) → (Y, σ) je spojité, právě když

(∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀y ∈ X)(ϱ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε).

Věta 1.18 (Cantor). Zobrazeńı f spojité na kompaktńı množině X je spojité stejnoměrně.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Necht’ plat́ı
(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, y ∈ X)(ϱ(x, y) < δ ∧ σ(f(x), f(y)) ≥ ε).

Bud’ {xn}∞
1 , {yn}∞

1 posloupnosti takové, že plat́ı

ϱ(xn, yn) <
1
n

, σ(f(xn), f(yn)) ≥ ε.

Protože množina je kompaktńı, existuje vybraná konvergentńı podposloupnost xkn
→ x. Dále plat́ı

ϱ(ykn
, x) ≤ ϱ(xkn

, ykn
) + ϱ(xkn

, x),
tedy i ykn

konverguje k x.
Ze spojitosti f vyplývá existence δ > 0 takového, že pro všechna x′ taková, že ϱ(x′, x) < δ je

σ(f(x′), f(x)) < ε
2 . Protože xkn a ykn konverguj́ı, existuje m takové, že ϱ(xkm , x) < δ a ϱ(ykm , x) < δ,

takže
σ(f(xkm

), f(x)) <
ε

2 a σ(f(ykm
), f(x)) <

ε

2 ,

z čehož vyplývá
σ(f(xkm

), f(ykm
)) ≤ σ(f(xkm

), f(x)) + σ(f(ykm
), f(x)) < ε,

což je spor. □
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