1. FUNKCNT RADY

Definice 1.1. Bud {f,},” posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C,
Fo(z) = >4 _¢ fr(2) pro viechna z € A a vechna n € Ny. Pak usporadanou dvojici ({fn}o , {Fnl}o )
nazveme funkéni fadou a znaéime > ° f,.

Pokud funkéni posloupnost {Fn}go mé na mnoziné A limitni funkci F, nazveme ji sou¢tovou
funkci fady > o f, a piSeme Y ° f, = F.

Pozndmka. (1) F, — n-ty ¢astecny soucet; {F,};  — posloupnost ¢astecnych soucti.
(2) Studovat fadu pro nds znamena studovat posloupnost jejich ¢stecnych soudti.

(3) S funkénimi fadami jsme se jiz setkali — mocninné fady.

Definice 1.2. Rekneme, 7e fada Y20° fn(2) = ({fa(2)}°, {Fn(2)}) stejnomérné konverguje na
mnoziné A, jestlize na mnoziné A stejnomérné konverguje posloupnost {F,(z)},°.

Vé&ta 1.3 (Bolzano, Cauchy). Rada >0 fn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A pravé tehdy,
jestlize pro vSechna kladna cisla e existuje ng € R tak, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > ng, pro
vSechna prirozend Cisla p a vSechna z € A plati:
n+p

> f(2)

k=n-+1

<eE.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze ZZIZH fr(2) = Frip(2) — Fo(2), stadi aplikovat vétu ?? na posloup-
nost {F,}q . O

Pozndmka. Odsud plyne nutnd podminka pro stejnomérnou konvergenci rady:
o0
A A
n=0

Véta 1.4 (Weierstrassovo kritérium). Bud'te {f,}o" a {gn}g dvé posloupnosti funke{ definovanych
na mnoziné A. Necht déle pro vSechna z € A a vSechna n € Ny plati: |f,(2)] < gn(z). Potom,
konverguje-li fada Y o gn(2z) stejnomérné na mnoziné A, konverguje stejnomérné na mnoziné A

také Fada > fn(2).

Diikaz. Plyne z nerovnosti

n-+p n+p
SN r@)| <Y ailz)
k=n+1 k=n+1
a z véty 1.3. O

Pozndmka. Radu obvykle majorizujeme (shora odhadujeme) konvergentni ¢iselnou fadou, kterd je
z definice téz stejnomérné konvergentni a splnuje predpoklady 1.4.

Véta 1.5. Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkef definovanych na mnoziné A, {g,}, mo-
notonni posloupnost redlnych funkei definovanych na A. Oznaéme F,, = Y ,_, fr. Necht déle je
splnéno nékteré z nasledujicich kritérii:
A
(i) (Dirichlet) {F,}" stejné omezend na A a g,(z)==0.
A

(ii) (Abel) F,(2)== a {gn}, stejné omezend na A.

Potom fada Y~ fn(2)gn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A.

Diikaz. Dukaz je zalozen na Abelové parcidlni sumaci: Pro libovolné n € Ny a p € N plati:

n+p n+p n+p—1
(1) Z fkgk = Z (Fn,kfn - n,kflfn)gk = Z Fn,kfn(gk - gk+1) + Fn.,pgn+pv
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
kde F), j = Z?::H f; = Fnyr — F,, oznacuje tsek Fady.
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a) Necht je splnéna podminka (i); potom existuje kladné ¢islo K tak, Ze pro vSechna n € Ny a
vSechna z € A je |F,(z)| < K. Zvolme nyni ¢ > 0. Existuje ng tak, ze pro vSechna z € A a
vSechna n > ng bude [g,(2)| < §%. Podle (1) potom pro vSechna n > ng, véechna p € N a
vSechna z € A plati:

n+p n+p—1
Z fr(2)gr(2)| = Z Fok—n(2)(96(2) — gr1(2)) + Fop(2)gnip(2)| <
k=n+1 k=n+1
n+p—1
< Y k(@) 96(2) = ki1 ()] + [ Fop(2)] gntp(2)] <
k=n+1
+n+p—1
< 2K< Y lk(2) = g (2) + Ign+p(2)l> =
k=n-+1

= 2K(|9n+1(2) = gn4p(2)] + [gn1p(2)]) <
< 2K(|gn+1(2)| + |gntp(2)] + [gn1p(2)]) <

Rovnost mezi tietim a ¢tvrtym fadkem plati diky tomu, Ze posloupnost {g,};" je monotonni, a
proto maji vSechny rozdily gx(z) — gx+1(2) stejné znaménko.

b) Je-li splnéna podminka (ii), pak existuje kladné ¢éislo M tak, Ze pro vSechna n € Ny a vSechna
z € Aje |gn(2)| < M. Zvolme opét € > 0. Nyni existuje ng € R tak, ze pro vSechna pfirozena
n > ng, vSechna p € N a vSechna z € A bude |F}, ,(2)| < 35;. Potom ovSem podle (1) pro vSechna
n > ng a vSechna z € A plati:

n+p—1

< D Fak-n(2)] 95(2) = gei1 (2)] + [Fnp(2)] |9n4p(2)] <
k=n-+1

n+p—1
<= ( S Ik(a) — gran ()] + |gn+p<z>> -

k=n+1

n+p

> f(2)gi(2)

k=n-+1

€
= mﬂgnﬂ(z) = gntp(2)| + [gn1p(2)]) < e
Odtud potom jak v bodé a), tak v bodé b) dostdvame podle véty 1.3 stejnomérnou konvergenci fady

>0 fu(2)gn(z) na mnozing A. O

Véta 1.6. (Abel) Bud > a,(z—20)" mocninnd fada s kladnym polomérem konvergence R. Potom
fada Y o a,(z — 29)" konverguje stejnomérné na kazdém kruhu B(zo,7), kde r < R.

Diikaz. Bud r € (0, R), potom pro vSechna z € B(z9,r) a vSechna n € Ny plati |a,(z — 20)"| <
lan|r™. Odtud a z véty 1.4 vyplyva stejnomérnd konvergence fady Y o a,(z — zp)" na mnoziné
B(zg,T). O

Pozndamka. (1) Proto se jako stejnomérné konvergentni majorizujici fada do 1.4 ¢asto pouzivé
také mocninna fada.

(2) Alternativn{ znéni: Mocninné fada konverguje na kazdé kompaktni mnoziné, kterd je ¢dsti
vnittku oboru konvergence.

Véta 1.7. (1. véta Abelova) Necht mé redlnd mocninnd fada Yo a,(z — xo)" kladny polomér
konvergence R. Potom, konverguje-li fada Zgo an(x—x9)™ v bodé o+ R resp. 9— R, pak konverguje
stejnomérné na intervalu [zg, 2o + R] resp. [xg — R, g].

Diikaz. Necht napf. fada Y ,° an(z — x9)™ konverguje v bodé zg + R. Potom

ian(ar — )" = ianR” <T)n .
0 0

Protoze pro vSechna x € [z, zo + R] a vSechna n € Ny je |%| <laftada ) ; a,R" stejnomérné
konverguje na intervalu [zg, zg + R], je tvrzeni véty dusledkem Abelova kritéria 1.5 (ii). O
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Véta 1.8 (o limité). Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C
a necht

(I) 20 € A/;
(IT) Pro vSechna n € Ny existuje lim,_, ., rea fn(2) = an;
(ITT) Rada Y " fn(2) konverguje stejnomérné na mnoziné A k F(z).
Potom plati:
(i) Rada 3 5° a, konverguje;
(if) Existuje lim, ., .ca F'(2);
(iil) lHmzzg2ca F(2) =30 an.
To jest:

IS WACED SPAS

z€A n=0 n=0 z€A

Diikaz. Polozme F,(z) = Y 1_o fu(2), sn = Y p_oakx pro n € Ng. Potom lim,_, ., .ca F,(2) = Sn,
A
F,(2)== F(z) a tvrzeni véty je diusledkem ?7. O

Véta 1.9 (o spojitosti). Bud {f,}]" posloupnost funkei definovanych na mnoziné A a spojitych
v bodé zg € A (vzhledem k A). Potom, konverguje-li fada Y ,° f,(z) stejnomérné na mnoziné A, je
jeji souctova funkce spojitd v bodé zy vzhledem k mnoziné A.

Dikaz. Plyne z véty 1.8 a dukazu véty 77 O

Véta 1.10 (2. véta Abelova). Konverguje-li mocninng fada s redlnymi koeficienty, s kladnym po-
lomérem konvergence R a se stifedem v bodé xg v bodé xg + R resp. v bodé g — R, je jeji souCtova
funkce spojita v bodé xg + R zleva, resp. v bodé xg — R zprava.

Diikaz. Necht napi. mocninnd fada konverguje v bodé z¢ + R. Potom podle véty 1.7 konverguje tato
fada stejnomérné na intervalu [xg, 2o + R] a tudiz dle véty 1.9 musi byt jeji souc¢tova funkce spojita
na intervalu [xg, zo+ R] vzhledem k intervalu [zg, o+ R]. Specidlné musi byt souc¢tové funkce spojité
v bodé xp + R zleva. O

Véta 1.11 (o derivaci). Bud {f,}, posloupnost redlnjch diferencovatelnych funkei na omezeném
a otevieném intervalu J C R takovych, ze plati:

(I) Existuje ¢ € J tak, ze fada > o fn(c) konverguje;

(IT) Rada > f/(x) konverguje stejnomérné na intervalu 7.
Potom plati:

(i) Rada >0 fn(z) konverguje stejnomérné na intervalu J;

ii) Souétova funkce F fady > o f, je diferencovatelnd na intervalu J;

0

(iii) Derivace F’ je souc¢tovou funkef fady Y " f7.

To jest:
o0 o0
I
(D 1a(2) =D fu(2)
n=0 n=0
Diikaz. Staci uzit vétu 7?7 na posloupnost ¢astecnych soucti. O

Véta 1.12 (o integraci). Bud { fn}go posloupnost riemannovsky integrabilnich funkci na intervalu
[a,b]. Necht déle fada > o fn(x) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a F bud jeji souttova
funkce. Potom i funkce F je integrabilni na intervalu [a,b] a plati:

b

o b
/F(x) dz = zo:/fn(a:) dz.

a a

Diikaz. Plyne z véty 77. O



Véta 1.13. Bud {f,}, posloupnost riemannovsky integrabilnich funkef na intervalu [a,b]. Necht
déle fada > o fn(z) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a ozna¢me F' jeji souttovou funkei.
Potom pro kazdou funkei g, kterd ma absolutné konvergentni zobecnény integral na intervalu [a, b],

plati:
b

[ Pyt o i / fu(@)g(z) de

a

Dikaz. Podle véty 1.12 je funkce F' riemannovsky integrabilni na intervalu [a,b] a tudiz vSechny
zobecnéné integraly f; fo(x)g(z)dz a fab F(z)g(z)dx absolutné konverguji. Zbyva tedy dokazat
vySe uvedenou rovnost. Ze stejnomérné konvergence fady Y ,° f,(z) na intervalu [a, b] plyne, Ze ke
zvolenému kladnému ¢islu € existuje ng € R tak, ze pro vsechna prirozend ¢isla n > ng a pro vSechna
x € [a,b] je .

F,(x)— F(x _
[Fn(z) — F( )|<1+f:|g(:r)|dx

kde F,, = >_}'_, fr- Potom pro n > ng plati:

ST O A s
/|F (@) lg(@)] d </m<

Pozndmka. (1) Pravé dokdzand véta je na prednasce zahrnuta v rdmeci dikazu ??. Podobnych
pripadi, kde se poradi vét lisi od prednasky, muze byt vzhledem k faktu, ze Vrana prednasi
zpameéti, vice.

g

(2) Ve skutecnosti nezalezi na tom, zdali méame funkci integrabilni na (a,b) & [a,b], nebot
integral na krajnich hodnotach nezélezi. Ve vSech definicich tykajicich se integrability mohou
byt namisto uzavienych intervali oteviené a naopak, to plati i pro nasledujici kapitolu. Na
predndsce se znadi /a,b/.
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