1. DERIVACE VYSSICH RADU

Definice 1.1. Bud f : X — Y diferencovatelné v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Necht
zobrazeni f’: x — f’(z) je diferencovatelné v zy € Dom f. Potom fekneme, Ze zobrazeni f je v xg
dvakrét diferencovatelné (mé v zo derivaci 2. fadu).

Poznamka. (1) Pro definici vyssi diferencovatelnosti je zapotiebi derivovat zobrazeni z prostoru
- =
X do prostoru £(X,Y). Odtud vyplyva nutnost definovat derivaci zobrazeni v obecnéjsich

prostorech — pfi studiu pouze zobrazeni z R™ do R™ by bylo obtizné definovat vyssi derivace.

— - -
(2) Dle definice je (f') (xo) € L(X,L(X,Y)). Tento prostor je linedrné izometricky s prostorem
- = = — - — - = —
v8ech bilinedrnich zobrazen{ X x X — Y. Zna¢ime L(X,L(X,Y)) = Lo(X, X;Y) (izometrie
odpovidd homeomorfismu metrickych prostorti, tj. dané prostory jsou z hlediska metrickych
vlastnosti nerozlisitelné).

Definice 1.2. Existuje-li (f')'(z0), potom 2. derivaci zobrazeni f v bodé xy rozumime zobrazeni
- = —
f”(l’o) € ‘CQ(Xa Xa Y)a tedy

7o) (B = ((F) o)) E = ((7)(@0)F) (o)

Véta 1.3. Necht existuje f”(xg). Pak v zg existuje derivace 2. ¥adu v libovolnych dvou smérech a

plati
2

0
fra(eo) = 5o (o) = £ (w0) (5, 8) = (f'(20)8) (o)
Véta 1.4. Druha derivace je symetrické bilinedrni zobrazeni.
(@) (h, k) = f"(wo) (K, h)

Diikaz provedeme pro f: X — R. Zvolime libovolné nenulové volné vektory f_i, k. Uvazujme kouli
B(zo,7), kde je derivace f’ omezend (z definice druhé derivace musi ta prvni v té kouli existovat).

Vezmeme-li 8(||h|| + ||k||) < r, pak pro |t| < & plati, Ze body zo, (zo + th), (zo + tk), (zo + t(h + k))
lezi v kouli B. Pro E, ktery lezi na tsecce 5 € [6, E} Ize definovat

—

9(€) = f(wo +tE+E)) — flwo +tE)
F(t) = f(zo + t(h +k)) — f(zo + th) — f(zo + th) + f(zo) = g(h) — g(0) = g'()h =
= t(f'(wo + t(E+K)) — f'(xo + tE))h.
Protoze
F1(@) = (o) + (") (wo)(x — wo) + w(x) ||z — wol|,
plati
F(t)=t ((f’)’(xo)tE + wlxo + tE+EK)) Ht(5+ E)H — w(zo + &) Htf”) h.

—

(Cleny f'(x0) a f'(t€) se odeCtou)

kde

}gr(l) v(t) =0.

Protoze F(t) je symetrické v ka f_i, analogickymi tpravami 1ze dospét ke vztahu
F(t -\ -
O (7 o) & 4o,
takze 2. derivace je symetricka. O




Pozndmka. (1) Bud f: X — R, dim X < co. Potom druhd derivace f”(z¢) je kvadraticka forma
a jeji matici nazyvdme Hessovou matici a jeji determinant Hesidnem. Pro f(z() plati
polarizaén{ identity a dals{ vlastnosti kvadratickych forem. Navic f”(zq) ~ J(grad f(z¢)) (~
znadi ekvivalenci matic).

(2) Derivace m-tého fddu je symetricky tenzor m-tého fadu, tj.

£ (o) (h?,...,h}) = Y fain(zo) B H

i1y =1

Pokud je tedy zobrazeni v daném bodé m-krat diferencovatelné, pak smérové derivace m-
tého fadu nezavisi na poradi derivovani. Dle nasledujici véty vSak diferencovatelnost v bodé
neni nutnou podminkou pro zdménu smérovych derivaci.

Véta 1.5 (H. A. Schwarz). Jestlize ma zobrazeni f v bodé z( spojitou derivaci fzz(xo) a existuje
75(T0), pak jsou zd&ménné.
Véta 1.6. Bud f : X — Y zobrazeni a necht existuje f(™ (20). Potom existuje okoli H,, a zobrazen{

—
w: Hy, — Y takové, Ze pro kazdé x € H,, plati
LA - —||m
fa) = 3 ol +ola) (i e

kde h =2 — z¢ a limg_yq w(z) =0a

Diikaz. Vétu dokézeme pro Y C R. Dikaz lze provést indukci. Pro m = 1 véta ziejmé plati diky
pozndmce ?7.?77. Piedpoklddejme tedy platnost véty pro m € N. Bud f zobrazeni (m + 1)-kréat
diferencovatelné v bodé xy a zaved me pomocné zobrazeni g : )_5 — 17' definované predpisem
. Looomily N
g(h) = f(zo+h) - Z ﬁf(l)(xo)iﬂ
i=0
Uvédomme si, ze g je diferencovatelné na jistém okoli bodu 0 a 7e plati
m+1
g ()= fwo+h) =Y

i=1

1
il

(i _ 1)' (f/)(i_l)(SCO)ﬁi_1 = f/<-'170 + f_i) - : (']N)(l)(l’())]_iz

K

NE

I
=)

Podle indukéniho predpokladu nyni existuje okoli Hy, a zobrazeni pn : X — Y takové, Ze pro vSechna
h, pro ktera je zo + h € H,,, plati

g'(h) = p(wo + h) ||7

lim p(z) =0.

T—rTo

)

Pro Y C R podle véty 7?7 dostavame

=, =

9() = g() = 9(0) = ¢'(€)h = (o + &) ] I

o] < o+ " [ < oo+ AT
nebot ﬂ‘ < HEH Pro vSechna z € H,, tedy plati
fla) = mz_? 2/ @) (@ = wo)' = w(@) o = wo ™

kde ||w(z)|| < H,u(xo —|—E)H a tudiz lim,_,,, w(z) = 0. O
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Véta 1.7 (Taylor). Bud f: X — R takova, ze f € C™ [xg, ] (na tselce!) a f € C™ (g, z). Pak
existuje £ € (xg, z) takové, ze plati:

1o ARG m+1
f(@zgﬁf()(xo)(x—xo) +m($—$o) A

Diikaz. Definujme funkci
o(t) = f(xo + t(z — 20)).
Pak
¢'(t) = f'(zo +t(z — 20))(z — 20), ¢'(0) = f'(z0)(z — 20),
¢"(0) = f"(wo)(w — m0)*, ¥ (0) = fW (wo)(x — wo)".
©(t) je zobrazeni R — R, lze tedy uplatnit klasickou verzi Taylorovy véty:

_ 1 i <P(m+1)(19)
(1) = ; ZTP( 1(0) + T

Definice 1.8 (ti{dy hladkosti). Bud A = A°, A C Dom f. Rekneme, 7e f je t¥idy:
(I) C* na A (znaéime f € C*(A)), pokud v kazdém bodé zq € A existuji f'(zo), f”(z0), ..., f*) (z0)
a pokud f/, f”, ..., f*) € CO(A), tj. f je na A spojité diferencovatelna do ¥adu F;
(IT) C*°, pokud f m4 na A spojité derivace vSech fadu, tj. f je na A hladka;
(III) C¥, pokud f € C* a jeji Tayloruv rozvoj v libovolném bodé zy € A konverguje k f, tj. f je
na A analyticka.
Pokud se explicitné neuvede mnozina A, na které dany vyrok plati, mini se obvykle maximélni
moznd, tj. Dom f. V tomto pfipadé klasifikace zahrnuje pfedpoklad Dom f = (Dom f)°!

Pozndmka. Obecné plati

c'o>ctoC?o--DC® o
Méné ziejmé je, ze ani jedna inkluze neni rovnosti.
Priklad. Funkce f :R™ — R zadand

e/UelP=1 iz < 1
(z) =
0 ]l = 1.
je hladké na celém Dom f, tj. f € C°°(R™). Plati v8ak f(")(z) = 0 — jeji Taylortiv rozvoj v okoli nuly
tedy odpovid4 vSude nulové funkei, tj. f & C¥(R™). Tuto funkci doc. Krbalek nazyvéd Cimrmanovou
burinkou.
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