
1. Derivace vyšš́ıch řád̊u

Definice 1.1. Bud’ f : X → Y diferencovatelné v každém bodě svého definičńıho oboru. Necht’
zobrazeńı f ′ : x 7→ f ′(x) je diferencovatelné v x0 ∈ Dom f . Potom řekneme, že zobrazeńı f je v x0
dvakrát diferencovatelné (má v x0 derivaci 2. řádu).

Poznámka. (1) Pro definici vyšš́ı diferencovatelnosti je zapotřeb́ı derivovat zobrazeńı z prostoru
X do prostoru L(

→
X,

→
Y ). Odtud vyplývá nutnost definovat derivaci zobrazeńı v obecněǰśıch

prostorech — při studiu pouze zobrazeńı z Rn do Rm by bylo obt́ıžné definovat vyšš́ı derivace.

(2) Dle definice je (f ′)′(x0) ∈ L(
→
X, L(

→
X,

→
Y )). Tento prostor je lineárně izometrický s prostorem

všech bilineárńıch zobrazeńı
→
X ×

→
X →

→
Y . Znač́ıme L(

→
X, L(

→
X,

→
Y )) ∼= L2(

→
X,

→
X;

→
Y ) (izometrie

odpov́ıdá homeomorfismu metrických prostor̊u, tj. dané prostory jsou z hlediska metrických
vlastnost́ı nerozlǐsitelné).

Definice 1.2. Existuje-li (f ′)′(x0), potom 2. derivaćı zobrazeńı f v bodě x0 rozumı́me zobrazeńı
f ′′(x0) ∈ L2(

→
X,

→
X;

→
Y ), tedy

f ′′(x0)(⃗h, k⃗) =
(

(f ′)′(x0)⃗h
)

k⃗ =
(

(f ′)(x0)k⃗
)′

(x0)⃗h.

Věta 1.3. Necht’ existuje f ′′(x0). Pak v x0 existuje derivace 2. řádu v libovolných dvou směrech a
plat́ı

fv⃗w⃗(x0) = ∂2

∂w∂v
f(x0) = f ′′(x0)(w⃗, v⃗) = (f ′(x0)v⃗)′ (x0)w⃗

Věta 1.4. Druhá derivace je symetrické bilineárńı zobrazeńı.

f ′′(x0)(⃗h, k⃗) = f ′′(x0)(k⃗, h⃗)

D̊ukaz provedeme pro f : X → R. Zvoĺıme libovolně nenulové volné vektory h⃗, k⃗. Uvažujme kouli
B(x0, r), kde je derivace f ′ omezená (z definice druhé derivace muśı ta prvńı v té kouli existovat).
Vezmeme-li δ(∥h⃗∥ + ∥k⃗∥) < r, pak pro |t| < δ plat́ı, že body x0, (x0 + t⃗h), (x0 + tk⃗), (x0 + t(⃗h + k⃗))
lež́ı v kouli B. Pro ξ⃗, který lež́ı na úsečce ξ⃗ ∈

[⃗
0, h⃗

]
lze definovat

g(ξ⃗) = f(x0 + t(ξ⃗ + k⃗)) − f(x0 + tξ⃗)

F (t) = f(x0 + t(⃗h + k⃗)) − f(x0 + t⃗h) − f(x0 + tk⃗) + f(x0) = g(⃗h) − g(⃗0) = g′(ξ⃗)⃗h =

= t(f ′(x0 + t(ξ⃗ + k⃗)) − f ′(x0 + tξ⃗))⃗h.

Protože
f ′(x) = f ′(x0) + (f ′)′(x0)(x − x0) + ω(x) ∥x − x0∥ ,

plat́ı
F (t) = t

(
(f ′)′(x0)tk⃗ + ω(x0 + t(ξ⃗ + k⃗))

∥∥∥t(ξ⃗ + k⃗)
∥∥∥ − ω(x0 + tξ⃗)

∥∥∥tξ⃗
∥∥∥)

h⃗.

(členy f ′(x0) a f ′(tξ⃗) se odečtou)
F (t)
t2 =

(
(f ′)′(x0)k⃗

)
h⃗ + ν(t),

kde
lim
t→0

ν(t) = 0.

Protože F (t) je symetrické v k⃗ a h⃗, analogickými úpravami lze dospět ke vztahu
F (t)
t2 =

(
(f ′)′(x0)⃗h

)
k⃗ + η(t),

takže 2. derivace je symetrická. □
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Poznámka. (1) Bud’ f : X → R, dim X < ∞. Potom druhá derivace f ′′(x0) je kvadratická forma
a jej́ı matici nazýváme Hessovou matićı a jej́ı determinant Hesiánem. Pro f ′′(x0) plat́ı
polarizačńı identity a daľśı vlastnosti kvadratických forem. Nav́ıc f ′′(x0) ∼ J(grad f(x0)) (∼
znač́ı ekvivalenci matic).

(2) Derivace m-tého řádu je symetrický tenzor m-tého řádu, tj.

f (m)(x0)
(

h⃗1, . . . , h⃗m

)
=

n∑
i1,...,im=1

fi1...im(x0) hi1
1 . . . him

m .

Pokud je tedy zobrazeńı v daném bodě m-krát diferencovatelné, pak směrové derivace m-
tého řádu nezáviśı na pořad́ı derivováńı. Dle následuj́ıćı věty však diferencovatelnost v bodě
neńı nutnou podmı́nkou pro záměnu směrových derivaćı.

Věta 1.5 (H. A. Schwarz). Jestliže má zobrazeńı f v bodě x0 spojitou derivaci fv⃗w⃗(x0) a existuje
fw⃗v⃗(x0), pak jsou záměnné.

Věta 1.6. Bud’ f : X → Y zobrazeńı a necht’ existuje f (m)(x0). Potom existuje okoĺı Hx0 a zobrazeńı
ω : Hx0 →

→
Y takové, že pro každé x ∈ Hx0 plat́ı

f(x) =
m∑

i=0

1
i!f

(i)(x0)⃗hi + ω(x)
∥∥∥h⃗

∥∥∥m

,

kde h⃗ = x − x0 a limx→x0 ω(x) = 0 a

L(⃗h, . . . , h⃗︸ ︷︷ ︸
r-krát

) = Lh⃗r.

D̊ukaz. Větu dokážeme pro Y ⊂ R. Důkaz lze provést indukćı. Pro m = 1 věta zřejmě plat́ı d́ıky
poznámce ??.??. Předpokládejme tedy platnost věty pro m ∈ N. Bud’ f zobrazeńı (m + 1)-krát
diferencovatelné v bodě x0 a zaved’me pomocné zobrazeńı g :

→
X →

→
Y definované předpisem

g(⃗h) = f(x0 + h⃗) −
m+1∑
i=0

1
i!f

(i)(x0)⃗hi.

Uvědomme si, že g je diferencovatelné na jistém okoĺı bodu 0⃗ a že plat́ı

g′(⃗h) = f ′(x0 + h⃗) −
m+1∑
i=1

1
(i − 1)! (f

′)(i−1)(x0)⃗hi−1 = f ′(x0 + h⃗) −
m∑

i=0

1
i! (f

′)(i)(x0)⃗hi.

Podle indukčńıho předpokladu nyńı existuje okoĺı Hx0 a zobrazeńı µ : X →
→
Y takové, že pro všechna

h⃗, pro která je x0 + h⃗ ∈ Hx0 , plat́ı

g′(⃗h) = µ(x0 + h⃗)
∥∥∥h⃗

∥∥∥m

,

lim
x→x0

µ(x) = 0.

Pro Y ⊂ R podle věty ?? dostáváme

g(⃗h) = g(⃗h) − g(⃗0) = g′(ξ⃗)⃗h = µ(x0 + ξ⃗)
∥∥∥ξ⃗

∥∥∥m

h⃗,∥∥∥g(⃗h)
∥∥∥ ≤

∥∥∥µ(x0 + ξ⃗)
∥∥∥ ∥∥∥ξ⃗

∥∥∥m ∥∥∥h⃗
∥∥∥ ≤

∥∥∥µ(x0 + ξ⃗)
∥∥∥ ∥∥∥h⃗

∥∥∥m+1
,

nebot’
∥∥∥ξ⃗

∥∥∥ ≤
∥∥∥h⃗

∥∥∥. Pro všechna x ∈ Hx0 tedy plat́ı

f(x) =
m+1∑
i=0

1
i!f

(i)(x0)(x − x0)i − ω(x) ∥x − x0∥m+1
,

kde ∥ω(x)∥ ≤
∥∥∥µ(x0 + ξ⃗)

∥∥∥ a tud́ıž limx→x0 ω(x) = 0⃗. □
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Věta 1.7 (Taylor). Bud’ f : X → R taková, že f ∈ Cm [x0, x] (na úsečce!) a f ∈ Cm+1(x0, x). Pak
existuje ξ ∈ (x0, x) takové, že plat́ı:

f(x) =
m∑

i=0

1
i!f

(i)(x0)(x − x0)i + f (m+1)(ξ)
(m + 1)! (x − x0)m+1.

D̊ukaz. Definujme funkci
φ(t) = f(x0 + t(x − x0)).

Pak
φ′(t) = f ′(x0 + t(x − x0))(x − x0), φ′(0) = f ′(x0)(x − x0),

φ′′(0) = f ′′(x0)(x − x0)2, φ(i)(0) = f (i)(x0)(x − x0)i.

φ(t) je zobrazeńı R → R, lze tedy uplatnit klasickou verzi Taylorovy věty:

φ(1) =
m∑

i=0

1
i!φ

(i)(0) + φ(m+1)(ϑ)
(m + 1)! .

□

Definice 1.8 (tř́ıdy hladkosti). Bud’ A = A◦, A ⊂ Dom f . Řekneme, že f je tř́ıdy:
(I) Ck na A (znač́ıme f ∈ Ck(A)), pokud v každém bodě x0 ∈ A existuj́ı f ′(x0), f ′′(x0), . . . , f (k)(x0)

a pokud f ′, f ′′, . . . , f (k) ∈ C0(A), tj. f je na A spojitě diferencovatelná do řádu k;
(II) C∞, pokud f má na A spojité derivace všech řád̊u, tj. f je na A hladká;

(III) Cω, pokud f ∈ C∞ a jej́ı Taylor̊uv rozvoj v libovolném bodě x0 ∈ A konverguje k f , tj. f je
na A analytická.

Pokud se explicitně neuvede množina A, na které daný výrok plat́ı, mı́ńı se obvykle maximálńı
možná, tj. Dom f . V tomto př́ıpadě klasifikace zahrnuje předpoklad Dom f = (Dom f)◦!

Poznámka. Obecně plat́ı
C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ C∞ ⊃ Cω.

Méně zřejmé je, že ani jedna inkluze neńı rovnost́ı.

Př́ıklad. Funkce f : Rn → R zadaná

f(x) =
{

e1/(∥x∥2−1) ∥x∥ < 1
0 ∥x∥ ≥ 1.

je hladká na celém Dom f , tj. f ∈ C∞(Rn). Plat́ı však f (n)(x) = 0 — jej́ı Taylor̊uv rozvoj v okoĺı nuly
tedy odpov́ıdá všude nulové funkci, tj. f ̸∈ Cω(Rn). Tuto funkci doc. Krbálek nazývá Cimrmanovou
buřinkou.
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