
1. Funkčńı posloupnosti

Definice 1.1. Bud’ {fn}∞
1 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině A ⊂ C. Necht’

dále pro každé z ∈ A č́ıselná posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje. Potom funkci f definovanou na

množině A předpisem z 7→ limn→∞ fn(z) nazýváme limitńı funkćı posloupnosti {fn}∞
1 (též

bodovou limitou posloupnosti).

Definice 1.2. Bud’ f funkce a {fn}∞
1 posloupnost funkćı definovaných na množině A. Řekneme,

že posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje k f(z) stejnoměrně na množině A, jestliže ke každému

kladnému č́ıslu ε existuje n0 ∈ R tak, že pro všechna přirozená n > n0 a všechna z ∈ A plat́ı
|fn(z) − f(z)| < ε. Znač́ıme fn(z) A------------⇒ f(z).

Poznámka. (1) Nezavád́ı se pojem nevlastńı limity.
(2) Stejnoměrná konvergence nezálež́ı na bodu z, proto se mı́sto fn(z) A------------⇒ f(z) ṕı̌se jen fn

A------------⇒ f .
(3) Pojem stejnoměrné konvergence nelze vyslovit bez určeńı množiny, na ńıž konvergence plat́ı.

Zápis fn --------⇒ f tedy nemá smysl.
(4) Stejnoměrná konvergence je jakási konvergence v prostoru, jehož prvky jsou funkce. To je

prvńı krok k odpoutáńı se od pojmu funkčńı hodnota.

Věta 1.3 (supremové kriterium). Posloupnost {fn(z)}∞
1 na množině A konverguje stejnoměrně ke

své limitńı funkci f(z) právě tehdy, když

lim
n→∞

(
sup
z∈A

|fn(z) − f(z)|
)

= 0.

D̊ukaz. Př́ımo z definice dostáváme:

fn(z) A------------⇒ f(z) ⇔ (∀ε > 0)(∃n0)(∀z ∈ A)(∀n > n0)(|fn(z) − f(z)| < ε) ⇔

⇔ (∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)
(

sup
z∈A

|fn(z) − f(z)| ≤ ε

)
⇔

⇔ lim
n→∞

(
sup
z∈A

|fn(z) − f(z)|
)

= 0.

□

Poznámka. (1) Je-li funkce g spojitá na kompaktńı množině A, dle ?? nabývá svého suprema,
tedy supz∈A g(z) = maxz∈A g(z) a hledané maximum najdeme vyšetřeńım funkce užit́ım
diferenciálńıho počtu.

(2) Supremum může sloužit jako metrika na metrickém prostoru omezených komplexńıch funkćı
definovaných na množině A. Stejnoměrná konvergence je pak ekvivalentńı s konvergenćı v
tomto prostoru.

Věta 1.4 (Bolzano, Cauchy1). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině

A. Potom posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje stejnoměrně na množině A (k nějaké limitńı funkci)

právě tehdy, když pro každé kladné č́ıslo ε existuje n0 ∈ R takové, že pro všechna přirozená n > n0,
pro všechna přirozená p a pro všechna z ∈ A plat́ı:

|fn+p(z) − fn(z)| < ε

D̊ukaz. a) (⇒) Necht’ fn(z) A------------⇒ f(z) a zvolme ε > 0. Potom existuje n0 ∈ R tak, že pro všechna
n > n0 a všechna z ∈ A plat́ı: |fn(z) − f(z)| < ε

2 . Odtud dostáváme pro všechna n > n0, pro
všechna z ∈ A a pro všechna přirozená p:

|fn+p(z) − fn(z)| ≤ |fn+p(z) − f(z)| + |fn(z) − f(z)| < ε.
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b) (⇐) Předpokládejme, že pro libovolné ε > 0 existuje n0 tak, že pro všechna n > n0, všechna
p ∈ N a všechna z ∈ A plat́ı:

(1) |fn+p(z) − fn(z)| <
ε

2 .

Pro libovolné pevné z ∈ A odtud plyne, že posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje. Bud’ f limitńı

funkce posloupnosti {fn}∞
1 na množině A. Přejdeme-li nyńı v nerovnosti (1) k limitě pro p → ∞,

vid́ıme, že pro všechna ε > 0 existuje n0 tak, že pro všechna n > n0 a všechna z ∈ A plat́ı:

|f(z) − fn(z)| ≤ ε

2 < ε

□

Poznámka. (1) B-C kritérium charakterizuje stejnoměrnou konvergenci bez pojmu limitńı funkce.
Pojem stejnoměrné konvergence tud́ıž má význam i bez jej́ıho určeńı a lze psát fn

A------------⇒.
(2) Ve skutečnosti je B-C kritériem limity pouze v prostorech, které jsou úplné — viz ??.

Definice 1.5. Bud’ {fn}∞
1 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině A. Řekneme,

že posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje na množině A lokálně stejnoměrně (k f(z)), jestliže ke

každému bodu z ∈ A existuje okoĺı Hz bodu z takové, že posloupnost {fn(z)}∞
1 konverguje stej-

noměrně (k f(z)) na množině A ∩ Hz.

Poznámka. Na kompaktńı množině jsou pojmy lokálńı stejnoměrná konvergence a stejnoměrná kon-
vergence ekvivalentńı.

Definice 1.6. {fn}∞
1 se nazývá stejně omezená na množině A, existuje-li kladné č́ıslo K takové,

že pro všechna n ∈ N a všechna z ∈ A plat́ı |fn(z)| < K.

Věta 1.7 (o limitě). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině A ⊂ C

a necht’
(I) z0 ∈ A′;

(II) (∀n ∈ N) (∃ limz→z0,z∈A fn(z) = an ∈ C);
(III) fn(z) A------------⇒ f(z).

Potom plat́ı:
(i) Posloupnost {an}∞

1 konverguje, tj. limn→∞ an = a ∈ C;
(ii) Existuje limz→z0,z∈A f(z);
(iii) Limity v bodech (i) a (ii) jsou si rovny.
To jest:

lim
n→∞

lim
z→z0
z∈A

fn(z) = lim
z→z0
z∈A

lim
n→∞

fn(z).

D̊ukaz. a) Z (III) a z věty 1.4 plyne, že k libovolnému ε > 0 existuje n0 tak, že pro všechna přirozená
n > n0, všechna p ∈ N a všechna z ∈ A plat́ı |fn+p(z) − fn(z)| < ε

3 . Zvolme nyńı pevně n > n0
a p ∈ N. Potom z (II) plyne existence okoĺı Hz bodu z0 tak, že pro všechna z ∈ A ∩ Hz ∖ {z0}
bude platit |fn(z) − an| < ε

3 i |fn+p − an+p| < ε
3 . Tud́ıž

|an+p − an| ≤ |fn+p(z) − an+p| + |fn+p(z) − fn(z)| + |fn(z) − an| <
ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε.

b) Označme a = limn→∞ an a zvolme ε > 0. Potom z (III) a již dokázaného tvrzeńı (i) plyne
existence n0 takového, že pro všechna n > n0 plat́ı: |fn(z) − f(z)| < ε

3 pro všechna z ∈ A a
|an − a| < ε

3 . Zvolme pevně n > n0. Potom z (II) existuje okoĺı Hz0 bodu z0 takové, že pro
všechna z ∈ A ∩ Hz0 ∖ {z0} je |fn(z) − an| < ε

3 a tud́ıž
|f(z) − a| < |f(z) − fn(z)| + |fn(z) − an| + |an − a| < ε.

Dokázali jsme tak, že limz→z0,z∈A f(z) = a, tj. tvrzeńı (ii) i (iii).
□
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Věta 1.8 (o spojitosti). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině

A ⊂ C a spojitých v bodě z0 ∈ A (vzhledem k A). Necht’ dále posloupnost {fn(z)}∞
1 stejnoměrně

konverguje na množině A k f(z). Potom funkce f je spojitá v bodě z0 vzhledem k A.

D̊ukaz. V každém izolovaném bodě množiny A je funkce f spojitá (z definice spojitosti). Proto
předpokládejme, že z0 je hromadný bod množiny A. Potom jsou splněny všechny předpoklady věty
1.7 a tud́ıž plat́ı:

lim
n→∞

lim
z→z0
z∈A

fn(z) = lim
z→z0
z∈A

lim
n→∞

fn(z).

Ze spojitosti funkćı fn v bodě z0 vzhledem k množině A odtud plyne:

lim
n→∞

fn(z0) = lim
z→z0
z∈A

lim
n→∞

fn(z), tj. f(z0) = lim
z→z0
z∈A

f(z).

□

Věta 1.9 (o derivaci). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost reálných diferencovatelných funkćı na omezeném

a otevřeném intervalu J ⊂ R takových, že plat́ı:
(I) Existuje c ∈ J tak, že posloupnost {fn(c)}∞

1 konverguje;
(II) Posloupnost {f ′

n(x)}∞
1 konverguje stejnoměrně na J .

Potom plat́ı:
(i) Posloupnost {fn(x)}∞

1 konverguje stejnoměrně na J ;
(ii) Limitńı funkce f posloupnosti {fn}∞

1 je diferencovatelná na intervalu J ;
(iii) Derivace f ′ je limitńı funkćı posloupnosti {f ′

n}∞
1 .

To jest: (
lim

n→∞
fn

)′
= lim

n→∞
f ′

n

D̊ukaz. a) Zvolme ε > 0. Z bod̊u (I) a (II) plyne existence n0 takového, že pro všechna n > n0 a
pro všechna p ∈ N |fn+p(c) − fn(c)| < ε

2 a
∣∣f ′

n+p(y) − f ′
n(y)

∣∣ < ε
2|J | pro všechna y ∈ J .

Bud’ n > n0 a p ∈ N; potom pro všechna x ∈ J je
|fn+p(x) − fn(x)| ≤ |(fn+p(x) − fn(x)) − (fn+p(c) − fn(c))| + |fn+p(c) − fn(c)| =

= |(fn+p − fn)(x) − (fn+p − fn)(c)| + |fn+p(c) − fn(c)| =

= |x − c| |(fn+p − fn)′(ξ)| + |fn+p(c) − fn(c)| < |J | ε

2 |J |
+ ε

2 = ε,

kde ξ je podle věty o př́ır̊ustku funkce aplikované na funkci fn+p − fn vnitřńı bod intervalu
o krajńıch bodech x a c. T́ım je dokázáno tvrzeńı (i).

b) Tvrzeńı (ii) a (iii) dokážeme pomoćı věty 1.7. Zvolme x0 ∈ J a položme A = J ∖ {x0},

gn(x) = fn(x) − fn(x0)
x − x0

pro všechna x ∈ A a n ∈ N.

Potom pro všechna x ∈ A a všechna n, p ∈ N existuje (podle věty o př́ır̊ustku funkce) v otevřeném
intervalu o hraničńıch bodech x0, x bod ξ tak, že plat́ı

|gn+p(x) − gn(x)| = 1
|x − x0|

|(fn+p − fn)(x) − (fn+p − fn)(x0)| =

= |(fn+p − fn)′(ξ)| =
∣∣f ′

n+p(ξ) − f ′
n(ξ)

∣∣ .

Protože posloupnost {f ′(x)}∞
1 konverguje na intervalu J stejnoměrně, plyne odtud, že také

posloupnost {gn(x)}∞
1 stejnoměrně konverguje na množině A. Přitom plat́ı:

(I) x0 ∈ A′;
(II) pro všechna n ∈ N existuje limx→x0,x∈A gn(x) = f ′

n(x0);
(III)

gn(x) A------------⇒
f(x) − f(x0)

x − x0
.
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Můžeme tedy už́ıt věty 1.7. Podle ńı existuje

lim
x→x0
x∈A

f(x) − f(x0)
x − x0

(tj. existuje derivace funkce f v bodě x0) a plat́ı

f ′(x0) = lim
x→x0
x∈A

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
n→∞

f ′
n(x0).

□

Poznámka. (1) Pokud v předpokladu (II) věty 1.9 požadujeme pouze lokálńı stejnoměrnou kon-
vergenci, pak posloupnost {fn(x)}∞

1 konverguje lokálně stejnoměrně na J a plat́ı záměna
(zbylá dvě tvrzeńı (ii) a (iii)). Pro takto modifikovanou větu je zbytečné předpokládat ome-
zenost intervalu J .

(2) Na přenos spojitosti stač́ı pouze tzv. kvazistejnoměrná konvergence: konverguje-li posloup-
nost spojitých funkćı na množině A kvazistejnoměrně, je limitńı funkce spojitá na A.

Věta 1.10 (o integraci). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost funkćı (riemannovsky) integrabilńıch na intervalu

[a, b]. Necht’ dále posloupnost {fn(x)}∞
1 stejnoměrně konverguje na intervalu [a, b] k f(x). Potom

limitńı funkce f je na intervalu [a, b] (riemannovsky) integrabilńı a plat́ı:
b∫

a

f(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx

D̊ukaz. Bud’ ε > 0. Protože fn(x)
[a,b]----------------------------⇒ f(x), existuje n0 tak, že pro všechna n > n0 a všechna

x ∈ [a, b] plat́ı:

(2) |fn(x) − f(x)| <
ε

4(b − a) .

Zvolme pevně n > n0. Potom z existence Riemannova integrálu funkce fn na intervalu [a, b] plyne,
že existuje δ > 0 tak, že pro všechna δ-rozděleńı σ intervalu [a, b] je

(3) Ω(fn, σ) <
ε

2 .

Přitom klademe Ω(fn, σ) = Sn(σ) − sn(σ), kde Ω je tzv. vážený součet oscilaćı, Sn(σ) resp. sn(σ) je
horńı resp. dolńı Darboux̊uv integrálńı součet funkce fn na intervalu [a, b] při rozděleńı σ. Značme
dále M i

n resp. mi
n supremum resp. infimum funkce fn na i-tém částečném intervalu rozděleńı σ.

Analogické značeńı (ovšem bez indexu n) užijeme pro limitńı funkci f .
Potom podle (2) je pro všechna x z i-tého částečného intervalu rozděleńı σ splněna nerovnost :

fn(x) − ε

4(b − a) < f(x) < fn(x) + ε

4(b − a)
a tud́ıž

mi
n − ε

4(b − a) ≤ mi ≤ M i ≤ M i
n + ε

4(b − a) .

Po vynásobeńı posledńı nerovnosti délkou i-tého částečného intervalu a sečteńı přes všechny částečné
intervaly rozděleńı σ obdrž́ıme:

sn(σ) − ε

4 ≤ s(σ) ≤ S(σ) ≤ Sn(σ) + ε

4
a tedy

S(σ) − s(σ)︸ ︷︷ ︸
Ω(f,σ)

≤ Sn(σ) − sn(σ)︸ ︷︷ ︸
Ω(fn,σ)

+ε

2 ,

tj. k libovolnému ε > 0 proto existuje δ > 0 tak, že pro všechna δ-rozděleńı σ intervalu [a, b] plat́ı
(dle (3)) Ω(σ, f) < ε.
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Funkce f je tedy (riemannovsky) integrabilńı na intervalu [a, b]; přitom plat́ı pro n > n0:

(4)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn(x) dx −
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(fn(x) − f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
b∫

a

|fn(x) − f(x)| dx ≤
b∫

a

ε

4(b − a) dx = ε

4 < ε,

tj.

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx =
b∫

a

f(x) dx.

□
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