
1. Aplikace lineárńıho programováńı v teorii her

Definice 1.1. Necht’ n ∈ N, X1, X2, . . . , Xn ̸= ∅, M1,M2, . . . ,Mn : X1 × X2 × · · · × Xn 7→ R.
Množinu {n̂,X1, . . . , Xn,M1, . . . ,Mn} nazýváme hrou n hráč̊u (v normálńım tvaru).

• n̂ je množina hráč̊u 1, 2, . . . , n,
• Xi je prostor strategíı i-tého hráče,
• x ∈ Xi je strategie i-tého hráče,
• Mi je výplatńı funkce i-tého hráče,
• Mi(x1, . . . , xn) je výhra resp. prohra i-tého hráče.

Př́ıklad. Hra dvou hráč̊u: n = 2, X1 = X2 = ⟨0, 1⟩, M1(x1, x2) = x1 + x2, M2(x1, x2) = −(x1 + x2).

Definice 1.2. Necht’ je dána hra N hráč̊u {n̂,X1, . . . , Xn,M1, . . . ,Mn}.
(1) Nazýváme ji konečnou, jsou-li prostory strategíı všech hráč̊u konečné množiny, jinak ji

nazýváme nekonečnou.
(2) Existuje-li K ∈ R takové, že pro každou n-tici (x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · ×Xn je

n∑
i=1

Mi(x1, . . . , xn) = K,

nazýváme tuto hru hrou s konstantńım součtem K, jinak hrou s nekonstantńım
součtem.

1.1. Nekonfliktńı rozhodovaćı situace. Hra {1, X,M}. Optimálńı strategie je takové x ∈ X, že
M(x) = max{M(x)|x ∈ X}. Optimálńı strategie nemuśı existovat (např. M(x) = x, X = (0, 1)).

1.2. Antagonistický konflikt. Budeme se zabývat pouze hrou dvou hráč̊u s konstantńım
součtem. Označme X1 = X, X2 = Y , M1(x, y) + M2(x, y) = K. Je-li K = 0, označ́ıme
M = M1 = −M2.

Definice 1.3. Necht’ je dána hra s konstantńım součtemK: {2̂, X, Y,M1,M2}.Optimálńı strategíı
1. hráče nazveme prvek x ∈ X takový, k němuž existuje y ∈ Y s touto vlastnost́ı: (∀x ∈ X)(∀y ∈
Y )(M1(x, y) ≤ M1(x, y) ∧M2(x, y) ≤ M2(x, y)). Prvek y je optimálńı strategie 2. hráče.

Poznámka. Je-li K = 0, pak M(x, y) ≤ M(x, y) ≤ M(x, y). Dvojici (x, y) nazýváme řešeńı hry,
M(x, y) je cena hry. Cena hry je jednoznačná: Necht’ (x̃, ỹ) také řeš́ı hru. Potom pro každé x, y plat́ı
M(x, ỹ) ≤ M(x̃, ỹ) ≤ M(x̃, y). Po dosazeńı x = x a y = y máme M(x̃, ỹ) ≤ M(x̃, y) ≤ M(x, y) ≤
M(x, ỹ) ≤ M(x̃, ỹ).

Př́ıklad. Pro výše uvedenou hru je x = 1, y = 0, nebot’ x ≤ 1 ≤ 1 + y.

Věta 1.4. Necht’ je dána hra s konstantńım součtem K: {2̂, X, Y,M1,M2}. Potom x resp. y jsou
optimálńı strategie v této hře, právě když x a y jsou optimálńı strategie ve hře s nulovým součtem
{2̂, X, Y,M}, kde M = M1 −M2.

D̊ukaz. (1) (⇒) Podle definice pro každé x, y plat́ı

M1(x, y) ≤ M1(x, y) ≤ M1(x, y),

po dosazeńı M1(x, y) = K −M2(x, y) máme

K −M2(x, y) ≤ K −M2(x, y) ≤ K −M2(x, y),

po sečteńı

(M1 −M2)(x, y) ≤ (M1 −M2)(x, y) ≤ (M1 −M2)(x, y).

(2) (⇐) Necht’ plat́ı (M1 −M2)(x, y) ≤ (M1 −M2)(x, y) ≤ (M1 −M2)(x, y). Dosad́ıme M2 =
K −M1.

M1(x, y)− (K −M1(x, y)) ≤ M1(x, y)− (K −M1(x, y)),

tedy 2M1(x, y) ≤ 2M1(x, y). Analogicky pro druhou nerovnost. □
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1.3. Konečný antagonistický konflikt. X = m̂, Y = n̂, K = 0, M(i, j) = aij .

Definice 1.5. Necht’ A = (aij) ∈ Rm,n. Hru s nulovým součtem {2̂, m̂, n̂,M}, kde M(i, j) = aij
nazýváme maticovou hrou. A je matice hry.

Pro optimálńı strategii plat́ı aij ≤ aij ≤ aij . Prvek aij , který splňuje tyto nerovnosti (a je tedy

nejmenš́ı v řádku a největš́ı ve sloupci), se nazývá sedlový prvek.

Př́ıklad. Matice

A =

 5 4 4 5
−3 5 3 7
7 8 −1 6


má sedlový prvek i = 1, j = 3. Matice

B =

(
1 − 3

2 −1
0 4 2

)
nemá sedlový prvek.

Definice 1.6. Necht’ je dána maticová hra s matićı A ∈ Rm,n. Hru {2̂, (X), (Y ),M}, kde

(X) =

{
(x1, . . . , xm) ∈ Rm

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xi = 1 ∧ xi ≥ 0 pro i ∈ m̂

}
,

(Y ) =

(y1, . . . , yn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

yj = 1 ∧ yj ≥ 0 pro j ∈ n̂

 ,

M(x, y) =

m∑
i=1

n∑
j=1

xiaijyj = xAyT ,

nazýváme smı́̌seným rozš́ı̌reńım p̊uvodńı maticové hry.
Vektory typu (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) nazýváme ryźı strategie, ostatńı jsou

smı́̌sené strategie.

Věta 1.7. Smı́̌sené rozš́ı̌reńı každé maticové hry má řešeńı.

D̊ukaz. (1) Dokážeme, že smı́̌sené rozš́ı̌reńı má řešeńı, pokud jsou všechny prvky matice A
kladné, tj. (∀i ∈ m̂)(∀j ∈ n̂)(aij > 0). Chceme dokázat, že

(∃x ∈ (X))(∃y ∈ (Y ))(∀x ∈ (X))(∀y ∈ (Y ))(xAyT ≤ xAyT ≤ xAyT ).

Bud’ x̃ ∈ (X). Definujeme fx̃(y) = x̃AyT pro y ∈ (Y ). Označme

min
y∈(Y )

fx̃(y) = cx̃,

existenci minima zaručuje kompaktnost (Y ) a spojitost fx̃. Pro každé y ∈ (Y ) je tedy
cx̃ ≤ x̃AyT . Analogicky pro ỹ ∈ (Y ) definujeme gỹ(x) = xAỹT ,

max
x∈(X)

gỹ(x) = vỹ

a plat́ı, že vỹ ≥ xAỹT pro každé x ∈ (X).
Pokud bychom našli vỹ ≤ cx̃, byly by x̃, ỹ optimálńı strategie, nebot’

0 < xAỹT ≤ vỹ ≤ cx̃ ≤ x̃AyT ,

což muśı platit i pro x = x̃, y = ỹ, proto cx̃ = vỹ = x̃AỹT . Označme společnou hodnotu
cx̃ = vỹ = V > 0. Budeme dokazovat, že

(∃V > 0)(∃x ∈ (X))(∃y ∈ (Y ))(∀x ∈ (X))(∀y ∈ (Y ))(xAyT ≤ V ≤ xAyT ).
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Označme x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , yn). Uvažujme nejprve ryźı strategie x a y. Potom
muśı platit

x1a11 + x2a21 + · · ·+ xmam1 ≥ V y1a11 + y2a12 + · · ·+ yna1n ≤ V

...
...

x1a12 + x2a22 + · · ·+ xmam2 ≥ V y1a21 + y2a22 + · · ·+ yna2n ≤ V

x1a1n + x2a2n + · · ·+ xmamn ≥ V y1am1 + y2am2 + · · ·+ ynamn ≤ V.

Budou-li platit tyto nerovnosti, pak xAyT ≤ V ≤ xAyT pro každé x, y. Stač́ı nerovnice
vynásobit y1, . . . , yn (resp. x1, . . . , xn) a seč́ıst. Na pravé straně pak dostaneme opět V .

Protože V muśı být kladné, každou nerovnici vyděĺıme V a zavedeme

ξi =
xi

V
, ηi =

yi
V
.

Potom nerovnice přejdou na

ξ1a11 + · · ·+ ξmam1 ≥ 1 η1a11 + · · ·+ ηma1n ≤ 1

...
...

ξ1a1n + · · ·+ ξmamn ≥ 1 η1am1 + · · ·+ ηmamn ≤ 1.

Dále plat́ı
m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0 ⇐⇒
m∑
i=1

ξi =
1

V
, ξi ≥ 0

n∑
j=1

yj = 1, yj ≥ 0 ⇐⇒
n∑

j=1

ηj =
1

V
, ηj ≥ 0.

Budeme tedy hledat

min z =

m∑
i=1

ξi, maxw =

n∑
j=1

ηj .

Pokud budou zmin = wmax, tj. bude existovat optimálńı řešeńı, bude

V =
1∑m

i=1 ξi
=

1

zmin
.

Stač́ı dokázat, že primárńı i duálńı úloha maj́ı př́ıpustné řešeńı. U duálńı je to jasné (vyhovuje
η = 0). Primárńı úloha má př́ıpustné řešeńı d́ıky kladnosti prvk̊u aij . Stač́ı zvolit např. ξ1
dostatečně velké a zbytek ξi = 0. Proto maj́ı obě úlohy optimálńı řešeńı.

Protože 0 neńı př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy, bude zmin = wmax > 0. Pro řešeńı hry
pak plat́ı

xi = V ξi, yj = V ηj .

(2) Obecný př́ıpad:

Lemma 1.8. Optimálńı strategie smı́̌seného rozš́ı̌reńı maticové hry se nezměńı, přičteme-li
ke každému prvku matice A totéž č́ıslo c. Cena nové hry se o c zvětš́ı.

D̊ukaz. Bud’te x, y řešeńı hry s matićıA. Potom pro každé x, y plat́ı xAyT ≤ xAyT ≤ xAyT .
Bud’ dále I ∈ Rm,n, Iij = 1. Potom xIyT = 1 pro x ∈ (X), y ∈ (Y ). Proto cxIyT = c a plat́ı

xAyT + c ≤ xAyT + c ≤ xAyT + c,

xAyT + cxIyT ≤ xAyT + cxIyT ≤ xAyT + cxI yT ,

x(A+ cI)yT ≤ x(A+ cI)yT ≤ x(A+ cI)yT . □

K matici A tak stač́ı pouze přič́ıst dostatečně velké č́ıslo, abychom dostali všechny prvky
kladné. Nakonec odečteme c od V . □
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Př́ıklad. Necht’ matice hry je

A =

(
1 −3/2 −1
0 4 2

)
K matici přičteme c = 2:

Ã =

(
3 1/2 1
2 6 4

)
Budeme řešit duálńı úlohu

maxw = η1 + η2 + η3

3η1 +
1

2
η2 + η3 ≤ 1

2η1 + 6η2 + 4η2 ≤ 1

 0 −1 −1 −1 0 0
1 3 1/2 1 1 0
1 2 6 4 0 1

 ∼

 1/3 0 −5/6 −2/3 1/3 0
1/3 1 1/6 1/3 1/3 0
1/3 0 17/3 10/3 −2/3 1

 ∼

∼

 2/5 0 0
3/10 1 0
1/10 0 17/10 1 −1/5 3/10


Je tedy

η1 =
3

10
, η2 = 0, η3 =

1

10
, wmax =

2

5
Protože 3ξ1 + 2ξ2 = 1 a ξ1 + 4ξ2 = 1, je ξ1 = 1

5 , ξ2 = 1
5 . Dále je V = 5

2 , takže x1 = 1
2 , x2 = 1

2 ,

y1 = 3
4 , y2 = 0, y3 = 1

4 .

Cena p̊uvodńı hry je V ′ = 5
2 − 2 = 1

2 .

Př́ıklad (dominance sloupce a řádku). Mějme matici

A =

2 3 1/2 4 1
5 2 6 3 4
1 2 −1 3 0


Třet́ı řádek je dominován druhým, prvńı sloupec je dominován pátým, třet́ı sloupec je dominován
druhým. Stač́ı řešit matici

A′ =

(
3 1/2 1
2 6 4

)
1.4. Symetrické hry.

Definice 1.9. Necht’ je dána hra s nulovým součtem {2̂, X, Y,M}. Řekneme, že je symetrická,
právě když

(1) X = Y ,
(2) M(x, y) = −M(y, x) pro každé x ∈ X, y ∈ Y .

Věta 1.10. Má-li symetrická hra řešeńı, pak je-li (x, y) řešeńı této hry, je i (y, x) řešeńı této hry.
Cena řešitelné symetrické hry je 0.

D̊ukaz. Pro řešeńı hry plat́ı
M(x, y) ≤ M(x, y) ≤ M(x, y).

Z definice symetrické hry vyplývá, že

−M(y, x) ≤ −M(y, x) ≤ −M(y, x).

Vynásobeńım −1 máme
M(y, x) ≤ M(y, x) ≤ M(y, x),

tedy (y, x) je řešeńı. Protože M(x, y) = −M(y, x) = M(y, x) d́ıky jednoznačnosti ceny hry, je
M(x, y) = 0. □
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