1. APLIKACE LINEARN{HO PROGRAMOVANI V TEORII HER

Definice 1.1. Necht n € N, X, Xo,....X,, # 0, My, Ms,..., M, : X1 x X5 x --- x X, = R.
Mnozinu {n, X1,..., X, M1, ..., M,} nazgvdme hrou n hrac¢a (v normdlnim tvaru).
e 7 je mnozina hraéa 1,2,...,n,
X, je prostor strategii i-tého hrace,
x € X; je strategie i-tého hrace,
M; je vyplatni funkce i-tého hrace,
M;(x1,...,x,) je vyhra resp. prohra i-tého hrace.

Priklad. Hra dvou hrdct: n = 2, X7 = Xy = (0,1), M;(21,22) = 21 + x2, Ma(z1,22) = — (21 + 22).

Definice 1.2. Necht je ddna hra N hracu {n, X1,..., X, My,..., M,}.
(1) Nazyvdame ji koneénou, jsou-li prostory strategii vsech hrac¢u koneéné mmoziny, jinak ji
nazyvame nekonecénou.
(2) Existuje-li K € R takové, ze pro kazdou n-tici (z1,...,2,) € X1 X --- X X, je

En:Mi(mla"'axn) :Ka
i=1

nazyvame tuto hru hrou s konstantnim souétem K, jinak hrou s nekonstantnim
souctem.

1.1. Nekonfliktni rozhodovaci situace. Hra {1, X, M }. Optiméln{ strategie je takové T € X, Ze
M(z) = max{M (z)|z € X}. Optimélni strategie nemusi existovat (napt. M(z) =z, X = (0,1)).

1.2. Antagonisticky konflikt. Budeme se zabyvat pouze hrou dvou hract s konstantnim
souttem. Oznatme X; = X, Xy = Y, Mi(z,y) + Ma(z,y) = K. Jelli K = 0, oznacime
M = M, = —Ms.

Definice 1.3. Necht je ddna hra s konstantnim souc¢tem K: {5, X,Y, My, My}. Optimdlni strategii
1. hrice nazveme prvek T € X takovy, k némuz existuje 5 € Y s touto vlastnosti: (Vz € X)(Vy €
Y)(Mi(x,9) < M1(Z,9) A M2(Z,y) < Ma(Z,7)). Prvek 7 je optimdlni strategie 2. hrace.

Poznamka. Je-li K = 0, pak M(z,7) < M(z,7) < M(Z,y). Dvojici (Z,7) nazyvidme feSeni hry,
M (7,7) je cena hry. Cena hry je jednozna¢na: Necht (Z,q) také fesi hru. Potom pro kazdé z,y plati
M(z,9) < M(%,9) < M(Z,y). Po dosazeni © = T a y = § mdme M (Z,7) < M(z,7) < M(Z,7) <
M(z,§) < M(&, 7).

Priklad. Pro vyse uvedenou hrujez = 1,5 =0, nebot <1< 1 +y.

Véta 1.4. Necht je ddna hra s konstantnim souétem K: {/2\, X,Y, My, My}. Potom T resp. § jsou
oEtimélm' strategie v této hie, pravé kdyz T a 7 jsou optimélni strategie ve hie s nulovym souc¢tem
(2,X,Y, M}, kde M = M, — M.
Diikaz. (1) (=) Podle definice pro kazdé x,y plati
M (z,7) < My (Z,7) < Mi(Z,y),
po dosazeni M (x,y) = K — M(x,y) mame
K — My(z,y) < K — My(7,y) < K — M(%,y),
po secteni
(My — Ma)(x,y) < (My — M2)(7,7) < (My — Ma)(Z, y).

(2) (<) Necht plati (M; — Ms)(z,y) < (My — M) (%,y) < (M — Ms)(%,y). Dosadime My =
K — M;.

Ml(«f,?) - (K - Ml('rv?)) < Ml(ia?) - (K - Ml(iay))v

tedy 2M; (z,7) < 2M1(Z, 7). Analogicky pro druhou nerovnost. O
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1.3. Koneény antagonisticky konflikt. X =m, Y =0, K =0, M (4, j) = a;;.

Definice 1.5. Necht A = (a;;) € R™". Hru s nulovym sou¢tem {§,m,ﬁ,M}, kde M (i,j) = ayj
nazyvame maticovou hrou. A je matice hry.

Pro optimalni strategii plati a; < az < a; . Prvek a; 1 ktery spliiuje tyto nerovnosti (a je tedy

nejmensi v fadku a nejvétsi ve sloupc1) se nazyva sedlovy prvek.

Priklad. Matice

5 4 4 5
A=[-3 5 3 71
7 8 -1 6
m4 sedlovy prvek i = 1, j = 3. Matice
J I S |
— 2
(o7 )
nema sedlovy prvek.
Definice 1.6. Nechf je déna maticové hra s matici A € R™". Hru {2, (X), (Y), M}, kde
(X):{(xl,...,xm)eRm inzl/\miEOproz }
i=1

(Y)=1q (W1,---,yn) €R" Zy]—l/\yj>0pr0]€n
Jj=1

m n
_ _ T
=3 miayy; = xAy”,
i=1 j=1
nazyvame smiSenym rozsitrenim puvodni maticové hry.

Vektory typu (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) nazyvdme ryzi strategie, ostatni jsou
smiSené strategie.

Véta 1.7. SmiSené rozsifen{ kazdé maticové hry ma feseni.
Dukaz. (1) Dokazeme, ze smiSené rozsifeni ma feSeni, pokud jsou vSechny prvky matice A
kladné, tj. (Vi € m)(Vj € n)(a;; > 0). Chceme dokazat, ze
(3T € (X)(Fy € (V) (Vz € (X))(Vy € (YV))(zAy" <TAY" <TAY").
Bud 7 € (X). Definujeme fz(y) = ZAyT pro y € (V). Oznaéme

min fz = ¢z,
B (Y)f (y)

existenci minima zarucuje kompaktnost (Y) a spojitost fz. Pro kazdé y € (Y) je tedy
cz < ZAy”. Analogicky pro § € (V) definujeme g;(z) = zAg7,

max = g
xe(X)gy( ) 7

a plati, ze vy > zAg” pro kazdé x € (X).
Pokud bychom nasli vy < ¢z, byly by Z, § optimdln{ strategie, nebot

0< xAng <wvg <z < 5cAyT,

coz musi platit i pro x = Z, y = ¥, proto ¢z = vy = #Ag". Oznaéme spoleénou hodnotu
cz = vy =V > 0. Budeme dokazovat, Ze

AV >0)(Fz € (X)(Fg € (V))(Va € (X))(Vy € (V) (zAy" <V <7AY").



Oznacme T = (T1, ...
musi platit

Tiai1 + Taa21 + -+ Tam1 >V

Tra12 +Toa22 + - + TynGma > V

T101n + T202n + - - + T Qmn Z |4

aTm)a y: (ylw"

,T,). Uvazujme nejprve ryzi strategie x a y. Potom

Yia11 + Yoz + -+ Y01, <V

Yia21 + Yoo + - + Y00, <V
glaml + y2am2 + - +ynamn S V.

Budou-li platit tyto nerovnosti, pak zA7? < V < TAy” pro kazdé z,y. Staci nerovnice
vynasobit y1,...,yn (resp. z1,...,x,) a secist. Na pravé strané pak dostaneme opét V.
Protoze V musi byt kladné, kazdou nerovnici vydélime V' a zavedeme

y.
& = Z

m:v-

T
Vv’
Potom nerovnice piejdou na

&rair + -+ Emam > 1 mair + -+ Nmary, <1

§101n + + &nbmn > 1
Dale plati

mami + +nmamn S 1.
m m 1

T;,=1,7, 20 <~ i= o, & >0
2 24

n B B n 1
j=1 j=1
Budeme tedy hledat

m n
min z = E &, maxw = E ;-
i=1 j=1

Pokud budou zmin = Wmae, tj. bude existovat optimalni feSeni, bude

1 1
Staci dokédzat, ze primdrn{ i dudlnf dloha majf pfipustné feseni. U dudlni je to jasné (vyhovuje
1 = 0). Primarn{ dloha mé pifpustné feseni diky kladnosti prvku a,;. Stac¢i zvolit napf. &
dostatecné velké a zbytek & = 0. Proto maji obé tlohy optimalni feseni.

Protoze 0 neni piipustné feseni priméarni dlohy, bude 2, = Wipmer > 0. Pro feSeni hry
pak plati

V:

T; = V&, Yy, = Vnj.
Obecny ptipad:

Lemma 1.8. Optimalni strategie smiSeného rozsifeni maticové hry se nezméni, pficteme-li
ke kazdému prvku matice A totéz ¢islo c¢. Cena nové hry se o ¢ zvétsi.

Diikaz. Bud'te T, 7 feseni hry s matici A. Potom pro kazdé x,y plati tA7? < zAy? < TAyT.
Bud déle I € R™" I,; = 1. Potom 2Iy? =1 pro x € (X),y € (Y). Proto caly? = c a plati

zAYL + ¢ <TAF! + ¢ <TAYT + ¢,
tAGT + cxly? < ZAYT + caly’ < TAyT + ezl 7,
(A + D)yt <T(A+ )y’ <T(A+dy’. O

K matici A tak sta¢i pouze pfic¢ist dostatecné velké ¢islo, abychom dostali vechny prvky
kladné. Nakonec odec¢teme ¢ od V. [l



Priklad. Necht matice hry je

)
S

maxw =n1 +n2 + 03

K matici ptricteme ¢ = 2:
Budeme Fesit dudlni dlohu

1
3771+§772+773§1
2m +6m2 + 41 < 1

O‘—l -1 -1 0 0 1/3‘0 -5/6 —-2/3 1/3 0
113 1/2 1 1 0 |~ 1/3|1 1/6 1/3 1/3 0 | ~

1| 2 6 4 0 1 1/3 17/3 10/3 -2/3 1
2/5 0 0
~ | 3/10|1 0

1/10 {0 17/10 1 -1/5 3/10

Je tedy

3 1 2
771—E7 772—()’ N3 = 77> wmam—g

Protoze 3¢ + 265 =1a & +4b =1, je & =1, & =1 Déleje V =3, takze 7 = &, 72 =
=3 7, =0 7. =1
y1_4ay2_ 7y3_4

o . . 5 1
Cena puvodni hry je V! = 5 —2 = 3.

N[

Priklad (dominance sloupce a fadku). Méjme matici

2 3 1/2 4 1
A=|52 6 3 4
12 -1 30

Tteti Tadek je dominovan druhym, prvni sloupec je dominovan patym, tfeti sloupec je dominovéan

druhym. Staéi fesit matici
, (3 12 1
A= <2 6 4

Definice 1.9. Necht je ddna hra s nulovym souétem {5, X,Y,M}. Rekneme, ze je symetricka,
praveé kdyz

(1) X =V,

(2) M(z,y)=—M(y,z) prokazdé x € X,y €Y.

1.4. Symetrické hry.

Véta 1.10. M4-li symetrickd hra feseni, pak je-li (Z,y) feSeni této hry, je i (7, T) feSen{ této hry.
Cena fesitelné symetrické hry je 0.

Diikaz. Pro feseni hry plati
M(z,y) < M(z,y) < M(T,y).
7 definice symetrické hry vyplyva, ze
_M(ga 13) < _M(yv i) < _M(y7f)

Vynasobenim —1 mame

tedy (y,T) je feSeni. Protoze M(Z, y) = —M (7, f) = @ f) diky jednoznacnosti ceny hry, je
M(z,y) = 0. O
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