1. SIMPLEXOVA METODA

Simplexovd metoda se pouziva k feSeni tlohy v kanonickém tvaru

min z = cx
Az =10
z > 0.

Tabulka simplexové metody: Matici soustavy rovnic Ax = b

app = —% +  aom+1Tm+1 + +  aonTn
aipp = T1 + a1 mr1Tmyr + +  a1n%n
azy = Ta + a2mr1Tmi1 T+ +  aonTn
Amo = Ty + am,m+1xm+1 + - +  amnTn
zapisujeme do tabulky

apo 0 ... 0 a0, m+1 ce aon

aio 1 ... 0 a1, m+1 N A1n

amo |0 ... 1 @il - Gmn

Pokud a;y > 0 pro i € m, nazyvame tabulku primdrné piipustnou, je-li ag; > 0, nazyvame
tabulku dualné pripustnou.
Je-li tabulka primarné piipustnd, vyjadiuje piipustné feSeni primérni tulohy.

1.1. Algoritmus simplexové metody.
(1) Vyjdu z primarné pfipustné tabulky.
(2) Je-li tabulka i dudlné pifpustnd, je optimdln{ a kon¢im.
(3) Pokud neni dudlné piipustnd, mezi sloupci, kde ag; < 0 vyberu néjaky vedouci sloupec
(5-9).
(4) Vyberu vedouci radek: najdu

. a0
min
Qs

230)
A5 > 0} =" >0
aT‘S
(tzv. provérka pomeéri) a jako vedouci zvolim r-ty. x,, bude novd nebazickd proménnd a
polozim
Qaro

Ty = .
aT‘S

Prvek a,s nazyvdme vedouci prvek (pivot). Pokud jsou vSechny a;s < 0, neni tcelovd
funkce z omezend, takze konéim.

Pokud je v prvnim sloupci néjakd nula, provérka pomeéru da nulu a jsem v blbé situaci, protoze
nemuzu bezprostiedné prejit k jinému vrcholu.

1.2. Casova naroc¢nost. Teoreticky je exponencidlni: maximalné (ZL)

n'%n— 2mn
en
<n)_ n! N%:\/an_w 2
2@y @, Ve

tj. fadové 2". V praxi se to ale chova polynomialné, obvykle staci cca. 2m az 3m iteraci.
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1.3. Nalezeni pocatecniho pripustného bazického feSeni.

(1) Do kazdé rovnice pfiddme tzv. umélou proménnou z; > 0. Dostanu tak soustavu

n
/
T+ E a1;5 = by

Jj=1

n
/ _
T, + E AmjT; = by

j=1
m

. _ . /

min ¢ = min E x;
=1

polozim ...,z =b1,...,bm, ; =0 pro j € .
(a) Je-li &min > 0, neexistuje pifpustné feseni vychozi tilohy.
(b) Je-li &nin = 0, je x piipustné FeSeni.
(2) Nerovnice typu Az < b, b > 0, x > 0 pievedu na rovnice se slabou proménnou a slabé
proménné polozim rovny b. Slabé proménné nejsou v tcelové funkci !
(3) Nerovnice typu

n

Zaijszbi, i€k, by >0

j=1
pfevedu na rovnice se slabou proménnou a do kazdé z nich pfidam stejnou umélou
proménnou z’:

n

Z/+Zaijl’j7$i:bi, SiZO, Z/ZO
j=1

Bud max{b;|i € k} = b;. Soustavu nerovnic pfevedeme na novou soustavu

n
'+ g a;Ti — s =b

j=1

(arj — aij)zj — s+ s = b — by, i€k~ {I}.

>0

n
J=

1
Proménnou s; polozim rovnou nule a proménné x’ a s; dopoc¢itam. Minimalizuji funkci £ = z'.

Neuskodi zopakovat, ze v ticelové funkci se v kazdém pripadé vyskytuji pouze umélé
promeénné.

Pokud mam soustavu, kde jsou rovnice i nerovnice, lze tyto postupy samoziejmé kombinovat.

1.4. Zacykleni — jak z toho ven. Zacyklenim nazyvame situaci, kdy se pii provérce poméru
vyjde nula. V nasledujicim kroku se pak nezméni hodnota ucelové funkce, protoze se k ni tato nula
pricte.
l
Definice 1.1. Bud = € R", z # 0. Vektor z nazyvdme lexikograficky kladny (z > 0), prdvé
l
kdyz prvni nenulova slozka vektoru x je kladna. Pro dva ruzné vektory x,y definujeme x > y, pravé
1
kdyz x —y > 0.
Dantzig: Vychazime z toho, ze prvky nultého fadku jsou jednozna¢né urceny volbou béze.
Vedouci sloupec volim stejné, tj. sloupec, v jehoz prvnim radku je zaporné ¢&islo.

Volba vedouciho fadku: Na pocatku musi byt vSechny tadky lexikograficky kladné
(s vyjimkou nultého). Pokud nejsou, precisluji nezndmé tak, aby jednotkovd matice byla



nalevo. Kandiddta na vedouci fadek pak hledam mezi fadky, kde a;s > 0. Pro kazdé a;s > 0
vezmu vektor (a;o, i1, ..., @in) a vydélim a;s. Ziskdm tak vektory

(aio ai1 am)
— ..., .
Qs QAgs Qs

Z téchto vektoru vyberu lexikograficky nejmensi (r-ty) a za vedouci fadek zvolim r-ty radek.

Véta 1.2. Pii pouziti Dantzigova pravidla nedojde k zacykleni.

s ov s

Diikaz. Dokazeme, ze v kazdé dalsi tabulce bude nulty fadek lexikograficky vétsi a ze fadky
1 az m zustanou lexikograficky kladné.

Plati, ze a,s > 0. Chceme dokézat, ze pro i-ty radek plati

(aio, ey am) — %(aro, e ,CLTS) é 0
Arg

Pokud a;s = 0, je to zfejmé. Je-li a;5s < 0, pri¢itam k lexikograficky kladnému radku le-
xikograficky kladny fadek, tedy i-ty fadek zustane lexikograficky kladny. Pokud a;s > 0,
vydélim nerovnici a;s a dostanu

a0 Qijn ! Qro Qrn
- ..., > e, )
Qs Qs Qrs Qrs

Protoze jsem volil vedouci tadek tak, aby vektor napravo byl lexikograficky nejmensi, je
nerovnost splnéna.

Pro nulty fadek nastavé ptipad ags < 0, pri¢itdm k nému lexikograficky kladny vektor,
takze bude lexikograficky veétsi. O

Bland: Za vedouci sloupec se (z kandidati) zvoli sloupec odpovidajici proménné s nejmensim
indexem. Z kandidatt na vyfazeni z baze pti rovnosti provérky poméru vezmeme proménnou
s nejmensim indexem.

Véta 1.3. Pii pouziti Blandova pravidla ,,nejmensich indexu* nedojde k zacykleni.

Diikaz. Vétu dokazeme sporem. Predpoklddejme, ze mame degenerovanou tlohu, posloup-
nost tabulek je nekone¢nd a zadna z tabulek neni optimdalni. Proménné rozdélime na tii
typy:

1) nikdy nejsou v bézi,

2) jsou stéle v bézi,

3) vyskytuji se jak v bazi tak mimo bédzi — ,,béhny“.
Oznatme

e x; béhnu s nejvétsim indexem,
D tabulku, v niz je x; bazickd, ale v nasledujici neni bazicka,
s proménnou, kterd je v D nebazickd, ale v nasledujici je bazicks,
D* tabulku, v niz je x; nebazicka, ale v nédsledujici je bazicka,
v prvek agp vSech tabulek (neméni se),
B = {i € ni|lz; je v D bazicka}.
Pokud éddek vektoru b nebo matice A indexuji indexem i € B néjaké bazické proménné,
mysli se tim ten fadek, ve kterém je v i-tém sloupci jednotka.
Tabulka D ma tvar

zZ=v+ Z CjT;

JgEB

xi:bi—Zaijxj7 1 € B,
Jj¢B

nulty fadek tabulky D* mé tvar

n
p— * .
zZ =0+ E C;Tj.
j=1



Polozme z, =y € R, 2; =0pro j &€ B, j #s. Pak x; = b; —a;sy proi € B a

z:v+csy=v+ciy+202‘(bi—aisy)-
i€B Y

Tq

Pro kazdé y € R pak plati

(cs —ck —|—Zc§‘ais> y= ch‘bi.

i€EB i€EB

To je ale mozné jen v piipadé, ze koeficienty u y jsou nulové, tedy

cs —Ch + chais =0.
i€B
Plati, ze ¢5 < 0, protoze z, jde v D do baze. Naopak ¢} > 0, protoze do baze jde v D* z; a
kdyby ¢; < 0, podle Blandova pravidla by do baze Sla x5. Tedy ¢s — ¢& < 0, z ¢ehoz plyne,
ze alespon jeden scitanec v sumé je kladny. Tedy existuje ¢ € B takové, ze cfa;s > 0.

Dokézeme, ze x; je béhna a ¢ < ¢. Proménnd x; nemuze byt v D* bazicka, protoze ¢} # 0.
Protoze a;s > 0 (je to pivot) a ¢ < 0 (2 jde do bdze), je cfas < 0. Je proto i < t, nebot
cfa;s > 0. Cili z; je béhna s indexem mensim nez t.

Proménna z; je ve vSech tabulkach nulova. Pokud neni v bazi, je to jasné a kdyz jde do
béze, zustane nulova, protoze provérka poméru da nulu a nulova zustane i dal, protoze nulty
sloupec se neméni. V tabulce D ma hodnotu b;, takze b; = 0.

Z toho, ze z; je béhna, plyne, ze ¢; > 0, jinak bych musel do bdze podle Blandova
pravidla zafadit z; a ne x;. Protoze ¢} > 0, je i a;s > 0. Z toho plyne, Ze fddek odpovidajici
i-té proménné je rovnéz kandidatem na vedouci fddek. Provérka pomeérta da nulu (b; = 0 a
podle pfedpokladu i b; = 0), podle Blandova pravidla vybirdm fddek odpovidajici proménné
s nejmensim indexem, takze v tabulce D se mél volit fadek odpovidajici i-té proménné, coz
je spor. O

1.5. Maticovy zapis simplexového algoritmu. Soustavu rovnic simplexové metody

Z = CI — apo
0=-b+Azx

Ize zapsat maticové jako

(v A )=6)

Bud'te A = (B|N), kde B je reguldrni, ¢ = (¢, ¢n), © = (§B>. Dosazenim a vynédsobenim soustavy
N

Qoo ¢B CN xliz
b B N Bl = \o

_ -1
<(1) 61133_% ) zleva

dostaneme

TN
. o ~1
ago—cgB™'b 0 en—cgB™'N . (=
B—1b E BN Bl =\o)’
TN

tj. tabulku simplexové metody.

Oznaéme cgB™! = 7. Je-li ey — 7N > 0, je tabulka dudlné piipustnd. Oznacme ¢; = ¢; — A,
koeficienty v nové matici (plati i pro cg). Pak ¢; > 0, pravé kdyz mA.; < ¢; pro kazdé j € n a
to pravé kdyz mA < c. Pak ale 7 spliuje soustavu omezeni dualni dlohy yA < c¢. Protoze w =
yb— agg = T — agy = ce B7'b — agg, jsou hodnoty tcelové funkce stejné a proto je Feseni optimalni.



1.6. Dualni simplexova metoda. Vychézi se z dualné pfipustné tabulky.

(1) Pokud je tabulka i primarné piipustnd, konéim.

(2) Uréim vedouci téddek r, ktery ma v nultém sloupci zdporné ¢islo. Provérkou pomeéra najdu
vedouci sloupec (kandidati a,; < 0), pokud je kazdé a,; > 0, neexistuje piipustné feseni.
Hleddm minimum

@04 | _ |%os
a/TS

min

a,;<0 ’

Cbrj
za, vedouci sloupec zvolim s.

1.7. Modifikovana (redukovand) simplexovd metoda. V modifikované metodé se pocitaji
pouze prvky, které jsou pravé potieba. Vychazi se vzdy z pocateéni tabulky. V paméti mam vychozi
tabulku a matici B~!. Nové prvky se poéitaji nasledujicimi vztahy:

BZBilb X.j ZBilA.j Cj =¢j —7T'A.j, 7T'=C12',B71
Pro k + 1. tabulku potfebujeme spocitat nebazickd ¢;, mezi nimi vybereme s-ty vedouci sloupec
B 'A,, a provedeme provérku pomért s b. Matici B~! poté vynésobime zleva elementarnimi mati-

cemi, které provedou fadkové tdpravy stejné jako v puvodni simplexové metodé. Postup opakujeme,
dokud neni ¢ > 0.

1.8. Primarné dualni simplexovd metoda. Tato metoda kombinuje priméarni i dudlni simple-
xovou metodu. Jeji vyhodou je, Ze neni nutné zac¢inat bazickym pfipustnym reSenim, ovSem tcelovd
funkce musi byt omezend, aby méla ptipustné feseni i dudlni tloha.
Necht primdrni a dudlni iloha maji tvar

(1) minz = cx Az=0b, b>0 x>0,
(2) maxw = yb yA <.
Nejprve nalezneme piipustné fesSeni dualni tlohy.

(1) Bud je ¢ > 0, v tom pifpadé vyhovuje feseni m = 0.

(2) Existuje j € 1 takové, ze ¢; < 0. V tom piipadé budeme Tesit upravenou tlohu

min z = cx
Ax=b, b>0
3 n
() Zmi+xn+1:a
i=1
x>0,

resp.
maxw = yb

a1y +a21y2 + -+ Am1Ym + Ym+1 < €1

a12y1 + a22y2 + -+ Cm2Ym + Ymt1 < C2

a1py1 + a2nY2 + -+ GmnYm + Yma1 < Cn
Ym+1 <0,

kde a je ,hodné velké“ ¢islo (napf. maximalni hodnota, kterou pocitac snese). Potom 7; = 0
pro j € m, Mm41 = minjen ¢ < 0.
Necht 7 je pifpustné fesenf tilohy (2). Potom podle véty o slabé komplementarité jsou 7 a x optimaln{
feseni (2) resp. (1), pravé kdyz m(Az —b) =0 a (¢ — mA)z = 0. Prvnf rovnost plat{ vzdy, protoze
v primédrn{ iloze jsou pouze rovnice, v druhé rovnosti jsou (¢ — wA) i = nezdporné. Aby mohla
rovnost platit, musi byt vSechny slozky skalarniho sou¢inu nulové.
Je-li ¢; —mAL; > 0, pak z; = 0. Definujme J = {j € n|c; — mA.; = 0}. Pak pro kazdé j € J je
Ij =0.



Chceme nakombinovat vektor b ze sloupcii matice A s indexy z J. Budeme fesit pomocnou tlohu
n
miné = Z x
i=1
(5) > aiju + ) =b;

JjET
Zj > 0,

z, > 0.
Funkce { je omezend zdola (nezdpornd), existuje piipustné feseni z; = b; pro ¢ € m a x; = 0 pro
7 € J. Ulohu vytesim ,klasickou® simplexovou metodou. Mohou nastat dva ptipady:
(1) Je &min = 0, potom Fesen{ z je optimdlni.
(2) Je &min > 0, v tom piipadé dal fesim tlohu dudlni k (5):
maxw = yb
Yi S 1, 1€ T/T\l
Necht 7 je optimdlni fesen{ (6). Rozlisime opét dva pripady:
(1) TA,; <0 pro véechna j ¢ J. Potom TA < 0. Dokédzeme, zZe (1) nemd piipustné feseni.
Z toho, ze TA < 0 vyplyvd, ze m + 07, kde 8 > 0, je pripustné feseni (2).
(m+ BT)A.; = TA,.; + fTA.; < ¢j.
~—— N——
<cj <0
Protoze podle véty o dualité je Tb = Wmaz = Emin > 0, je
= T)b = b Th
w = (7 + B7) ™ +8. T
konst. >0

a pro § — 400 se w blizi +oo.
(2) Existuje jo ¢ J takové, ze TA,j;, > 0. Oznacme

gzmm{%—ﬂAv
7TA.J'

TA,; > 0} > 0.

Dokézeme, ze 7’ = 7 + 07 je ,lepsi“ Feseni (2) nez bylo 7.

(4 67)Au; = TA, + O7A; < TA.; <cj promA,; <0

™ T)Pej = TTilej Tej > TI.A.jJr%:t'ij.j:Cj prOfA.j>0’

takze 7’ je piipustné. Déle plat{ ©'b = wb + 07b > 7b, protoze 6 > 0 a 7b > 0.
Vratim se na zacatek, najdu nové J a opakuji proces.

1.9. Dopravni problém. Mam m skladti a n odbérateli. Ozna¢me

a;, i € m pocet jednotek v i-tém skladu,

bj, 7 € n pozadavek j-tého odbératele,

ci; prepravni néklad na jednotku z ¢ do j,
x;; nezndmé — kolik se piepravuje z ¢ do j.

Budeme nejprve predpokladat, ze nabidka a poptavka jsou stejné, tedy

iai: bJ:AZO
i=m 1

n

J



Dopravni problém lze zapsat jako tlohu LP takto:

m n
min z = Z Zcijl’ij, kde Cij > 0
i=1j=1
m
inj:bja kde]Gﬁ

i=1
n
in]‘:ai, kde : € m
j=1
Lij Z 0

Méme soustavu m+n rovnic a mn proménnych. Rovnice jsou linedrné zavislé, o tom se lze presvédcéit
seCtenim prvnich n rovnic a odec¢tenim dalsich m rovnic. Vynechanim kterékoli z nich dostaneme
systém n — 1 nezavislych rovnic.

Véta 1.4. Dopravni problém mé pripustné feseni a ucelova funkce je omezend zdola, iloha mé tedy
i optimalni feseni.
Diikaz. Ulohu fesf napriklad
aibj
1
Nalezeni pocatecniho pripustného bazického feseni, metoda severozapadniho rohu: Méjme matici
proménnych

O

.’Eij =

T11 T12 Tin
T21  T22 Tan
Tm1 Tm2 e Tmn

Na poéatku polozme a) = a;, b, = b;. Zatneme u proménné ;.
(1) Pokud je af > b}, polozime aj < a} — b}, b} + 0 a pokracujeme u 3.
(2) Je-li a} < bY, polozime b} < b} — af, a} < 0 a pokracujeme u xo;.
(3) Je-li af = b}, polozime o} < 0, b < 0 a pokrac¢ujeme u xs.
Takto nalezené feseni je bazické.
Odstranéni predpokladu rovnosti nabidky a poptavky: Je-li

n n
Z a; < Z bj,
i=1 =1

pridam m + 1. sklad a polozim

n n
Am+1 = Z b7 — Za,“ Cm+1,j = 0 pro kazdé ] €n.

j=1 i=1
Analogicky pro previs nabidky.
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