
1. Simplexová metoda

Simplexová metoda se použ́ıvá k řešeńı úlohy v kanonickém tvaru

min z = cx

Ax = b

x ≥ 0.

Tabulka simplexové metody: Matici soustavy rovnic Ax = b

a00 = −z + a0,m+1xm+1 + · · · + a0nxn

a10 = x1 + a1,m+1xm+1 + · · · + a1nxn

a20 = x2 + a2,m+1xm+1 + · · · + a2nxn

...
. . .

am0 = xm + am,m+1xm+1 + · · · + amnxn

zapisujeme do tabulky 
a00 0 . . . 0 a0,m+1 . . . a0n
a10 1 . . . 0 a1,m+1 . . . a1n
...

...
. . .

...
...

...
am0 0 . . . 1 am,m+1 . . . amn


Pokud ai0 ≥ 0 pro i ∈ m̂, nazýváme tabulku primárně př́ıpustnou, je-li a0i ≥ 0, nazýváme

tabulku duálně př́ıpustnou.
Je-li tabulka primárně př́ıpustná, vyjadřuje př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy.

1.1. Algoritmus simplexové metody.

(1) Vyjdu z primárně př́ıpustné tabulky.
(2) Je-li tabulka i duálně př́ıpustná, je optimálńı a konč́ım.
(3) Pokud neńı duálně př́ıpustná, mezi sloupci, kde a0i < 0 vyberu nějaký vedoućı sloupec

(s-tý).
(4) Vyberu vedoućı řádek: najdu

min

{
ai0
ais

∣∣∣∣ ais > 0

}
=

ar0
ars
≥ 0

(tzv. prověrka poměr̊u) a jako vedoućı zvoĺım r-tý. xr bude nová nebazická proměnná a
polož́ım

xs =
ar0
ars

.

Prvek ars nazýváme vedoućı prvek (pivot). Pokud jsou všechny ais ≤ 0, neńı účelová
funkce z omezená, takže konč́ım.

Pokud je v prvńım sloupci nějaká nula, prověrka poměr̊u dá nulu a jsem v blbé situaci, protože
nemůžu bezprostředně přej́ıt k jinému vrcholu.

1.2. Časová náročnost. Teoreticky je exponenciálńı: maximálně
(
m
n

)
.

n! ≈ nn

en

√
2πn

(
n
n
2

)
=

n!((
n
2

)
!
)2 ≈ nn

en
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2πn
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2 )

n

en πn
= 2n

√
2

πn
,

tj. řádově 2n. V praxi se to ale chová polynomiálně, obvykle stač́ı cca. 2m až 3m iteraćı.
1



2

1.3. Nalezeńı počátečńıho př́ıpustného bazického řešeńı.

(1) Do každé rovnice přidáme tzv. umělou proměnnou x′
i ≥ 0. Dostanu tak soustavu

x′
1 +

n∑
j=1

a1jxj = b1

...

x′
m +

n∑
j=1

amjxj = bm

min ξ = min

m∑
j=1

x′
j

polož́ım x′
1, . . . , x

′
m = b1, . . . , bm, xj = 0 pro j ∈ n̂.

(a) Je-li ξmin > 0, neexistuje př́ıpustné řešeńı výchoźı úlohy.
(b) Je-li ξmin = 0, je x př́ıpustné řešeńı.

(2) Nerovnice typu Ax ≤ b, b ≥ 0, x ≥ 0 převedu na rovnice se slabou proměnnou a slabé
proměnné polož́ım rovny b. Slabé proměnné nejsou v účelové funkci !

(3) Nerovnice typu
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i ∈ k, bi ≥ 0

převedu na rovnice se slabou proměnnou a do každé z nich přidám stejnou umělou
proměnnou x′:

x′ +

n∑
j=1

aijxj − si = bi, si ≥ 0, x′ ≥ 0.

Bud’ max{bi|i ∈ k̂} = bl. Soustavu nerovnic převedeme na novou soustavu

x′ +

n∑
j=1

aljxj − sl = bl

n∑
j=1

(alj − aij)xj − sl + si = bl − bi︸ ︷︷ ︸
≥0

, i ∈ k̂ ∖ {l}.

Proměnnou sl polož́ım rovnou nule a proměnné x′ a si dopoč́ıtám. Minimalizuji funkci ξ = x′.
Neuškod́ı zopakovat, že v účelové funkci se v každém př́ıpadě vyskytuj́ı pouze umělé
proměnné.

Pokud mám soustavu, kde jsou rovnice i nerovnice, lze tyto postupy samozřejmě kombinovat.

1.4. Zacykleńı — jak z toho ven. Zacykleńım nazýváme situaci, kdy se při prověrce poměr̊u
vyjde nula. V následuj́ıćım kroku se pak nezměńı hodnota účelové funkce, protože se k ńı tato nula
přičte.

Definice 1.1. Bud’ x ∈ Rn, x ̸= 0. Vektor x nazýváme lexikograficky kladný (x
l
> 0), právě

když prvńı nenulová složka vektoru x je kladná. Pro dva r̊uzné vektory x, y definujeme x
l
> y, právě

když x− y
l
> 0.

Dantzig: Vycháźıme z toho, že prvky nultého řádku jsou jednoznačně určeny volbou báze.
Vedoućı sloupec voĺım stejně, tj. sloupec, v jehož prvńım řádku je záporné č́ıslo.

Volba vedoućıho řádku: Na počátku muśı být všechny řádky lexikograficky kladné
(s výjimkou nultého). Pokud nejsou, přeč́ısluji neznámé tak, aby jednotková matice byla
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nalevo. Kandidáta na vedoućı řádek pak hledám mezi řádky, kde ais > 0. Pro každé ais > 0
vezmu vektor (ai0, ai1, . . . , ain) a vyděĺım ais. Źıskám tak vektory(

ai0
ais

,
ai1
ais

, . . . ,
ain
ais

)
.

Z těchto vektor̊u vyberu lexikograficky nejmenš́ı (r-tý) a za vedoućı řádek zvoĺım r-tý řádek.

Věta 1.2. Při použit́ı Dantzigova pravidla nedojde k zacykleńı.

D̊ukaz. Dokážeme, že v každé daľśı tabulce bude nultý řádek lexikograficky větš́ı a že řádky
1 až m z̊ustanou lexikograficky kladné.

Plat́ı, že ars > 0. Chceme dokázat, že pro i-tý řádek plat́ı

(ai0, . . . , ain)−
ais
ars

(ar0, . . . , ars)
l
> 0.

Pokud ais = 0, je to zřejmé. Je-li ais < 0, přič́ıtám k lexikograficky kladnému řádku le-
xikograficky kladný řádek, tedy i-tý řádek z̊ustane lexikograficky kladný. Pokud ais > 0,
vyděĺım nerovnici ais a dostanu(

ai0
ais

, . . . ,
ain
ais

)
l
>

(
ar0
ars

, . . . ,
arn
ars

)
.

Protože jsem volil vedoućı řádek tak, aby vektor napravo byl lexikograficky nejmenš́ı, je
nerovnost splněna.

Pro nultý řádek nastává př́ıpad a0s < 0, přič́ıtám k němu lexikograficky kladný vektor,
takže bude lexikograficky větš́ı. □

Bland: Za vedoućı sloupec se (z kandidát̊u) zvoĺı sloupec odpov́ıdaj́ıćı proměnné s nejmenš́ım
indexem. Z kandidát̊u na vyřazeńı z báze při rovnosti prověrky poměr̊u vezmeme proměnnou
s nejmenš́ım indexem.

Věta 1.3. Při použit́ı Blandova pravidla
”
nejmenš́ıch index̊u“ nedojde k zacykleńı.

D̊ukaz. Větu dokážeme sporem. Předpokládejme, že máme degenerovanou úlohu, posloup-
nost tabulek je nekonečná a žádná z tabulek neńı optimálńı. Proměnné rozděĺıme na tři
typy:
1) nikdy nejsou v bázi,
2) jsou stále v bázi,
3) vyskytuj́ı se jak v bázi tak mimo bázi —

”
běhny“.

Označme
• xt běhnu s největš́ım indexem,
• D tabulku, v ńıž je xt bazická, ale v následuj́ıćı neńı bazická,
• xs proměnnou, která je v D nebazická, ale v následuj́ıćı je bazická,
• D∗ tabulku, v ńıž je xt nebazická, ale v následuj́ıćı je bazická,
• v prvek a00 všech tabulek (neměńı se),
• B = {i ∈ n̂|xi je v D bazická}.
• Pokud řádek vektoru b nebo maticeA indexuji indexem i ∈ B nějaké bazické proměnné,
mysĺı se t́ım ten řádek, ve kterém je v i-tém sloupci jednotka.

Tabulka D má tvar

z = v +
∑
j ̸∈B

cjxj

xi = bi −
∑
j ̸∈B

aijxj , i ∈ B,

nultý řádek tabulky D∗ má tvar

z = v +

n∑
j=1

c∗jxj .
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Položme xs = y ∈ R, xj = 0 pro j ̸∈ B, j ̸= s. Pak xi = bi − aisy pro i ∈ B a

z = v + csy = v + c∗sy +
∑
i∈B

c∗i (bi − aisy)︸ ︷︷ ︸
xi

.

Pro každé y ∈ R pak plat́ı(
cs − c∗s +

∑
i∈B

c∗i ais

)
y =

∑
i∈B

c∗i bi.

To je ale možné jen v př́ıpadě, že koeficienty u y jsou nulové, tedy

cs − c∗s +
∑
i∈B

c∗i ais = 0.

Plat́ı, že cs < 0, protože xs jde v D do báze. Naopak c∗s ≥ 0, protože do báze jde v D∗ xt a
kdyby c∗s < 0, podle Blandova pravidla by do báze šla xs. Tedy cs − c∗s < 0, z čehož plyne,
že alespoň jeden sč́ıtanec v sumě je kladný. Tedy existuje i ∈ B takové, že c∗i ais > 0.

Dokážeme, že xi je běhna a i < t. Proměnná xi nemůže být v D∗ bazická, protože c∗i ̸= 0.
Protože ats > 0 (je to pivot) a c∗t < 0 (xt jde do báze), je c∗tats < 0. Je proto i < t, nebot’

c∗i ais > 0. Čili xi je běhna s indexem menš́ım než t.
Proměnná xi je ve všech tabulkách nulová. Pokud neńı v bázi, je to jasné a když jde do

báze, z̊ustane nulová, protože prověrka poměr̊u dá nulu a nulová z̊ustane i dál, protože nultý
sloupec se neměńı. V tabulce D má hodnotu bi, takže bi = 0.

Z toho, že xi je běhna, plyne, že c∗i > 0, jinak bych musel do báze podle Blandova
pravidla zařadit xi a ne xt. Protože c∗i > 0, je i ais > 0. Z toho plyne, že řádek odpov́ıdaj́ıćı
i-té proměnné je rovněž kandidátem na vedoućı řádek. Prověrka poměr̊u dá nulu (bi = 0 a
podle předpokladu i bt = 0), podle Blandova pravidla vyb́ırám řádek odpov́ıdaj́ıćı proměnné
s nejmenš́ım indexem, takže v tabulce D se měl volit řádek odpov́ıdaj́ıćı i-té proměnné, což
je spor. □

1.5. Maticový zápis simplexového algoritmu. Soustavu rovnic simplexové metody

z = cx− a00

0 = −b+Ax

lze zapsat maticově jako (
a00 c
b A

)(
−1
x

)
=

(
z
0

)
.

Bud’te A = (B|N), kde B je regulárńı, c = (cB, cN), x =

(
xB

xN

)
. Dosazeńım a vynásobeńım soustavy

(
a00 cB cN
b B N

)−1xB

xN

 =

(
z
0

) ∣∣∣∣∣∣ ·
(
1 −cBB−1

0 B−1

)
zleva

dostaneme (
a00 − cBB

−1b 0 cN − cBB
−1N

B−1b E B−1N

)−1xB

xN

 =

(
z
0

)
,

tj. tabulku simplexové metody.
Označme cBB

−1 = π. Je-li cN − πN ≥ 0, je tabulka duálně př́ıpustná. Označme cj = cj − πA•j
koeficienty v nové matici (plat́ı i pro cB). Pak cj ≥ 0, právě když πA•j ≤ cj pro každé j ∈ n̂ a
to právě když πA ≤ c. Pak ale π splňuje soustavu omezeńı duálńı úlohy yA ≤ c. Protože w =
yb− a00 = πb− a00 = cBB

−1b− a00, jsou hodnoty účelové funkce stejné a proto je řešeńı optimálńı.
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1.6. Duálńı simplexová metoda. Vycháźı se z duálně př́ıpustné tabulky.

(1) Pokud je tabulka i primárně př́ıpustná, konč́ım.
(2) Urč́ım vedoućı řádek r, který má v nultém sloupci záporné č́ıslo. Prověrkou poměr̊u najdu

vedoućı sloupec (kandidáti ari < 0), pokud je každé ari ≥ 0, neexistuje př́ıpustné řešeńı.
Hledám minimum

min
arj<0

∣∣∣∣a0jarj

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a0sars

∣∣∣∣ ,
za vedoućı sloupec zvoĺım s.

1.7. Modifikovaná (redukovaná) simplexová metoda. V modifikované metodě se poč́ıtaj́ı
pouze prvky, které jsou právě potřeba. Vycháźı se vždy z počátečńı tabulky. V paměti mám výchoźı
tabulku a matici B−1. Nové prvky se poč́ıtaj́ı následuj́ıćımi vztahy:

b = B−1b A•j = B−1A•j cj = cj − πA•j , π = cBB
−1

Pro k + 1. tabulku potřebujeme spoč́ıtat nebazická cj , mezi nimi vybereme s-tý vedoućı sloupec

B−1A•s a provedeme prověrku poměr̊u s b. Matici B−1 poté vynásob́ıme zleva elementárńımi mati-
cemi, které provedou řádkové úpravy stejné jako v p̊uvodńı simplexové metodě. Postup opakujeme,
dokud neńı c ≥ 0.

1.8. Primárně duálńı simplexová metoda. Tato metoda kombinuje primárńı i duálńı simple-
xovou metodu. Jej́ı výhodou je, že neńı nutné zač́ınat bazickým př́ıpustným řešeńım, ovšem účelová
funkce muśı být omezená, aby měla př́ıpustné řešeńı i duálńı úloha.

Necht’ primárńı a duálńı úloha maj́ı tvar

min z = cx Ax = b, b ≥ 0 x ≥ 0,(1)

maxw = yb yA ≤ c.(2)

Nejprve nalezneme př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy.

(1) Bud’ je c ≥ 0, v tom př́ıpadě vyhovuje řešeńı π = 0.
(2) Existuje j ∈ n̂ takové, že cj < 0. V tom př́ıpadě budeme řešit upravenou úlohu

min z = cx

Ax = b, b ≥ 0
n∑

i=1

xi + xn+1 = α

x ≥ 0,

(3)

resp.

maxw = yb

a11y1 + a21y2 + · · ·+ am1ym + ym+1 ≤ c1

a12y1 + a22y2 + · · ·+ am2ym + ym+1 ≤ c2

...

a1ny1 + a2ny2 + · · ·+ amnym + ym+1 ≤ cn

ym+1 ≤ 0,

(4)

kde α je
”
hodně velké“ č́ıslo (např. maximálńı hodnota, kterou poč́ıtač snese). Potom πj = 0

pro j ∈ m̂, πm+1 = minj∈n̂ cj < 0.

Necht’ π je př́ıpustné řešeńı úlohy (2). Potom podle věty o slabé komplementaritě jsou π a x optimálńı
řešeńı (2) resp. (1), právě když π(Ax − b) = 0 a (c − πA)x = 0. Prvńı rovnost plat́ı vždy, protože
v primárńı úloze jsou pouze rovnice, v druhé rovnosti jsou (c − πA) i x nezáporné. Aby mohla
rovnost platit, muśı být všechny složky skalárńıho součinu nulové.

Je-li cj − πA•j > 0, pak xj = 0. Definujme J = {j ∈ n̂|cj − πA•j = 0}. Pak pro každé j ̸∈ J je
xj = 0.
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Chceme nakombinovat vektor b ze sloupc̊u matice A s indexy z J . Budeme řešit pomocnou úlohu

min ξ =

n∑
i=1

x′
i∑

j∈J
aijxj + x′

i = bi

xj ≥ 0,

x′
i ≥ 0.

(5)

Funkce ξ je omezená zdola (nezáporná), existuje př́ıpustné řešeńı x′
i = bi pro i ∈ m̂ a xj = 0 pro

j ∈ J . Úlohu vyřeš́ım
”
klasickou“ simplexovou metodou. Mohou nastat dva př́ıpady:

(1) Je ξmin = 0, potom řešeńı x je optimálńı.
(2) Je ξmin > 0, v tom př́ıpadě dál řeš́ım úlohu duálńı k (5):

maxw = yb

yA•j ≤ 0, j ∈ J
yi ≤ 1, i ∈ m̂.

(6)

Necht’ π je optimálńı řešeńı (6). Rozlǐśıme opět dva př́ıpady:

(1) πA•j ≤ 0 pro všechna j ̸∈ J . Potom πA ≤ 0. Dokážeme, že (1) nemá př́ıpustné řešeńı.
Z toho, že πA ≤ 0 vyplývá, že π + βπ, kde β ≥ 0, je př́ıpustné řešeńı (2).

(π + βπ)A•j = πA•j︸ ︷︷ ︸
≤cj

+βπA•j︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ cj .

Protože podle věty o dualitě je πb = wmax = ξmin > 0, je

w = (π + βπ)b = πb︸︷︷︸
konst.

+β πb︸︷︷︸
>0

a pro β → +∞ se w bĺıž́ı +∞.
(2) Existuje j0 ̸∈ J takové, že πA•j0 > 0. Označme

θ = min

{
cj − πA•j

πA•j

∣∣∣∣πA•j > 0

}
> 0.

Dokážeme, že π′ = π + θπ je
”
lepš́ı“ řešeńı (2) než bylo π.

(π + θπ)A•j = πA•j + θπA•j ≤

{
πA•j ≤ cj pro πA•j ≤ 0

πA•j +
cj−πA•j
πA•j

πA•j = cj pro πA•j > 0,

takže π′ je př́ıpustné. Dále plat́ı π′b = πb+ θπb > πb, protože θ > 0 a πb > 0.
Vrát́ım se na začátek, najdu nové J a opakuji proces.

1.9. Dopravńı problém. Mám m sklad̊u a n odběratel̊u. Označme

• ai, i ∈ m počet jednotek v i-tém skladu,
• bj , j ∈ n požadavek j-tého odběratele,
• cij přepravńı náklad na jednotku z i do j,
• xij neznámé — kolik se přepravuje z i do j.

Budeme nejprve předpokládat, že nab́ıdka a poptávka jsou stejné, tedy

n∑
i=m

ai =

n∑
j=1

bj = A ≥ 0.
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Dopravńı problém lze zapsat jako úlohu LP takto:

min z =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij , kde cij > 0

m∑
i=1

xij = bj , kde j ∈ n̂

n∑
j=1

xij = ai, kde i ∈ m̂

xij ≥ 0

Máme soustavu m+n rovnic a mn proměnných. Rovnice jsou lineárně závislé, o tom se lze přesvědčit
sečteńım prvńıch n rovnic a odečteńım daľśıch m rovnic. Vynecháńım kterékoli z nich dostaneme
systém n− 1 nezávislých rovnic.

Věta 1.4. Dopravńı problém má př́ıpustné řešeńı a účelová funkce je omezená zdola, úloha má tedy
i optimálńı řešeńı.

D̊ukaz. Úlohu řeš́ı např́ıklad

xij =
aibj
A

. □

Nalezeńı počátečńıho př́ıpustného bazického řešeńı, metoda severozápadńıho rohu: Mějme matici
proměnných 

x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm1 xm2 . . . xmn

 .

Na počátku položme a′i = ai, b
′
i = bi. Začneme u proměnné x11.

(1) Pokud je a′1 > b′1, polož́ıme a′1 ← a′1 − b′1, b
′
1 ← 0 a pokračujeme u x12.

(2) Je-li a′1 < b′1, polož́ıme b′1 ← b′1 − a′1, a
′
1 ← 0 a pokračujeme u x21.

(3) Je-li a′1 = b′1, polož́ıme a′1 ← 0, b′1 ← 0 a pokračujeme u x22.

Takto nalezené řešeńı je bazické.
Odstraněńı předpokladu rovnosti nab́ıdky a poptávky: Je-li

n∑
i=1

ai <

n∑
j=1

bj ,

přidám m+ 1. sklad a polož́ım

am+1 =

n∑
j=1

bj −
n∑

i=1

ai, cm+1,j = 0 pro každé j ∈ n̂.

Analogicky pro převis nab́ıdky.
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