
1. Úvod

Definice 1.1. Úlohou lineárńıho programováńı rozumı́me nalezeńı minima (resp. maxima) účelové
funkce

z =

n∑
j=1

cjxj

za podmı́nek
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i ∈ I ⊂ m̂,

n∑
j=1

aijxj = bi, i ∈ m̂∖ I,

xj ≥ 0, j ∈ J ⊂ n̂,

xj ⋚ 0, j ∈ n̂∖ J ,

kde

c = (c1, . . . , cn), A = (aij) ∈ Rm,n, b =

 b1
...
bm

 , x =

x1

...
xn

 , y = (y1, . . . , yn).

Každý vektor x vyhovuj́ıćı soustavě omezeńı nazýváme př́ıpustným řešeńım. Př́ıpustné řešeńı, na
kterém nabývá z extremálńı hodnoty, nazýváme optimálńım řešeńım.

Poznámka. Ekvivalentńı formulace úlohy LP:

(1) Hledáńı maxima funkce z je ekvivalentńı hledáńı minima funkce −z.
(2) Převod nerovnic na rovnice zavedeńım slabých proměnných:

n∑
j=1

aijxj − si = bi, si ≥ 0, i ∈ I.

(3) Převod rovnic na nerovnice:
n∑

j=1

aijxj ≥ bi,

m∑
i=1

n∑
j=1

aijxj − bi ≤ 0.

(4) Odstraněńı proměnných bez podmı́nky nezápornosti: Bud’ xj ∈ R, j ∈ n̂ ∖ J . Zavedeme
proměnné x0 a x′

j , dosad́ıme xj = x′
j−x0 a přidáme podmı́nky x0 ≥ 0, x′

j ≥ 0 pro j ∈ n̂∖J .

Věta 1.2. Z následuj́ıćıch dvou soustav lineárńıch rovnic

(i) Ax = b (b ̸= 0),
(ii) yA = 0, yb ̸= 0

má řešeńı právě jedna z nich.

D̊ukaz. 1) Bud’ (i) řešitelná. Pak b ∈ [A•1, . . . ,A•n]λ. Bud’ yA = 0, takže y ∈ [A•1, . . . ,A•n]λ
⊥
,

tedy y ⊥ b a yb = 0, což je spor.
2) Bud’ (i) neřešitelná, tedy b ̸∈ [A•1, . . . ,A•n]λ = P . Plat́ı, že P ⊕ P⊥ = Rm,1, b = u + v, kde

u ∈ P , v ∈ P⊥. Plat́ı, že v ̸= 0, protože b ̸∈ P .
Protože v ∈ P⊥, je vTA = 0 a vT b = vTu+ vT v = 0 + ∥v∥2 ̸= 0. Tedy v řeš́ı (ii). □

Věta 1.3. Z následuj́ıćıch dvou výrok̊u

(i) Ax = b (b ̸= 0) má nezáporné řešeńı,
(ii) yA ≥ 0, yb < 0 má řešeńı

je pravdivý právě jeden.

D̊ukaz. 1) (i) a (ii) nemohou platit najednou: Bud’ Ax = b, x ≥ 0, vynásobeńım y zleva a použit́ım
(ii) dostáváme yAx = yb < 0. Bud’ yA ≥ 0, yb < 0, pak yAx ≥ 0, což je spor.

2) (i) neplat́ı =⇒ (ii) plat́ı: Necht’ Ax = b nemá nezáporné řešeńı:
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A) Ax = b nemá žádné řešeńı. Pak podle předchoźı věty existuje y takové, že yA = 0, yb ̸= 0.
(ii) vyhovuje bud’ y nebo −y.

B) Ax = b je řešitelná, ale nemá nezáporné řešeńı: Důkaz provedeme indukćı podle počtu sloupc̊u
n.
Bud’ n = 1, A•1x1 = b, x1 < 0. Definujme y = −bT , pak

yA = −bTA•1 =
−bT b

x1
=

−∥b∥2

x1
> 0

a yb = −bT b = −∥b∥2 < 0, tedy (ii) má řešeńı.
Přechod n− 1 → n: Necht’ soustava Ax = b má řešeńı, ale ne nezáporné. Pak ani soustava

n−1∑
j=1

A•jxj = b

nemá nezáporné řešeńı, tedy existuje y takové, že yA•j ≥ 0 pro j ∈ n̂− 1 a yb < 0.
a) Je-li yA•n ≥ 0, je yA ≥ 0, takže (ii) má řešeńı.
b) Bud’ yA•n < 0. Uvažujme soustavu

n−1∑
j=1

A′
•jx

′
j = b′,

kde

A′
•j = A•j −

yA•j

yA•n
A•n,

b′ = b− yb

yA•n
A•n.

Dále plat́ı
n−1∑
j=1

(
A•j −

yA•j

yA•n
A•n

)
x′
j = b− yb

yA•n
A•n,

n−1∑
j=1

A•jx
′
j +

 yb

yA•n
−

n−1∑
j=1

yA•j

yA•n
x′
j


︸ ︷︷ ︸

>0

A•n = b.

Tato soustava nemá nezáporné řešeńı, protože jinak by měla nezáporné řešeńı soustava
Ax = b a to je spor s předpokladem. Existuje tedy y′ takové, že y′A′

•j ≥ 0 a y′b′ < 0 pro

j ∈ n̂− 1. Definujme

y = y′ − y′A•n

yA•n
y.

Pro j ∈ n̂− 1 pak plat́ı

yA•j = y′A•j −
y′A•n

yA•n
(yA•j) = y′

(
A•j −

yA•j

yA•n
A•n

)
= y′A′

•j ≥ 0.

yA•n = y′A•n − y′A•n

yA•n
yA•n = 0.

yb = y′b− y′A•n

yA•n
yb = y′

(
b− yb

yA•n
A•n

)
= y′b′ < 0. □

Věta 1.4 (Farkaš). Z následuj́ıćıch dvou soustav lineárńıch nerovnic

(i) Ax ≤ b (b ̸= 0),
(ii) yA ≥ 0, yb < 0

má nezáporné řešeńı právě jedna z nich.
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D̊ukaz. Bud’ s vektor slabých proměnných

s =

 s1
...
sm

 .

Potom Ax+ s = b, právě když Ãx̃ = b, kde Ã = (A|E),

x̃ =



x1

...
xn

s1
...
sm


.

Podmı́nka nezápornosti řešeńı Ax ≤ b je ekvivalentńı s nezápornost́ı řešeńı Ãx̃ = b.
Dále plat́ı, že yÃ ≥ 0, právě když yA ≥ 0 a y ≥ 0. Soustava yA ≥ 0, yb < 0 má nezáporné řešeńı,

právě když yÃ ≥ 0, yb < 0 má řešeńı. T́ım jsme větu převedli na předchoźı. □

Důsledek 1.5. Z následuj́ıćıch dvou soustav lineárńıch nerovnic

(1) Ax ≥ b,
(2) yA ≤ 0, yb > 0

má nezáporné řešeńı právě jedna.

D̊ukaz. Vynásob́ıme nerovnice −1. □

Věta 1.6. Necht’ K ∈ Rn,n je čtvercová matice n-tého řádu, antisymetrická (tj. KT = −K).
Soustava lineárńıch nerovnic Kx ≥ 0, x ≥ 0 má alespoň jedno řešeńı x takové, že Kx+ x > 0.

D̊ukaz. Bud’

xi =

xi1
...

xin

 pro i ∈ n̂

x =

n∑
i=1

xi

Položme A = K, b = eTi . Pak podle předchoźı věty může nastat právě jeden ze dvou př́ıpad̊u:

1) Kxi ≥ eTi ≥ 0, tedy Ki•xi ≥ 1.
2) xT

i e
T
i > 0 ⇐⇒ xii > 0, xT

i K ≤ 0 ⇐⇒ KTxi ≤ 0 ⇐⇒ −Kxi ≤ 0 ⇐⇒ Kxi ≥ 0.

V obou př́ıpadech je Ki•xi + xii > 0, takže Kx+ x > 0. □

Věta 1.7. Soustava lineárńıch nerovnic
Ax− tb ≥ 0

−yA+ tc ≥ 0

yb− cx ≥ 0

má alespoň jedno řešeńı x0, y0, t takové, že

Ax0 − t0b+ yT0 > 0

−y0A+ t0c+ xT
0 > 0

y0b− cx0 + t0 > 0.

D̊ukaz.

K =

 0 A −b
−AT 0 cT

bT −c 0

 yT

x
t

 ≥ 0. □
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