1. Uvop

Definice 1.1. Ulohou linearniho programovani rozumime nalezen{ minima (resp. maxima) ticelové

funkce
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Kazdy vektor x vyhovujici soustavé omezeni nazyvame pripustnym ifeSenim. Ptipustné feSeni, na
kterém nabyva z extremdlni hodnoty, nazyvame optimalnim feSenim.
Pozndmka. Ekvivalentni formulace tlohy LP:

(1) Hledéni maxima funkce z je ekvivalentni hleddni minima funkce —z.
(2) Prevod nerovnic na rovnice zavedenim slabych proménnych:

n
Zaijxj—si:bi, s; >0, 1€l
i=1

(3) Pievod rovnic na nerovnice:

n m n
Zaijxj > bi, Z Zaij:cj - bz < 0.
j=1 i=1 j=1
(4) Odstranéni proménnych bez podminky nezdpornosti: Bud z; € R, j € n \ J. Zavedeme
proménné z¢ a z;, dosadime ; = 2, — ¢ a piddme podminky z¢ > 0, 2% > 0 proj € n\J.

Véta 1.2. Z nasledujicich dvou soustav linedrnich rovnic
() Az=b (b+0),
(ii) yA=0,yb#0
ma feseni pravé jedna z nich.
Diikaz. 1) Bud (i) fesitelnd. Pak b € [Aa1, ..., Aen]r. Bud yA = 0, takie y € [Aar,..., Aen]a™,
tedy y L b a yb= 0, coz je spor.
2) Bud (i) nefesitelnd, tedy b & [Ae1,...,Aen]yn = P. Plati, 7e P ® P+ = R™!', b = u + v, kde
u € P, v e PL. Plati, ze v # 0, protoze b & P.
Protoze v € P, je vTA =0 a v7b = vTu+vTv =0+ |[v]|* # 0. Tedy v Fesf (ii). O
Véta 1.3. Z nésledujicich dvou vyroku
(i) Az =b (b # 0) ma nezdporné feseni,
(ii) yA >0, yb < 0 mé feSen{
je pravdivy pravé jeden.
Diikaz. 1) (i) a (i) nemohou platit najednou: Bud Az = b, x > 0, vynésobenim y zleva a pouZitim
(ii) dostdvdme yAx = yb < 0. Bud yA > 0, yb < 0, pak yAx > 0, coZ je spor.
2) (i) neplati = (ii) plati: Nechf Az = b nem4 nezéporné feseni:
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A) Az = b nemd zaddné feseni. Pak podle predchozi véty existuje 7 takové, ze yA = 0, yb # 0.
(i) vyhovuje bud y nebo —y.
B) Az = b je fesitelnd, ale nemd nezdporné reseni: Dikaz provedeme indukei podle poctu sloupcu

n.
Bud n =1, Agyz; = b, 21 < 0. Definujme y = —b", pak
—bTb  —||b|?
yA:—bTA.1=—=M>0
T T
ayb=—bTb=—|b]* <0, tedy (ii) mé Feseni.

Piechod n — 1 — n: Nechf soustava Az = b ma feseni, ale ne nezdporné. Pak ani soustava

n—1

Z A.jxj = b
j=1

nemad nezdporné feseni, tedy existuje 7 takové, ze FA.; > 0 pro j € n—1a yb < 0.
a) Je-li gA,, > 0, je A > 0, takze (ii) m& FeSeni.
b) Bud yA,, < 0. Uvazujme soustavu

n—1
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Tato soustava nema nezdaporné feSeni, protoze jinak by méla nezdaporné feSeni soustava
Az = b ato je spor s pfedpokladem. Existuje tedy 7' takové, ze §'A,; > 0 a §'b’ < 0 pro

jE n—1. Definujme

i y/Aon
Yy - =
onn
Pro j € n—1 pak plati
_, _
_ VAen _ _ onj _
YAy =T A = g A =T (A-a‘ T A, A.n) =7 A, >0.

7A.

onn = 7/Aon - yf nonn = 0.

on

7 Aen )
yb=7b— yyA gb =7 (b— yiA.n) =7 <0. O

Véta 1.4 (Farkas). Z nésledujicich dvou soustav linedrnich nerovnic
(i) Az <b (b#0),
(i) yA>0,yb<0

ma& nezaporné feSeni pravé jedna z nich.



Diikaz. Bud s vektor slabych proménnych

S1

Sm
Potom Az + s = b, pravé kdyz Az = b, kde A = (A|E),

T

Podminka nezapornosti feseni Ax < b je ekvivalentni s nezdpornosti feseni A =b.

Dale plati, ze yA >0, pravé kdyz yA > 0 ay > 0. Soustava yA > 0, yb < 0 méa nezdporné fesend,
pravé kdyz yA >0, yb < 0 mé feSeni. Tim jsme vétu pfevedli na pfedchozi. O
Dusledek 1.5. Z néasledujicich dvou soustav linearnich nerovnic

(1) Az > b,
(2) yA <0,yb>0

m& nezaporné feseni pravé jedna.
Diikaz. Vynésobime nerovnice —1. O

Véta 1.6. Necht K € R™" je ¢tvercovd matice n-tého tadu, antisymetricka (tj. KI' = —K).
Soustava linearnich nerovnic Kz > 0, z > 0 m4 alespon jedno feSeni T takové, ze Kz + 7 > 0.

Dikaz. Bud

Polozme A = K, b = e!. Pak podle pfedchoz{ véty miize nastat pravé jeden ze dvou pifpadii:
1) Kz, > €ZT >0, tedy K;o; > 1.
2) 7lel >0 <= 7, >0, 7/ K <0 <= K7, <0 < —Kz7; <0 < Kz; >0.

V obou piipadech je K;e@; + T;; > 0, takze Kz + 7 > 0. O
Véta 1.7. Soustava linedrnich nerovnic
Ax—tb>0
—yA +tc>0
yb—cx >0

ma& alespon jedno FeSeni xg, yo,t takové, ze
Axy —tob—l—yOT >0
—yoA +toc+xd >0
Yyob — cxg + to > 0.
Diikaz.
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