1. KOMPAKTNI OPERATORY

V této kapitole po uvedeni potFebnych definic formulujeme Arzelovu—Ascoliovu vétu a nakonec
uvedeme dulezita tvrzeni o kompaktnich operatorech z FA3.

Definice 1. Bud X metricky prostor. Mnozina K je totalné omezené, praveé kdyz pro kazdé e > 0
existuje konecna e-sit x1,...,z, € X, tj. takovd mnozina, ze K C U;L=1 B(zj,¢).

Pozndmka. Snadno vidime, Ze totalni omezenost je skutetné zesileni pojmu omezenosti (tj. totalni
omezenost implikuje omezenost).

Definice 2. Mnozina K je prekompaktni, pravé kdyz je K kompaktni.
Nasledujici tvrzeni se na FA2 nedokazuje; v podstaté jde o opakovani z MAA3.

Tvrzeni 3. (1) Bud X dplng metricky prostor. Pak K C X je kompaking, prdvé kdyZ je
uzaviend a totdlné omezend. Ekvivalentné K C X je prekompaktni, privé kdyz je totdlné
omezend.

(2) Bud X jakgkoliv metricky prostor. Pak K C X je kompaktni, prave kdyz kazdd posloupnost
proki z K md konvergentni podposloupnost.

Tvrzeni 4. Kompaktni metricky prostor (K, o) je separabilni.

Diikaz. UkaZeme nejprve, Ze kompaktni metricky prostor je uplny. Necht x, € K je cauchyovska
posloupnost. Z kompaktnosti K pak plyne, Ze méa alespon jeden hromadny bod, z cauchyovskosti
naopak plyne, Ze je nejvyse jeden.

Uvedli jsme, ze kompaktni mnoZina v uplném prostoru je totalné omezena. Pro kazdé n € N
tedy existuje N € N bodu S, = {Zn1,...,2nn} tak, 7e K C Uszl B(xnk, 1/n). Snadno pak
ukaZeme, Ze spofetnd mnozina S := Uﬁ;l Sp je husta. Proy € K a e > 0 stadf volit n > 1/¢,
abychom nasli « € S,, C S tak, ze y € B(z,1/n) C B(z,¢).

Alternativni dikaz: Totalni omezenost K lze dokazat bez berlicky v podobé tuplnosti a od-
volani se na zndmé tvrzeni. Pro zadané ¢ uvazime mnozinu vSech kouli o poloméru ¢ se stfedy
kdekoliv v K. Jde o systém otevienych pokryvajicich mnozin, takze existuje koneény pokryvajici
podsystém. Stiedy pfislusnych kouli tvoii pozadovanou e-sit. (]

Tvrzeni 5. Necht (2, 0) je kompaktni metricky prostor. Pak normovany prostor spojitych funkct
(€, [|-l0) je dplny.

Driikaz. Na prednéSce se nedéla, nicméné patrné ptjde pouze o zobecnéni vét o funkénich posloup-
nostech probiranych na za¢atku MAA3 (BC kriterium a véta o zachovani spojitosti pfi stejnomérné
konvergenci). O

Definice 6. Mnozina S C C(X) je tvofena stejné spojitymi funkcemi, praveé kdyz
(Ve > 0)(30 > 0)(Vf € 5)(Vo,y € X)(o(z,y) <0 = [f(x) = fy)| <e).

Véta 7 (Arzela-Ascoli). Necht (2, 0) je kompaktni metricky prostor a S C C(R2). S je kompaktnd,
praveé kdyzZ je omezend, uzaviend a je tvofena stejné spojitymi funkcemi.

Diikaz.  (=): Protoze S jakozto podmnozina tiplného metrického prostoru C(2) je uzaviena a
dokonce totélné omezena, sta¢i ovérit jen to, ze S je tvorena stejné spojitymi funkcemi.
Chceme tedy odhadnout vyraz |f(z) — f(y)| nezavisle na konkrétni volbé f € S a
x,y € Q, pouze za predpokladu, Ze vzdalenost o(z,y) < §. Vime, Ze S je totalné omezena
mnozina, tedy pro kazdé ¢ > 0 existuje koneény pocet e-okoli pokryvajicich normovany
prostor C(€2):

(Ve > 0)(Fg1, .., gn € S)(Vf € 5)(Fj €{1,...,n}) (Ve € Q)(|f(z) — g;(x)| <e)
Nabizi se tedy moznost aproximovat danou funkci f € S nékterou z funkci g;. Pro

dané € > 0 tedy najdeme e-sit g1,...,9, a pro danou f € S najdeme to pravé j tak, ze
|f(z) — gj(2)] < € nezéavisle na volbé& x. Nyni jiz sta¢i vyuzit odhadu

|f(x) = fW)] < |f(@) = gj(@)] +1g5(x) — g;(W)] + |g;(v) — f(y)]

1



Oba krajni ¢leny budou mensi nez ¢ nezavisle na f € S ina z,y € Q. Prostfedni ¢len lze
zajisté rovnéz odhadnout diky spojitosti funkci g; € S, ovSem je tieba ukazat, Ze dany
odhad rovnéZ nezavisi na volbé j, x a y. Jinymi slovy potfebujeme védét, ze konecény
systém g1, ..., gy, je stejné spojity. To v8ak skutec¢né splnéno je. Diky tomu, Ze €2 je kom-
paktni mnozina, jsou z Cantorovy véty funkce g; € C(€2) spojité stejnomérné. Diky tomu,
ze je danych funkci kone¢né mnoho, jsou spojité stejné. Skute¢né, stejnomérna spojitost
znamena

(V4)(Ve > 0)(30; > 0)(Va,y € Q)(e(x,y) < d; = lg;(z) —g;(y)| <e.
Zvolime-li pro dané € > 0 ¢ := min d;, bude splnéno
(Ve > 0)(30 > 0)(Vj)(Va,y € Q)(o(z,y) <6 = |g;(x) —g;(y)] <e.

I prostiedni ¢len tedy mizeme odhadnout nezavisle na bodech z,y € €2 a na tom, ve
kterém z pokryvajicich okoli se funkce f € S nachézela.

: Chceme ukazat, ze S je kompaktni mnozina. V metrickém prostoru kompaktnost znamena,

ze ke kazdé posloupnosti existuje konvergentni podposloupnost. Necht je tedy (fn)5,
libovolné posloupnost z .S, budeme hledat jeji konvergentni podposloupnost.

Tvrzeni 4 ¥iké, Ze € je separabilni. Existuje tedy spoetna husta mnozina {z)};>5 C €.
V nésledujicim textu sestrojime posloupnost (g, ) vybranou z (f,,), ktera bude konvergentni
v kazdém bodé této husté podmnoziny. Nakonec pak ukazeme, Ze to implikuje konvergenci
samotné (g, ).

Snadno rozmyslime, %e omezenost mnoziny S, a tedy i posloupnosti (f,) znamena,
Ze je 1 pro kazdy bod x € Q &iselna posloupnost (f,(z)) omezena. Z MAA1 vime, Ze
z omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Pfi vybéru (g,) tedy

miizeme postupovat néasledujicim zpisobem.

Z ¢iselné posloupnosti (f,,(21))22,; vybereme konvergentni posloupnost ( fy(bl)(xl))fle.
Ziskame tak funkéni posloupnost ( fr(ll)), kter4 je vybrana z ( f,,) a konverguje v 1. Podobné

oo
n=1

oo

> 1, kterd konverguje i v bodé

vybereme podposloupnost (fr(f))
x9. Obecné lze z posloupnosti ( ,(Lk))%o:l,

podposloupnost ( ,(Lkﬂ))ff:l, ktera konverguje i v bodé xp. 1.

Pro vybér posloupnosti (g,) nakonec pouzijeme tzv. diagonalni schéma — definujeme

z posloupnosti ( fﬁl))
ktera konverguje v bodech z1,...,z, vybrat

ji jako g, == f,(L"). Tato posloupnost jisté konverguje v kazdém bodé xj, nebot tvofi pro
kazdé k aZ na prvnich k ¢lend vybranou posloupnost z ( f,(lk)), ktera v xj konverguje.

Vime tedy, Ze funkéni posloupnost (g, ) konverguje ve vSech bodech husté mnoziny {z}.
Zbyva ukazat, ze konverguje jakozto funkéni posloupnost v prostoru S (tj. Ze konverguje
stejnomérné na celém 2 a limitni funkce lezi v S). Protoze S jakoZzto uzaviena podmnoZina
tplného prostoru C(§) tvori uplny prostor, sta¢i ukazat, Ze je posloupnost (g,) cauchy-
ovska. Budeme se tedy snaZzit odhadnout vyraz |g,(z) — gm(2)| nezéavisle na volbé x € .
Nabizi se vyuzit odhad

19n(2) = gm (2)] < [gn () = gn(zx)| + [gn(2r) = gm (1) + |gm (21) = gm (@)

Krajni ¢leny odhadneme snadno — bod z, 1ze diky hustoté {x} vybrat libovolné blizko
danému z (tj. pro kazdé 0 existuje k tak, ze o(x,z) < §). Diky tomu, Ze jsou funkce g,
stejné spojité, 1ze tyto ¢leny volit mensi nez libovolné € nezévisle na volbé n ¢i x. Prostfedni
¢len bychom chtéli odhadnout s vyuzitim toho, Ze (g,) konverguje v kazdém bodé zj (a
je tedy zde cauchyovska). Nevime ovSem, zda v kazdém z téchto bodi konverguje stejné.
N&s odhad by tedy zavisel na daném zj, a tim i na z. Regenf je nasledujici: pro kazdé
dané e sta¢i vybrat z husté mnoziny {zj} konetnou J-sit. V bodech J-sité pak diky jeji
konecnosti konverguje posloupnost (g, ) stejné.

Nadseny ¢tenaf jisté dikaz dokoné¢i sdm, pro ostatni ho Skolometsky rozepiSeme. Pro
dané € > 0 hledame ng tak, Ze pro kazdé n,m > ng a kazdé z € Q je |gn(x) — gm(x)| <e.
Vime, Ze posloupnost (g,) tvoli stejné spojité funkce, tj. existuje § > 0 takové, Ze pro
kazdé n € N a kazdé =,y € Q je |gn(z) — gn(y)| < €/3. Vezmeme dané ¢ a z mnoziny
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{@x 132, vybereme konec¢nou & sit {#;}Y . Diky hustoté {zy} totiz systéem {B(zy,d)}
pokryva  a diky kompaktnosti z néj lze vybrat konecné podpokryti, které bude tvorit
hledanou koneénou J-sit’. Posloupnost (g,,) konverguje ve viech bodech &y, tj. pro kazdé
k e€{0,..., N} akazdé e > 0 existuje ny tak, Ze pro kazdé n,m > ny je |gn(Zr) —gm (Tr)| <
/3. Nyni staéi volit ng := maxo<k<n ng. Nasli jsme totiz pro kazdé € > 0 ¢&islo ng a body
Z1,...,ZN takové, Ze pro libovolné x € Q najdeme Iy tak, Ze o(x, %) < d, a tedy pro
libovolné n > ng je |gn(x) — gn(Zk)| < €/3. Dale je pro libovolné n,m > ng a libovolné
ke{0,....N}1i|gn(Zk) — gm(Zk)| < /3. S vyuzitim odhadu vy3e je tvrzeni dokézano.
O

Definice 8. Budte X, Y Banachovy prostory. Omezeny operator A € B(X,)) nazveme kom-
paktni, je-li obraz kazdé omezené mnoziny prekompaktni.

Véta 9. BudH Hilbertiv prostor, A € B(H). Pak A je kompaktni, pravé kdyZ A zobrazuje kaZdou
slabé konvergentni posloupnost na silné konvergentni.

Véta 10. Kompakini operdtory v B(H) tvori uzavieny podprostor, ktery je uzdvérem podprostoru
viech konecnérozmérnych operdtord (tj. dimRan < +oo) a predstavuje dvoustranny x-idedl (tj.

pro A, B € B(H), A kompakini jsou i AB, BA a A* kompaktni).

Vé&ta 11. Necht X je nekoneénérozmérny Banachiv prostor, A € B(X) kompaktni. Pak
(1) 0 € o(A);
(2) o(A) {0} C op(A);
(8) pro nenulové vlastni hodnoty A je dimenze vlastniho podprostoru Ker (A — AI) konecnd;
(4) o(A) ~ {0} nemd nenulovy hromadny bod (tj. pro e > 0 je (C\ B;) Nc(A) konecnd).

Driikaz. Na prednasce se neuvadi, lze ho nalézt napriklad v Modré smrti na strané 181. Vysvétleme
pouze ekvivalenci z bodu (4): Spektrum celé lezi v uzaviené kouli o poloméru || B||. To je kompaktni
mnozina, takze pokud je spektrum nekonednd mnozina, musi mit hromadny bod. Stejné tak je
kompaktni i tataz koule, kdyZ z ni vyjmeme otevienou kouli B.. Kdyby v ni lezelo nekoneéné
mnoho bodi spektra, existovala by tedy nenulova hromadné hodnota. O

Véta 12 (Hilbert-Schmidt). Je-li A € B(H) kompakini a A = A*, pak A md cisté bodové spek-
trum. (Tzn. existuje ON bdze z vlastnich vektori A.)

Pozndmka. Bud (f,) ortonormalni baze z vlastnich vektortit A = A*, tj. Af, = A\, fn. Pak lze psat

Pozndmka. Modré smrt na strané 182 uvadi Hilbert—Schmidtovu vétu s predpokladem, Ze A je
normalni. Pro hermitovské operatory ale véta samoziejmé plati tim spis.

ITvrzeni je v8ak jasné uz jenom z toho jak jsme v dikazu tvrzeni 4 hustou mnozinu konstruovali — bylo to pravé
sjednoceni koneénych e-sit{ pro mensi a mensi €.
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