1. SPEKTRUM UZAVRENEHO OPERATORU
Nejprve zopakujeme definici uzavieného operatoru a definici spektra.

Definice 1. Grafem operatoru A: X — Y nazyvame podprostor vektorového prostoru X @Y
dany vztahem

I'(A) := {[z, Az] | € Dom A}.
Definice 2. Operator A oznacujeme jako uzavieny, kdyz I'(A4) je uzavieny v X @Y.
Tvrzeni 3. Operdtor A je uzavieny, pravé kdyz pro kaZdou posloupnost x,, € Dom A plati
Tp > T NAx, >y = x € Dom AN Az = y.

Pozndmka. Necht A je uzavieny a A1 existuje. Potom A~ je uzavieny.

Definice 4. Operator A: X — Y je uzaviratelny (mé uzavér), pravé kdyz I'(A) je grafem né-
jakého linearniho operéatoru. Tento operator pak znadime A a nazyvame uzavér A. Jestlize A je
uzaviratelny, pak existuje jeho nejmensi uzaviené rozsiteni a je jim pravé jeho uzaveér.

Tvrzeni 5. Operdtor A lze uzaviit pravé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost x,, € Dom A takovou,
Zex, — 0 aAx, — y, platiy = 0. K tomu, aby x patvilo do definicniho oboru A je nutné a stacs,
aby existovala posloupnost x,, € Dom A takovd, Ze x, — x a Az, konverguje, je-li to splnéno, pak
Az, — Az.

Véta 6 (o uzavieném grafu). Necht A: X — Y je uzavieny linedrni operdtor, X a Y jsou Bana-
chovy prostory. Potom jestlize Dom A = X, pak A je omezeny.

Diikaz. Podle predpokladii je I'(A) uzavieny podprostor v X@® ), takze I'(A) je B-prostor s normou

Iz ylllg = Nzl + llylly -

Zobrazeni Sy: I'(A) — X, Si([z, Az]) = z je vzajemné jednoznacné spojité zobrazeni prostort
I'(A) a X, tudiz podle véty o inverznim zobrazeni je S;' spojité. Podobn& zavedeme spojité
zobrazeni Sy: T'(A) = Y, Sa([x, Az]) = Ax. Slozené zobrazeni Sy 0 S;! je definovano na celém X
a Ve € X plati Sy (Sflx) = Ax proto A = Sy 0 Sl_l. Protoze slozeni dvou spojitych zobrazeni je
spojité, je i A spojité. U

Pozndmka. Sou¢tem operatort s riznym definiénim oborem budeme mit na mysli jejich soucet na
priniku defini¢énich obort, tedy Dom(A 4+ B) = Dom A N Dom B.

Poznamka. Je-li A uzavieny, je uzavieny také A — AI pro libovolné A\ € C.

Definice 7. Bud X Banachiv, A: Dom A C X — X uzavieny operator. O komplexnim ¢islu
A fekneme, Ze je prvkem rezolventni mnoZiny o(A), je-li operator A — AI bijekce Dom A na X.
V opaéném piipadé fekneme, Ze je A prvkem spektra o(A) := C \ p(A). Spektrum operatoru
dale rozdélime na t¥i disjunktni mnoziny. Neni-li A — AI prosty, tj. jednéa-li se o vlastni ¢islo A,
fekneme, Ze je prvkem bodového spektra op,(A); je-li prosty, ale neni surjektivni, zafadime A bud
do spojitého spektra o.(A), je-li Ran(A — AI) = X, nebo do rezidudlniho spektra o,(A), je-li i
Ran(A — A\I) # X.

Pozndmka. Pro prvky rezolventni mnoziny A € o(A) plati, Ze inverze (A — AI)~! je uzavieny
vSude definovany operator na Banachové prostoru. Podle véty o uzavieném grafu to znamena, ze
je (A — XI)~! omezeny.

Definice 8. Na rezolventni mnoziné uzavieného operatoru A definujeme tzv. rezolventni funkci

neboli rezolventu Ra: o(A) — B(X) vztahem R4(\) = (A — M)~t. Je-li jasné, ke kterému opera-
toru rezolventa pfislusi, zna¢ime Casto Ry nebo R(A) misto R4 (A).

Véta 9. Bud X Banachiv prostor nad C, A husté definovany uzavreny operdtor na X. Potom
B\ 1/ [RV) C o(A) a pro kazdé € B(A1/[|RA)I) je R(p) = 5720 ROVET! (n— M)*.
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Diikaz. ' Pro dikaz konvergence opét stadi ukézat, ze konverguje fada z norem. To je splnéno,
nebot

ROV (= 0| < IR ROV (= A)F.
—_——
<1
Oznac¢me soulet fady B(u) := Z;’B R(N)FHL(— k. Staéi ukazat (A—pl)B(p) = I a B(p)(A—
ul) = I|pom 4. Nejprve je potieba ovérit, ze sedi defini¢ni obory. To je splnéno, nebot Dom B(u) =
X a Ran B(p) C Ran R(A) C Dom A. Nyni upravme

+00 o
(A= wB(u) = (A= X+ A= )R Y RNV (=N = (I = (p = NRN) D> RON* (-
k=0 k=0

+oo +oo

D RNV =N =Y RN (n—-NF =1

k=0 k=1
Stejnym zptsobem se upravi soudin v opa¢ném pofadi. O
Disledek. Rezolventni mnozina je oteviend, tj. spektrum uzaviené.

Véta 10. Rezolventni funkce je spojitd, a dokonce holomorfni na rezolventni mnoZiné.

Diikaz. Nejprve spojitost:
Z R k+1 M A k
Nyni holomorfnost. UkdZeme, 7e R'(\) = R(\)2.

ZR k+1 M /\)

[1R() = ROV =

“+ o0 2
k+1 k RN | = Al
< E — = )
2 R e = A= T RS = N

IROVIP 1= A
= TRk — A

|- ) - RO) -

O

Véta 11 (Hilbertova identita). Pro kaZdé A\, u € o(A), A uzavieny (obecné neomezeny) operdtor,
plati

(R,\ - RM) = (/\ — M)R)\RN.
kde Ry je rezolventa A.
Diikaz. Dom(Ry) = Dom(R,) = X a Ran(R») = Dom(A4 — A).

Je-li A € o(A), je A — X prosty. Staci tedy pro kazdé x € X dokézat rovnost
2=(A= MR = (A= XN (R, + (A= )RRz =%

Ta ale plati, protoze

%=((A-p) —A+p)Rux+AN—pRux=z+ (=A+ p)Ryz + (A — p)R,z = x.

Disledek. Operdtory Ry a R, komutugt.
Diikaz. Upravou (A — p)(R(N)R(p) — R()R(N)). O

Vé&ta 12. Necht X je Banachiv prostor nad C, A € B(X). Potom
(i) X € o(A), prave kdyz A — X je bijekce X na X.
(i) o(A) AL AL < [[Al}-

IFanousci pana profesora Havli¢ka mohou vyuzit lemma z FA1, které umoziuje zapsat B~ jako soulet geo-
metrické fady se leny (I — B)*. (Viz Modra smrt, strana 96, lemma 3.6.4.) P¥islusné lemma lze ostatné v této
kapitole vyuzit jesté minimalné jednou; kromé lenosti mé od jeho zarazeni do wikiskript odrazovala i snaha drzet
se co nejpresnéji téch dukazi, které nam byly predvedeny na prednéasce.



(i1i) pro kazdé X, |\| > || A|| je
Ry=—) A"tAm
n=0

(iv) o(A) # 0.

Diikaz. (1) P#imo z definice.
(2) Vyplyva z (iii).
(3) Protoze ﬁ IA|l <1, je

Ry=-> XA"'A" € B(X).
n=0
Plati (A — MRy = Ra(A—\) =1, a proto Ry = (A —\)~! = R,.

(4) Pro spor piedpokladejme o(A) = 0, tj. o(A) = C. Rezolventa Ry je tedy cela funkce
(holomorfni na celém C). Abychom mohli pouZit Liouvillovu vétu, ukdZeme jests, Ze je
omezené. Zobrazeni A — Rj je spojité, na kompaktni mnoziné tedy musi byt omezené,
tedy supy<jajt1 [[Ball < +00. Pro A > [|A| 4+ 1 mazeme pouzit vyjadreni z pfedchoziho
bodu -

< —n—1 no_ 1 )
Podle Liouvillovy véty je tim padem rezolventni funkce konstantni, ozna¢me Ry = C. Musi
tedy |C] = limy| 400 [|RA|| = 0, tedy Ry = 0. To je ale spor s tim, Ze Ry je bijekce. [

Pozndmka. Vyjadfeni rezolventy v predchozim bodé je jejim Laurentovym rozvojem na mezikruzi
{Ae CLIA> [1A]}-

Cislo 5 (A) = sup{|\| | A € 0(A)} nazyvame spektralni polomér A. V minulé vété jsme odvodili,
%e pro omezené operatory je r,(A) < ||A|. Rezolventni funkce Ry je analytickd na mezikruzi
{A| |A] > ro(A)}, méa na ném tedy Laurentiv rozvoj. Z jednoznacnosti Laurentova rozvoje pak
plyne, Ze odvozeny vztah

(o] 1 .
(1) Ryx=-— Z /\n+1A
n=0

je platny pro vSechna |A| > r,(A) i v pfipadé r,(A) < || A]|.

Vé&ta 13. Necht X je Banachiv prostor, A € B(X) a komplexni polynom p € C(z). Potom
p(a(4)) = a(p(A4)).
Diikaz. Bud A€ C, p(z) = A =an(z—&1) -+ (2 —&n), kde {&1, ..., &} jsou kofeny p(z) — A vietné
néasobnosti. Analogicky plati p(A) — A = an(A — &) -+ (A = &,).
Zobrazeni p(A) — A: X — X je bijekce, pravé kdyZz pro kazdé n je A — &,: X — X bijekce:
(«) Slozenim bijekci vznikne bijekce.
(=) Je-li stupen polynomu nula nebo jedna, je to trivialni. Pro polynomy vyssiho stupné vy-
uZijeme toho, Ze operatory A — & vzajemné komutuji:
Pokud existuje ¢ takové, ze A — &; neni prosta, existuje x # 0 tak, ze (A — &)z =0, ale
potom i

an(A—=&) (A=&§1)(A—=&it1) (A= &)(A = &)z =0,

procez p(A) — X neni prosté.
Pokud existuje i takové, ze Ran(A — &;) # X, potom

Ran(a,(A = &)(A=&) - (A—=&-1)(A—=&41) - (A=¢&)) CRan(A - &) # X.

Dale plati: A € o(p(A)) < p(A)—A: X — X neni bijekce <= i tak, ze A —¢; neni bijekce
< ditak, ze §; € 0(A) <= Tz €0(A),(z=&),p(z) =X <= Ae€p(a(4)). O

Disledek. Pro kazdé A € B(X) an € Ny plati r,(A)" = r,(A™).
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Lemma 14. Bud A € B(X). Potom r,(A) < liminf || A"||*/".

Diikaz. Spojenim piedchoziho disledku a znamé nerovnosti r,(B) < || B|| ziskavame pro kazdé
pfirozené n odhad r,(A)" = r,(A™) < ||A™||. Odmocnénim a naslednym aplikovanim lim inf
ziskame poZzadovanou nerovnost. O

Lemma 15. Bud A € B(X). Potom r,(A) > limsup ||A"||1/n.

Diikaz. Nejprve ukazme, Ze pro 0 < || < r,(A) fada —> 7, ﬁA” nekonverguje, ale pro
[A| > 7, (A) konverguje.
(1) Vime, ze je-li |A| > r5(A), dotyéna fada konverguje. Pfedstavuje totiz Laurentiiv rozvoj
rezolventy, a ten je jednozna¢né dany.
(2) Sporem ukazeme, Ze je-li |A| < r,(A), Fada nekonverguje. Kdyby existovalo Ao, [Ag| <
r5(A) a fada konvergovala, potom

An
3C > 0 takové, ze Vn € N ’4—1 < (.
Ao
Z toho miuzeme pro kazdé A, |A| > |Ag| vyvodit
ol el™ . Xo |
HWA =l Ag“A <CI5|

tj. pfislusna fada konverguje jako geometricka rada, jeji soucet predstavuje rezolventu a
spektralni polomér tedy nemuze byt vétsi nez Ag.

Je-li |A| < limsup ||A”||1/”7 existuje nekoneéné mnoho n takovych, Ze |A| < HA"||1/" neboli

1
1< ||—A".
I

Neni tedy splnéna ani nutné podminka konvergence a fada pro kazdé A, A < limsup || A™|| Un diver-

guje. Z toho, co jsme si prve dokazali o spektralnim poloméru, ale nezbytné vyplyva pozadovana
nerovnost. (]

Véta 16. Necht A € B(X). Potom
ro(A) = lim [|A"]"".

n—oo

vty mimo jiné pfislusna limita vzdy existuje (coZ neni viibec samoziejmé). O
Lemma 17. Necht A € B(H), potom (Ran A)* = Ker A*.

Diikaz. © € (Ran A)* & Vy € H (z,Ay) =0 & Yy € H (A*x,y) =0 & 2 € Ker A*. O
Disledek. Necht A € B(H), pak Ran A = (Ker A*)~.

Nyni se podrobnéji podivaime na spektréalni vlastnosti normalnich a hermitovskych operatori.
Dale tedy budeme uvazovat, ze H je Hilbertav prostor.

Definice 18. Operator A € B(H) nazveme normdlni, je-li splnéno AA* = A*A a hermitovsky,
je-li splnéno A = A*.

Pozndmka. Zejména pri praci s hermitovskymi operdtory pro nés bude dilezita seskvilinearni
forma fa(x,y) = (x, Ay), kde A € B(H). Dva operéatory A a B se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji
piislugné formy, nebot Vz,y € H (x, Ay) = (x,By) <= Vr,y € H (z,(A— B)y) =0 <—

27de jsme si dovolili vyraznéjsi odchyleni od prednasky, protoZe dikaz na ni prezentovany je zbyteéné o krok
delsi. Nejprve se totiz dokazuje siln€jsi podoba lemmatu 15: spektralni polomér je roven prislusnému limes superior.
Nasledné se prohlasi, ze musime ovérit existenci limity, a slavnostné se dokaze lemma 14. Prostym preusporadanim
dtkazu z prednasky dostavame dikaz ze skript, v némz ale jednu pasaz muazeme vypustit.
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Yy € H (A — B)y = 0. Protoze seskvilinearni forma je urcena jednozna¢né svoji diagonélou
prost¥ednictvim polarizaéni formule®, znamena to, ze
A=B < VreH (z,Azr) = (x, Bx).

Snadno vidime, Ze operétor je hermitovsky, pravé kdyz je prislusné forma symetricka, a vime,

7e to nastane pravé tehdy, kdyz je realné, tedy
A=A" <= Ve eH (z,Az) € R.
Lemma 19. Operdtor A € B(H) je normdlni, pravé kdyz pro kazdé x € H je ||Ax| = || A*z||.
Driikaz.
|Az|® = |A*z])® < (z,A*Az) = (z, AA*z) < A*A = AA*.
O

Véta 20 (Weylovo kritérium). Necht A € B(H) normdini. Potom plati:
(i) A € o(A), pravé kdyz existuje M > 0 tak, Ze Vo € H je |[(A— Nz| > M ||z||, tj. pravé kdyz
ianxH:l ||(A — /\I).’EH > 0.
(i) A € o(A), pravé kdyz ezistuje {x,} CH, ||zn] =1, lim ||(A — Nz, || = 0.
Diikaz. Prvni ekvivalence v (i) jinymi slovy Fik4, Ze rezolventni mnoZina A je shodna s tzv. oblasti

regularity A, tu v néasledujicich odstavcich dokdZeme. Druha ekvivalence je zfejma a tvrzeni (ii)
je pouze obménou ekvivalence (i).

(=) Bud X € o(A). Potom pro = € H je
]l = [[BA(A = A)z|| < [[RA[[(A = N)z]|.
Stadi volit M =1/ ||Rx|.
(<) Je-li (A—N)x =0, potom M ||z|| =0ax =0. (A—A) je tedy prosté, zbyva ukazat, Ze je na.
Protoze A je normélni, je Ran(A — \) = Ker(A* —\)*+ = Ker(A—\)* = {0}*+ = H. Zbyva
tedy ukézat uzavienost oboru hodnot. Vezméme konvergentni posloupnost 3, € Ran A—\,
yn — y € Ran(A — ). A vezméme odpovidajici z,, € H takovou, Zze (A — M)z, = y,. Ta
je cauchyovska, nebot
[Yn = ymll = (A = A)(zn = zm)|| 2 M [[2n — 2|
M4 tedy limitu = a ze spojitosti A uZ plyne y = (A — \)x € Ran(4 — \). O
Pozndmka. Cést dikazu Weylova kritéria opakuje dikaz tvrzeni, které by ¢tenar mél znat z FA1:
»Rezidualn{ spektrum normaéalntho operatoru je prazdné.”

Tvrzeni 21. Necht A € B(H), A* = A. Potom o(A) C R.
Diikaz. Bud A € C, A = p+iv, u,v € R. Protoze A = A*, je ((A—p)z,vz) = v(Az,x)—pv(z,z) €
R, z ¢ehoz plyne
I(A = N)a||* = (A = e —iva, (A = p)z — iva) = (A = wa|* + v [|z]* > v ||2]*,
takze [[(A — XN)z|| > [SA|||z]| pro kazdé z, a tedy A € R = X € p(A). O
Definice 22. Hermitovsky operator nazveme pozitivni, jestlize pro vSechna x € H plati
(z,Az) =0,

to jest, jestlize je piislusna seskvilinearni forma (x, y) 4 = (z, Ay) také pozitivni (ne nutné pozitivné
definitni, tj. diagonalou je seminorma, ne nutné norma). Pro pozitivni seskvilinearni formy plati
Cauchyho—Schwarzova nerovnost, ktera v tomto pfipadé nabude tvaru

(z, Ay)|* < (z, Az) (y, Ay).

3Poz0r, toto plati pouze nad télesem C. Na R totiZz polarizaéni formule pro seskvilinearni formy obecné neplati.
Protipiikladem je naptiklad operétor otoceni o pravy thel v R2, pro ktery je (z, Az) vzdy nula. Toto se ale &lovék
ve Skole nedozvi a ani mu nehrozi, Ze by to po ném nékdo chtél na zkousce.



S pomoci této definice lze mezi hermitovskymi operatory zavést usporadani. f{ekneme, 7e A je
vétsi nebo roven B, jestlize A — B je pozitivni operator, tj. symbolicky

A>B <= VreH (z,Ax) > (z, Bx).
Lemma 23. Necht A € B(H), A > 0. Potom || Az|* < ||A|| (z, Az).

Diikaz. Vezmeme Cauchyho—Schwarzovu nerovnost pro formu (z,y) 4 = (z, Ay) a poté Cauchyho—
Schwarzovu nerovnost pro skalérni soudin.
4 2 2
|Az]|* = [(Az, Az)|” < (2, Az)(Az, A%x) < (2, Az) || Az|| || A%2]| < (2, Az) || Az|” [|A] .
Pro Az = 0 je pozadované nerovnost trivialni, v opa¢ném pi¥ipadé ji ziskivame vydélenim pied-
choziho vztahu. O
Definice 24. Pro A = A* oznacime

My = sup <.’E,AIC>, ma = Hlﬂlf1<vax>
leli=1 all=

Véta 25. Necht A € B(H), A= A*. Potom
(Z) O'(A) C [mA,MA],
(ZZ) ma,Ma € U(A)

Dikaz. (1) Uz vime, Ze spektrum je podmnoZinou R. UkaZeme, ze A > My = X € g(A).
7 definice M4 plyne (z, Az) < M ||z||* pro kazdé z, a tedy pro A > My je
(A = M) [|z]* < Mz, z) — (2, Az) = (&, (A = A)z) < ||l2[| (A = Nz |

pro kazdé x. Po vydéleni ||z| z Weylova kritéria plyne, Ze A € o(A).
(2) Bud z, € H, ||lzn]| =1, Ma = lim,— 00 (zp, Azy,). Potom (x,, (Mas — A)z,) — 0 a

(Mg~ Ayl < 1M — Al G, (M — AYrg) = 0.
Z Weylova kritéria pak vyplyva My € o(A). O
Véta 26. Necht A € B(H), A* = A. Potom
[All = 75 (A) = max{|mal, |Mal|} = sup |(z,Az)|.

llzll=1

Diikaz. UkéZeme prvni rovnost. Druhd snadno plyne z piedchozi vty (obé &isla ma a M4 jsou
prvky spektra) a tfeti z definice ¢isel m4 a My.
Pro ||z|| = 1 plyne ze Schwarzovy nerovnosti || Az|® = (Ax, Az) = (z, A%x) < ||A%z||, tedy
2
Al < ||A?

Indukci to zobecnime na HA2

n+1

|, soucasné ale pro kazdy operdtor plati ||A2|| < [|A]|*, takZe celkem ||A%|| = [|A]>.
= ||AH2TL: Pron =1 to plati a

= (1A = A

-

Konecéné
g—n

ry = lim [|A[|Y" = lim HA2" = lim 4] =]4]. O
n—00 n—00 n—00

Pozndmka. S vyuZitim znalosti z piedeslého diikazu neni tézké dokézat, Ze pro hermitovsky (a s
vyuzitim jedné véty z nékteré z nésledujicich kapitol i normélni) operator dokonce plati ||Ak|| =
||A||]C Ale ani toto tvrzeni se na FA2 neprobird — jen jsem nemohl odolat a musel jsem ho sem
pripsat. Konec koncti by to nékdo mohl dostat u zkousky jako jednoduché ,,nezndmé tvrzeni:.
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