1. TEORIE GRUP
1.1. GRUPOID. POLOGRUPA

1.1.1. DEFINICE. Algebru G = (M,w) s bindrni operaci w nazyvame grupoid. Operaci w
obvykle znac¢ime - a fikdme multiplikativni grupoid, nebo + a fikdme aditivni grupoid.

1.1.2. DEFINICE. Grupoid G = (M, -) je asociativni neboli pologrupa, plati-li asociativni zékon:
(Va,b,c € M)((ab)c = a(bc)).

1.1.3. DEFINICE. Definujeme standardni souéin: (a1) = aq; (a1as) = a1 -ag; (a1 ... ay apy1) =
(a1 ...an)an1.

1.1.4. LEMMA. Plati-li asociativni zakon, pak plati i zobecnény asociativni zékon:

(Vm, n e N) (Vai € M) ((a1 o) (1 < Q) = (a9 .- amm)).

Diikaz. Diikaz provedeme matematickou indukei podle n.

(n =1) Plyne z definice standardniho soucinu.

(n—=n+1) (a1...am)(@mi1 - Cmin Gmint1) = (@1 ) (Qmat - - - Ggen) Gmsns1) =
(a1 - am)(@mat - - Cmtn))Gmtns1 = (@1« Q) Gmntr = (A1 -+« Qopeng1)-

O

1.1.5. DEFINICE. Grupoid G = (M,-) je komutativni grupoid, plati-li komutativni zédkon:
(Va,b € M)(ab = ba).

1.1.6. DEFINICE. §,, je mnoZina vSech permutaci mnozZiny n.

1.1.7. LEMMA. V komutativni pologrupé plati zobecnény komutativni zakon:

(VTL S N)(Vﬂ' S Sn)(al < Qp = Ar() - .aﬂ-(n))
Dikaz. Plati, ze kazdé m € §,, je konecnym slozenim sousednich transpozici. ([l

1.1.8. DEFINICE. V pologrupé definujeme pro a € M a n € Ny pfirozenou mocninu:

n

——
n-krat

V aditivni pologrupé pouzivame oznaceni n X a.

1.1.9. PRIKLAD.

(1) G=(Q,®),z®y = =¥ neni asociativni.

(2) (C™™ +) je komutativni pologrupa.



» 1.1.10. PRIKLAD.

(1) Ciselné pologrupy: nosi¢em je vidy podmnozina C, operace jsou piirozené operace na
Cislech, tj. (+) nebo (-).

(a) (
(b) (
(e) (
(2) (Z,—) je grupoid.

Z,+) je komutativni pologrupa nazyvana aditivni pologrupa celych ¢isel.

Z,-) je komutativni pologrupa nazyvana multiplikativni pologrupa celych ¢isel.

N, ) je komutativni pologrupa.

(3) Necht A £ () aM={f:A— A} aw = o je operace sloZeni zorazeni. Pak (M, o) je
pologrupa (nekomutativni) a nazyva se symetrickd pologrupa na A.

(4) (C™™.) je pologrupa (nekomutativni).

» 1.1.11. DEFINICE. Neutrdlnim prvkem grupoidu G = (M, -) rozumime libovolny prvek e € M
takovy, ze (Va € M)(ea = ae = a). Oby¢ejné znacime v multiplikativnim grupoidu e := 1 a
nazyvame jednotka a v aditivnim e := 0 a nazyvame nula.

» 1.1.12. LEMMA. Grupoid ma nejvyse jeden neutralni prvek.
o Dikaz. Necht ey, ey jsou neutralni prvky. Pak e; = ejes = es. O

» 1.1.13. DEFINICE. Necht G = (M, ") je grupoid s jednotkou. Inverznim prvkem k a € M je
prvek a=! takovy, Ze a la = aa"! = 1.

» 1.1.14. LEMMA. V pologrupé s jednotkou ma kazdy prvek nejvyse jeden prvek inverzni.
o Diikaz. Necht a; a as jsou inverzni k a. Pak a1 = a;1 = ay(aas) = (a1a)as = as. O

» 1.1.15. DEFINICE. Prvky, ke kterym existuje inverzni prvek, se nazyvaji invertibilni nebo
regularni. V aditivnim grupoidu pouzivame nazev opac¢ny prvek a znacku —a.

» 1.1.16. DEFINICE. Rekneme, Ze v grupoidu G = (M, -) lze délit, plati-li, Ze
(Va,b e M)(3x,y € M)(ax =b A ya =b).
» 1.1.17. DEFINICE. Rekneme, Ze v grupoidu G' = (M, -) lze kratit, plati-li, Ze
(Va,b,c € M)((ac =bcV ca = cb) = a =1b).
» 1.1.18. PRIKLAD. V pologrupé (N, +) lze kratit, nebot a + ¢ = b+ ¢ = a = b, ale nelze délit,

nebot a + x = b nemd vzdy FeSeni. M4 tedy smysl pojmy zavadét nezavisle, nebot kraceni a
déleni ze sebe nevyplyvaji.



° 1.2. GRUPA

» 1.2.1. DEFINICE. Pologrupa G, ve které lze jednoznac¢né délit, se nazyva grupa. Je-li navic
G komutativni, nazyva se Abelova grupa.

» 1.2.2. VETA. V libovolné grupé existuje jednotka a kazdy prvek ma inverzni.

o Dikaz.

(existence jednotky) Vime, ze (Va,b)(3z,y)(ax = b A ya = b). Tedy pro konkrétni a existuje
e tak, ze ae = a. UkdZeme, Ze e je jednotka. Mé&jme libovolné b € M. Pak (Jy)(ya = b) a
be = (ya)e = y(ae) = ya = b. Tedy e je univerzalni prava jednotka. Symetricky ukazeme
existenci univerzalni levé jednotky e’. Plati ¢/ = e¢’e = e =: 1, tedy existuje jen jedna
jednotka a je prava i leva.

(invertibilita) Oznacme ap FeSeni ax = 1 a ay, feSeni ya = 1. Pak ap, = apl = ag(aap) =
(apa)ap = lap = ap. Tedy existuje inverzni a je jeden.

O

» 1.2.3. VETA. Nechf G je pologrupa, ve které existuje prava jednotka e a libovolny prvek a
m4 zprava inverzni prvek a~! vzhledem k e. Pak G je grupa (tj. lze v G délit).

o Dikaz.
ca=-cae=-caa (a N =cela ) =e(a ) =aa (o) = ae = q,

tedy e je i levou jednotkou. ([l

» 1.2.4. DEFINICE. V grupé definujeme pro a € G* a pro n € Z celou mocninu:

(1) a" definované drive;
(2) a® :=1;
8) a7 i= (@) = @)
V aditivni grupé G = (G*, +) pouzivame pron > 1 zdpisn X a:=a+ -+ + a.
grup (G +)p pro n > 1 zap \
n-krat

> 1.2.5. LEMMA. V libovolné grupé plati (a”)' = a™, v Abelové grupé navic (ab)” = a™b".

» 1.2.6. PRIKLAD.

(1) Z = (Z;+) je aditivni grupa celych ¢isel a je Abelova.

(2) (Q~ {0},-) je multiplikativni grupa nenulovych raciondlnich ¢isel a je Abelova.

(3) Obdobné pro R~ {0} a C ~ {0}.

(4) Necht A£0, M={f:A LN A}. Pak (M, o) je grupa nazyvané symetrickd grupa na

A. Jednotkou je identické zobrazeni a inverznim prvkem k f je f1.
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(5) Symetrickou grupu na n znac¢ime §,,.

(6) E = ({1},") je nejmensi mozna grupa nazyvana trividlni grupa.

(7) Pro n € N a pro k£ € n definujeme ap = COS%T7T + z'siny"T7r a nazyvame je

komplexni n-té odmocniny z 1. Plati aya; = ags; (nebo apa; = ags;—, pokud k +1 > n).
Jednotka je 1 = a, a a,' = a, ;. Oznaéme /1 = {a; |k € n}. Pak ({/1,:) je Abelova
grupa.

(8) Necht V' je vektorovy prostor. Pak (V,+) je Abelova grupa.
1.2.7. DEFINICE. Pologrupa s jednotkou se nazyva monoid.

1.2.8. PRIKLAD. Monoid slov. Necht A # () je abeceda. Pak @ = a; ... a, je slovo. Ozna¢me
AT mnozinu v8ech neprazdnych slov, ¢ prazdné slovo a A* = AT U {¢} mnozZinu vSech slov.
Definujme operaci zietézeni o tak, ze « o § = ay...a,by...b,. Pak (AT o) je pologrupa a
(A*, o) je monoid.

1.3. PODGRUPA

1.3.1. DEFINICE. Necht G = (M,-) je grupa. Rekneme, Ze mnozina N C M, N # () je
uzaviend v G, plati-li:

(Ya,b € N)(ab™ € N).
1.3.2. LEMMA. Je-li N uzaviena v G = (M, ), pak je H = (N, -) grupa.

Dikaz. Ukézeme, ze H spliuje zékladni vlastnosti grupy:

(existence jednotky) Vezmu libovolné pevné a € N a polozim b := a. Pak vim, Ze aa™! =

1eN.

(invertibilita) K libovolnému b € N polozim a := 1. Pak vim, ze 16=! = b1 € N.

(uzavienost vici operaci) K libovolnym a,c € N polozim b := ¢~!. Pak vim, Ze ac™! =

abe N.
O

1.3.3. DEFINICE. H definované v predchozim lemmatu nazyvame podgrupa grupy G a zna-
¢ime H € G.

1.3.4. LEMMA. G €, E eG.

1.3.5. DEFINICE. Netriviadlni podgrupa je takova H € G, ze plati H # G a H # E.

1.3.6. VETA. Bud G = (M,-) grupa a pro ¢ € I bud H; = (N;,-) systém jejich podgrup.
Potom H := (" H; = () Ni,-> e G.

el el



o Dikaz. Nezbytné 1 € H; tedy H # 0. (Va,b € H)(Vi € I)(a,b € H;) = (Va,b € H)(ab™! €
H)) = ab™' € H. O

» 1.3.7. DEFINICE. Mé&jme G = (M,-) a a € M. Pak ozna¢ujeme (a) nejmensi podgrupu (ve
smyslu inkluze) grupy G obsahujici a, tj. (a) = ()| H.Podgrupu (a) nazgvame cyklickd podgrupa

HeG

a€H,
grupy G.
> 1.3.8. LEMMA. (a)* = {d" |k € Z}.
o Dukaz. Je uzaviena vici testovaci podmince, je podgrupou a je zjevné nejmensi. O

» 1.3.9. DEFINICE. Necht G = (M, ") je grupa, N C M libovolna jeji podmnozina. Pak de-
finujeme podgrupu generovanou N jako (N) = ({H € G |N C H*}. Mnozinu N nazyvame
generator ().

> 1.3.10. LEMMA. (N)*={a}'---ak |n € Ny,a; € N,k; € Z} = K.

o Diikaz. Zjevnd nemutZe byt (N)° mensi, stadi tedy ukazat, Zze K je podgrupou: Necht a =

afafn e Kab=100" b € K apotom ab~! = af - akn b tm 070,

O

» 1.3.11. DEFINICE.

(1) Necht H, K € G. Pak definujeme souéin podgrup H - K = (H* U K*).

(2) Nechf pro vsechna i € I je H; € G. Pak definujeme [[ H; = <U H;>.

el el
» 1.3.12. PRIKLAD.

(1) Necht S je mnozina sudych celych ¢isel. Pak (S,+) € (Z,+) je netrivialni podgrupa.
Ovétime uzavienost: (Va,b € S)(a —b € S), coz ale zjevné plati.

(2) S, je grupa permutaci n, necht A, je mnoZina vSech sudych permutaci (pfesna definice
dale). Pak vSechna 7,0 € A, jsou slozenim sudého po¢tu transpozici a inverze vznikne
prectenim transpozic pozpatku. Tedy (A, o) € (8,, o), kterou nazyvame alternujici grupa.

8] = nl; pron > 2 je |[A,| = n!/2.

(3) (C/i ) € <C> )

° 1.4. RAD PRVKU GRUPY

» 1.4.1. DEFINICE. Bud G = (M, ) grupa, a € M.

(1) a mé nekonecny ¥4d, pokud (Vk,l € Z, k # £)(a® # a*).

(2) Nema-li a nekonecny fad, pak mé konecny 7ad a fadem prvku a rozumime min{r € N |a" = 1}.

» 1.4.2. LEMMA. Nechf a € G ma fad r a pro n&jaké k € Z je a* = 1. Pak r | k.
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o Dikaz. 'V celych ¢islech plati princip déleni se zbytkem (dikladné probereme nize):
(Vk,r € Z,r #0)(,R€ Z,0 < R <r)(k=rl+ R).

Plati a® = a*(a")* =1, tedy R € Na R < r, coz je spor s tim, ze 7 je f4d a. Tedy R = 0 a
r| k. ]

» 1.4.3. DEFINICE. Bud G = (M, -) grupa. Rekneme, Ze G je

(1) periodickd/torzni, mé-1i libovolny jeji prvek koneény fad;

(2) bez torze, pokud mé kazdy prvek rizny od 1 nekonecny 1ad;

(3) smiSend v ostatnich pripadech.
» 1.4.4. LEMMA. Libovolna konecné grupa je periodicka.

» 1.4.5. PRIKLAD. UkéZeme, Ze nekonecné grupy mohou byt periodické, bez torze i smiSené.

(1) Oznacme G, = (V1,-)a M = |J G, = {cos2qr +isin2qn |q € Q}. Pak M je uzaviena
neN
v (C,):a,b€ M, a € Gy, b€ Gy (abH)¥ = (aF)' (W) =1-1=1, tedy ab™! € Gp.
Zjevné (M, -) je nekone¢nd grupa a fad prvku a € Gy je nejvyse roven k. Tedy (M, -) je
nekonec¢na a periodicka.

(2) (Z,+) je zjevné bez torze, nebot pro z € Zje k xn =0« z = 0.
(3) (C,-) je smiSend, nebot (M, ) € (C,-) je periodickd a napf. ¢islo 2 € C mé nekonecny

rad.

» 1.4.6. VETA (ALGORITMUS DELENI, O DELEN{ SE ZBYTKEM).

(Vk, 0 € Z, L #0)(Fhg,r € Z)(k=qgl+r N 0<r<|).

o Dikaz.

(existence) Polozme ¢ := {%J, tedy ¢’ < ‘% <qd+1.Pak ¢ |¢] <k < |¢|+ ], tedy pro
r:=k—¢ |l plati 0 < r < |{|. Polozme ¢ := ¢'sgn{, pak plati ¢/ +r = ¢'{sgnl +r =

q [l +k—qt] =k

(jednoznac¢nost) Méjme druhou dvojici ¢, 7 spliujici tvrzeni véty a pro spor nejprve predpo-
klédejme, Ze ¢ # ¢. Potom |7 — 7| = |(k — ¢l) — (k — q0)| = |¢¢ — q| = [{[[¢ — q| = |¢]- 1.
Ale (Vry,1m0 € Z,0 < r1o < [f] = 1)(|r1 — 12| < |¢| — 1), coz je spor. Tedy ¢ = ¢ a
r=k—qgl=k—gl=r.

0

» 1.4.7. DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel k, ¢ € Z je takové d € Z, ze:

(1) d|k, d[§

2) d|kAd | (= d|d



» 1.4.8. POzNAMKA. Je-li ¢islo d nejvétsi spolecny délitel, pak i ¢islo —d je nejvétsi spolecny

délitel.

1.4.9. VETA. K libovolnym dislim k,¢ € 7Z existuje nejvétsi spolecny délitel d a existuji
u,v € 7 takové, ze
d = uk + vl.

Diikaz. Necht k,¢ # 0. Ozna¢me D := {uk + vl |u,v € Z} C Z. Mnozina D je uzaviena na
souCty a Z-nasobky. Definujme d := min{x € D |z > 0} a ukdZeme, Ze je nejvétsi spolecny
délitel.

k=dg+r,kdeqeZ al0<r<dr=k—dq,kdeke Dadqe D, tedyr e D ar<d,
tedy musi r = 0, jinak by r > 0 Ar < d. Tedy d | k a stejnym postupem d | /.

Necht d' | k a d' | £. Z toho vyplyva, Ze d’' déli vSechna ¢isla v D, tedy i d' | d. O

1.4.10. DEFINICE. Nezaporny nejvétsi spolecny délitel k a £ budeme znadit §(k, ¢). Rekneme,
ze k a £ jsou nesoudélnd, kdyz o(k, () = 1.

1.4.11. DEFINICE. Nejmensi spoleény nésobek ¢isel k a ¢ oznacujeme v(k, ) a je to nejmensi
takové m € N, ze k|m a £ |m.

1.5. CYKLICKE GRUPY
1.5.1. DEFINICE. Rekneme, Ze grupa G je cyklicka, je-li rovna nékteré ze svych cyklickych
podgrup, tedy (Ja € G)(G = (a) = {a" | n € Z}). Prvek a nazyvame generator grupy G.

1.5.2. LEMMA.

(1) Kazda cyklicka grupa je Abelova.

(2) Kazda cyklicka grupa je nejvyse spocetna.

1.5.3. PRIKLAD.
(1) Z = (Z,+) je nekonecna cyklickd grupa generovana prvkem 1 nebo —1:
Z=(Z,+)=(1)=(-1).

(2) Pro kazdé n € N je /1 konecna cyklickd grupa s fadem n, generatorem je napf. a; =
coS %’r + ¢sin 27”

1.5.4. VETA. Libovolna podgrupa cyklické grupy je cyklicka.

Diikaz. G = (a), H €@ G.Pro H = F je generatorem jednotka. Oznaéme p = min{i € N |a’ € H}.
Ukézeme, ze (a”) = H.

(©) Ztejmé.

(2) Vezmeémé libovolné x € H. Pak (3¢ € Z)(z = a?). Ozna¢me d = 6(p, q) = up + vq. Potom
a® = a"Pt4 = (aP)" - (a?)" € H. p je nejmensi, tedy d > p, ale d | p, tedy d < p, coz
dohromady dé&va p = d. Soucasné d | ¢, tedy ¢ = pr a a? = (a?)" € (aP).
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» 1.5.5. LEMMA. Nekonecn4 cyklickd grupa (a) ma pravé 2 generatory, a to a a a™".

1

» 1.5.6. VETA. Bud G = (a) cyklickd grupa fadu n a nechf 1 < k < n. Potom a* generuje G

pravé tehdy, kdyz jsou k a n nesoudélna.

Dikaz.

(=) G = <ak>. Tedy a = (ak)u. 7Z toho vyplyva, ze a*~' = 1. Kazdy generator mé tad n,
tedy a ma fad n, tedy ku — 1 = vn, tedy uk —on = 1, tedy d(k,n) = 1.

(<) Z nesoudélnosti existuji u, v tak, ze uk +vn = 1. Dale a = o' = a
(a¥)"1* = (a*)". Tedy pro libovolné z € G je z = a" = (a"*)".

1 uk+on _ (ak’)u (an)v _

O

1.5.7. DEFINICE. Definujeme Eulerovu funkci ¢ : N — N, kde ¢(n) je pocet ¢isel z 1 ne-
soudélnych s n.

1.5.8. LEMMA. n je prvodislo pravé tehdy, kdyz ¢(n) =n — 1.

1.6. KONGRUENCE

1.6.1. DEFINICE. Mé&jme grupoid G = (M, -) a méjme ekvivalenci = na M. Pak pro libovolné
x € M definujeme T, jako t¥idu ekvivalence podle =, ktera obsahuje z, tedy x € T, € M /=
(korektnost je zajisténa disjunktnosti t¥id ekvivalence).

1.6.2. DEFINICE. Budte G = (M,-) grupoid a = ekvivalence na G. Rekneme, 7e = je
kongruence na G, plati-li, ze

(Va,b,c,de M)((az bAc=d) = ac= bd).
1.6.3. DEFINICE. Budte G = (M, ") grupoid a = kongruence na G. Pak definujeme soucin

tfid ekvivalence M /= jako T, - T, = T,,. (Korektnost definice je zajisténa definujici vlastnosti
kongruence.)

1.6.4. DEFINICE. Budte G = (M, -) grupoid a = kongruence na M. Pak definujeme faktorgrupoid
Gijko G/=:=(M/=,")

1.6.5. VETA. Budte G = (M, ) grupoid a = kongruence na M. Pak G / = je pologrupa, resp.
je komutativni, resp. ma jednotkou, resp. je grupa, ma-li odpovidajici vlastnost i G.

Diikaz.  Vsechny body jsou obdobné, ukdzeme asociativitu (pologrupa). Necht T,,T;,,T. €
M/ =. Pak (TaTb>Tc = Tach = T(ab)c = Ta(bc) = TaTbc = Ta<Tch). ]

1.6.6. DEFINICE. M¢éjme Z = (Z, +) alibovolné m € Z. Pak definujeme kongruenci modulo m
(znacime =,,) nésledovné:

a=nb < (Is€Z)(a—b=sm).

Ttidy Z / =,, se nazyvaji zbytkové t¥idy po déleni m. Faktorgrupu Z / =, oznacujeme Z,,.

8



» 1.6.7. LEMMA. Relace =,, je kongruence na Z.

o Dikaz. Ukézeme, ze =, je ekvivalence a splnuje defini¢ni podminku kongruence.
(reflexivita) Plati a —a =0 = Om.
(symetrie) Nechf a —b = sm. Pak b —a = —sm = (—s)m.
(tranzitivita) Necht a—b = smab—c=tm.Paka—c = (a—b)+(b—c) = sm+tm = (s+t)m.
(kongruence) Necht a —b=smac—d=tm. Pak (a+c¢) — (b+d) = sm+tm = (s+t)m.

O

> 1.6.8. PRIKLAD.
(m=0) a=ob<0]a—b<s a=Db, tedy kazdy prvek ma svou jednoprvkovou t¥idu.
(m=1) a=1b< 1]a—b, tedy vSechny prvky lezi ve stejné tiidé.

» 1.6.9. LEMMA. Prom > 1 plati, Ze dvé celd ¢isla jsou v jedné tfidé Z / =,, pravé tehdy, kdyz
davaji stejny zbytek po déleni m. Tedy ttid ekvivalence podle =, je m.

o  Dukaz.

(=) ay,a0 € Z, a1 =, as. Pak a; = mqy + r1, ag = mqa + r2 a a; — ag = sm. Odectenim
prvnich dvou mame a; —ay = m(q; — q2) + (r1 —12) = sm, r; —ro = m(q — g2 — s), tedy
m | ry — 79, ale protoze 0 < 719 < m, je nutné r; = ro.

(<) Vime, Ze 11 = 19, tedy a; — as = m(q1 — @2), tedy s = ¢1 — q2 & a1 =, as.

(|Z / =m| = m) Toto je zjevné z predchoziho.

U

» 1.6.10. LEMMA. Faktorgrupa Z,, grupy Z = (Z,+) podle =, je cyklicka s generdtorem 77,
tedy Z,, = (1T1).

1.7. HOMOMORFISMUS

» 1.7.1. DEFINICE. Budte G; = (M,,), Gy = (M>,-) grupoidy. Rekneme, 7e h : M; — M, je
homomorfismus grupoidii, pokud plati:

(Va,y € My)(h(xy) = h(z)h(y))

a budeme téz znacit h : G; — Gs.




» 1.7.2. DEFINICE. Homomorfismus h se nazyva:

(1) monomorfismus, je-li prosty (injekce);

(2) epimorfismus, je-li na (surjekce);
(3) izomorfismus, je-li prosty a na (bijekce);

(4) endomorfismus, je-li G; = Go.

(5) automorfismus, je-li izomorfni endomorfismus (bijekce G — G).

» 1.7.3. DEFINICE. Existuje-li izomorfismus h : G; — G5, nazyvame grupoidy izomorfni a
znaCime G = Gs.

» 1.7.4. PRIKLAD. G := (R*,.), Gy := (R, +). Definujeme h : G} — G3 jako h(z) = Inz.
Zjevné h(zy) = h(x)+ h(y), tedy h je morfismus a z analyzy vime, Ze je bijekci. Tedy G = Gs.

» 1.7.5. DEFINICE. Mgé&jme G = (M, -) grupu a kongruenci = na G. Definujeme pfirozené zobrazeni
(pfirozeny epimorfismus) hyat 0 G — G / = jako hyat(z) = T

» 1.7.6. LEMMA. Ay, je epimorfismus.

o Dikaz. Plati hyat(2y) = Ty = T0T,) = hnat () hnat (y), tedy b je homomorfismus. Soucasné pro
kazdou tfidu T}, plati T, = hpat(z), tedy je na. O

» 1.7.7. VETA. Libovolné 2 nekone¢né cyklické grupy jsou izomorfni. Libovolné 2 cyklické grupy
s poctem prvka n € N jsou izomorfni.

o Diikaz. Meéjme libovolnou G = (a) nekone¢nou. Ukazeme, ze G = Z = (Z,+). Definujeme
h:G — Z jako h(a") = n x 1 = n. Pak h je prosté zobrazeni (m # n < a™ # a"), a nebof je
G nekonecnd, je na. Operace = na grupéach je ekvivalenci, tedy pro libovolné G, G5 je G; = Z
aGg’EZ, tedy GlgGQ. ]

» 1.7.8. DEFINICE. Necht G = (M, ") je grupoid, N C M. Pak H = (N, -) nazveme podgrupoid
grupoidu G, pokud je H grupoid, tedy (Vz,y € H)(xzy € H). Znac¢ime H € G.

» 1.7.9. LEMMA. Budte G, Go grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus. Pak h(G) € Go.

» 1.7.10. VETA (O HOMOMORFISMU). Budte Gy, Gy grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus.
Pak existuje kongruence (oznacovand =) na Gy takova, ze h(G1) = G / =5, kde h(G;) znaci
obor hodnot h.

o Dikaz. Definujeme =, jako = =, y < h(z) = h(y), tedy =, je zjevné ekvivalence (je defino-
vana pomoci rovnosti) Necht a =, b a ¢ =, d. Pak h(ac) = h(a)h(c) = h(b)h(d) = h(bd), tedy
ac =p, bd a =5, je kongruence.

Definujeme ¢ : Gy /=, — h(Gy) jako ¢g(T,) = h(z). Definice je korektni, nebof 7, =
T, < h(xz) = h(y), z toho téz vyplyva, ze g je prosté. Z definice g pomoci h plyne, ze pokryje
celé h(Gh), tedy je na. Je homomorfismus, nebot ¢(7,7,) = g(Ty,) = h(zy) = h(x)h(y) =
9(T:)g(1y). O
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1.7.11. PozNAMKA. Vsimnéme si, jak souvisi korektnost definice s prostotou. Pokud by bylo
T, = T, a zaroven h(z) # h(y), pak definice neni korektni. Pokud by bylo h(z) = h(y) a
zaroven T, # T,, pak zobrazeni neni prosté.

1.7.12. VETA. Necht h: G; — G5 je homomorfismus grupoidt a bud g zobrazeni definované
v ditkazu piedchozi véty. Pak hp.. = g th.

1.7.13. VETA. Budte G, G5 grupoidy, h : G; — G5 homomorfismus. Je-li G; pologrupa,
resp. je komutativni, resp. mé jednotku, resp. je grupa, ma tutéz vlastnost i grupoid h(Gh).

Diikaz. Dikaz vSech bodu je obdobny, ukdzeme pienos jednotky. Necht 1 € Gy, pak h(1) je
jednotkou v h(G1). Nebot pro libovolné y € h(G)) existuje x € G, takové, ze y = h(z). Potom
yh(1) = h(z)h(1) = h(x1) = h(xz) = y. Podobné zleva. O

1.7.14. DEFINICE. Bud G = (M,-) grupa, A, B C M. Pak definujeme soucin podmnozin
A-Bjako A-B:={ab|a € A, b€ B}. (Vztah mezi soufinem podmnozin a podgrup osvétlime
pozdéji.) Je-li B = {b}, pak znacime AB = Ab = {xb|x € A}.

1.7.15. DEFINICE. Bud H € G podgrupa grupy, definujeme nasledujici 2 relace:
(1) ag=bs b tac H;
(2) a=g bsab™ ! € H;

které nazyvame leva, resp. prava ekvivalence indukovana podgrupou H.

1.7.16. LEMMA. Indukované relace jsou ekvivalence.

Diikaz.

(reflexivita) a y=a < a'a € H®, ale a ta = 1.

(symetrie) a y=b< blac H* < (b'a) ' =a'be H* < b y=a.

(tranzitivita) a y=bAbpg=c< b la,clbe H* = c b la e H* = cla € H* < a g=c.

Podobné lze ukazat totéz pro =p. U

1.7.17. PRIKLAD. Zvolmeb=1.Pakapy=1<a€ H asouCasné a = 1 < a € H, tedy H
je jedna ze tfid ekvivalence podle obou indukovanych ekvivalenci.

1.7.18. LEMMA. Oznaéme TF resp. T tifdu ekvivalence podle y=, resp. =y obsahujici
a € G*. Potom T = aH® a TY = H*a.

Diikaz. Opét lemma ukazeme pro levou ekvivalenci. TL je t¥ida y= obsahujici a. M&me
libovolné x € G. Pak r € TF & 2 y=a & a 'z € H* & (3h € H*)(a 'z = h) & (Fh €
H®)(x =ah) & x € aH". O
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» 1.7.19. VETA.

(1) Libovolné 2 tfidy rozkladt dle y= ¢i =p jsou (mnozinové) ekvivalentni. (,Kazda t¥ida
ma stejné prvki.)

(2) Levy rozklad je (mnozinové) ekvivalentni s pravym rozkladem. (,,Levych a pravych tfid
je stejny pocet.®)
o Dikaz.

(1) Libovolné 2 levé tiidy aH® a bH®. Definujme f : aH® — bH® jako f(z) = ba~'z. Necht
x = ah, pak f(x) = bh € bH*® tedy definice je korektni. Mé&me y = bh, pak y =
f(x) & ba'z & h=a"'v < x=ah € aH*. Podobné dokdZeme, Ze viechny pravé jsou
ekvivalentni. Z tranzitivity a z toho, ze H® je v obou faktorizacich, vyplyva, ze vSechny
levé ttidy jsou ekvivalentni se vSemi pravymi.

(2) Definujeme g : M / g= — M / =g jako g(aH®) = H*a~'. Zjevné je na, nebot a~! projde
celé G pravé tehdy, kdyZ a projde celé G. Plati: g(aH®) = g(bH®) & H*a ' = H*b ! &
al=pbtealbe H & (a7b) ' =blac H* & ayg=b< aH® = bH®, tedy g je
prosté (smér =) a definice je korektni (smér <).

U

» 1.7.20. DEFINICE. Poctu rozkladovych tfid podle indukovanych ekvivalenci se tika index
podgrupy H.

» 1.7.21. VETA (LAGRANGE). Sou¢in fadu a indexu libovolné podgrupy H konecné grupy G
je roven fadu G.

o Dikaz. Vsechny t¥idy maji pocet prvki, jako je fad H, a je jich tolik, jako je index H. 0

» 1.7.22. DUSLEDEK.
(1) Rad libovolné podgrupy koneéné grupy G déli fad G.

(2) Rad libovolného prvku konecéné grupy G déli ¥ad G.

» 1.7.23. DUSLEDEK. Ma4-li grupa G prvodciselny fad, je cyklickd a nemé Zadné netrivialni
podgrupy. VSechny grupy s prvociselnym fadem p jsou izomorfni.

o Diikaz. Grupa neni trividlni (ma ¥ad nejméné 2). Vezmu a # 1. Pak fad prvku a je p, (jed-
notkovy fad ma jen jednotka), tedy a generuje G. 0

» 1.7.24. VETA. Bud G cyklickd grupa fddu n a necht k | n. Potom existuje pravé jedna
podgrupa grupy G fadu k.
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o  Dukaz.

(existence) Necht a € G je generator grupy. Polozme H := (a™/*). Pak (a"/ ’“)k =1 a plati, Ze
pokud (a"/k)g =1, tak nl/k = sn, tedy { = ks a { > k.

(jednoznaénost) Nechf K € G je fadu k. Pak K = (a’) a (ae)k =1a/lk =sn=skn/ka
tedy £ = sd a a’ = (a"/k)s € H. Tedy K € H a z rovnosti poctu prvki plyne K = H.

0

» 1.7.25. DEFINICE. Bud G grupa. Rekneme, 7e podgrupa H € G je norméalni (invariantni),
pokud y= a =y splyvaji, a zna¢ime H < G.

» 1.7.26. LEMMA. E 1 G; G<G.

o Dikaz.
(V) apg=bsbla=1lea=ba=pbsa=1sa=0.

(2) a g=b< b ta € G, coz plati pro libovolné a, b; stejné tak pro =g.

» 1.7.27. LEMMA. Je-li grupa G Abelova, je libovolna jeji podgrupa H € G normalni.

» 1.7.28. VETA. Rozklad grupy G je rozkladem podle kongruence pravé tehdy, je-li rozkladem
podle nékteré normalni podgrupy H <1 G.

o Dikaz.

(=) Necht = je kongruence na grupé G = (M, ). Vezméme t¥idu 77 a a,b € T1. Pak a =1 a
b=1tedyab=1 Také a ' =a !, tedy 1 = a .

Ukézeme, ze H = (T1,-) € G je normélni. Vezméme lib. x € M. Pakx € T, @ x = a &
ra'=1&za! € H* & (3h € H*)(za ' = h) & (3h € H*)(z = ha) & z € H*a.
Budeme-li nasobit a~! zleva, dostaneme x € aH*®. Tedy T, = aH®* = H®a, coz znamena,

ze H1Ga (=)= (g=) = (=n)
(<) Necht H < G, ukdzeme, ze =g je kongruence. Méjme a,b,c,d € M takové, ze a =y b
a ¢ =g d. Potom ac(bd)™' = acd™'b~'. Ozna¢me h := cd~' € H®, pak existuje b’ € H*
takové, ze ah = h'a. Tedy celkové dostavame ac(bd)™! = ahb™' = Wab™' € WH* = H.
]
° 1.8. VNITRNI AUTOMORFISMY

» 1.8.1. DEFINICE. Necht Ag, je mnozina vSech automorfismi na G. Pak definujme Ag =
(A%, ©)-

» 1.8.2. LEMMA. Necht G je grupa. Pak Ag je grupa a Ag € S¢.
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o Diikaz. Soucin (slozeni) 2 automorfismi je automorfismus, existuje jednotka (identita) a kazdy
automorfismus m4 inverzni. Necht z,y € G*, a € A%, pak a ™ (zy) = a Hala™ (z))a(a™(y))) =
a Hala ™ (z)a " y))) = a Hz)a " (y), tedy inverzni je opét morfismem. O

» 1.8.3. LEMMA. Necht a € M, a,(z) = aza™'. Pak o, je automorfismus.

o Dikaz.
(morfismus) Pro libovolné z,y € M plati a,(x)a,(y) = ara ' aya™ = arya™ = a,(xy).
(bijekce) Ukazeme, Ze «a,-1 je inverzni k ay, tj. (Vo € M)(az-1ay = aza,-1 = id). Pro

vsechna x € M plati (ag-104) (z) = ag-1(axa™) = a lara™a = 1zl = z, obdobné
(aqq-1) (x) = .

O

» 1.8.4. DEFINICE. Automorfismus a na G je vnitini, pravé kdyz (Ja € G*)(a(z) = aza™).
Takovy automorfismus znac¢ime a,.
Ozna¢me Z¢ mnozinu vSech vnitinich automorfismi.

» 1.8.5. LEMMA. Zg = (Z2,0) € A je grupa.

o Diikaz. Jednotkou je oy, ay(x) = 12171 = 2. (a0 ') (2) = ab~tzba™ = (ab~Y)z(ab )t =
Qgp—1() O

» 1.8.6. VETA. Podgrupa H grupy G je normalni prave tehdy, je-li uzaviena vici vSem vnitinim
automorfismtim, tj.

H<aG <= VaeG*)(Vx e H*)(au(x) € H®).

o Dikaz.

(=) Mé&me H < G alibovolné a € G* a x € H*. Pak ax € aH®* = H*a = (3h € H*)(ax =
ha) = axa™' € H*.

(<) Mgjme libovolné = € aH®, tedy * = ah = aha™'a = «a,(h)a a nebot a,(h) € H*, je
x € H*a a aH*®* C H®a. Obracenou inkluzi dokdzeme obdobné, tedy aH® = H*a.

O

» 1.8.7. POzZNAMKA. Véta dava navod, jako overit, ze H je normalni. Ale nesmime opomenout
overit, ze H vibec je podgrupou.

» 1.8.8. DEFINICE. Bud G grupa. Rekneme, 7e z,y € G* jsou konjungované, existuje-li a € G*
takové, Ze y = a,(x). Znadime z =g y.

» 1.8.9. LEMMA. Relace konjungovanosti je ekvivalence na G.
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» 1.8.10. DUSLEDEK. Podgrupa H grupy G je normalni pravé tehdy, je-li sjednocenim néjakych
ttid konjungovanych prvki.

» 1.8.11. DEFINICE. Budte G, G5 grupy, h : G; — G5 homomorfismus. Jidrem homomorfismu
h rozumime mnozinu ker h := h=1({1}) = {z € G} | h(z) = 1}.

» 1.8.12. LEMMA. Budte Gy, G5 grupy, h : G — G5 homomorfismus. Pak ker h <1 G.

o Dikaz.

(je podgrupa) Mgjme libovolné x,y € ker h, tj. h(x) = h(y) = 1. Pak h(zy™') = h(z)h(y™!) =
h(z)h(y)t =117t =1,

(je uzaviena viiéi automorfismim) Necht a € GY, x € ker h. Pak h(aza™t) = h(a)h(z)h(a™)

h(a)h(a™t) = h(aa™t) = (1) = 1.

» 1.8.13. LEMMA. Méjme H < G, faktorgrupu G / H a piirozeny epimorfismus hp.¢(z) = T,.
Pak ker hy,. = H.

o Dikaz. kerhp, ={x € G*|T, =T}, ale Ty = H®, tedy ker hy,, = H®. O
» 1.8.14. VETA. Normaélni podgrupy grupy G jsou pravé vSechna jadra homomorfismi na G,

t].
H <G <= (3h,h je homomorfismus na G)(H = ker h).

o Diukaz. Véta shnuje predchozi 2 tvrzeni. O
» 1.8.15. LEMMA. Homomorfismus h : G; — G5 je prosty pravé tehdy, je-li ker h = {1}.

o Dikaz.

(=) Obrazem jednoprvkové mnoziny je nejvyse jednoprvkovad mnozina a 1 je v jadru pro
vSechny homomorfismy.

(<) Necht kerh = {1}. M&me z,y € G; takové, ze h(z) = h(y). Pak 1 = h(z)h(y™!) =
h(zy) = xy ' €kerh = ay ' =1=z=y.

O

» 1.8.16. LEMMA. Necht i : G; — G5 je homomorfismus. Pak a =5, b pravé tehdy, je-li
h(a) = h(b).

o Dikaz. a=yenbs ab ! €kerh < h(ab™') =1 < h(a) = (D). O

» 1.8.17. VETA (O HOMOMORFISMU PRO GRUPY). Nechf h : G; — G5 je homomorfismus
grup. Potom h(G,) = Gy / ker h.
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o  Diukaz. h(Gl) = G1 /Eh = G1 /Ekerh- O
» 1.8.18. VETA. Bud G grupa a budte H; < G pro i € I. Potom

iel icl
o Dikaz.

(prunik) Mé&jme libovolné a € G* a ¢ € A. Pak (Vi € I)(z € H*) = (Vi)(a(z) € H;) =
a.(z) € A.

(soucin) Mé&jme libovolné a € G* a v € B. Plati B = (J, H?). Pak x = a}' -+ - af, kde k; € Z
a (Vj)(3i;)(a; € H). Protoze Hj, je podgrupa, je ak¥ e H? a protoze, je normélni, je
aq(aki) € H? . A konetné a,(r) = ag(af - akn) = a,(af) - - ag(akn). Tedy kazdy prvek

soucinu je ve sjednoceni podgrup, tedy je i v produktu podgrup.
O
» 1.8.19. LEMMA (0 TECCE). Bud G grupa, A < G a B € GG. Potom (AB)®* = A*B°.

o Dikaz. AB = (A*UDB®), ale A*B* ={ab|a € A*,bc B*}.

(€) Ukazeme, Ze A*B*® je uzaviend v grupé G. Plati AU B C A®B*® Zvolme libovolné z,y €
A*B*, 2 = a1by, y = asby. Potom xy~' = a1by(aghs) ™" = a1 biby tayt (biby )t bibyt = ab,

-~

—1
abﬂ?;l (ay ")EA®

kde @ € A* a b € B*. Tedy A®B* je podgrupa obsahujici A* U B®. Ale AB je nejmensi
takova, tedy inkluze plati.

(2) V AB jsou vsechny soudiny x - - - x,, kde x; € AU B tedy i vSechny souc¢iny tvaru ab.
O

» 1.8.20. DEFINICE. Bud G grupa. Pak Cg := {c € G | (Vo € M)(cx = xc)} nazveme centrum grupy
(tedy centrum grupy obsahuje pravé ty prvky grupy, které komutuji s kazdym prvkem.)

» 1.8.21. LEMMA. Bud G grupa, Cg jeji centrum. Pak:
(1) je-li G Abelova, je Cq = G;
(2) Cq <G
3) G/Cq =1g.
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o Dikaz.
(1) V Abelové grupé komutuji kazdé 2 prvky.

(2) Ukéazeme, ze C¢ je uzaviend vici vsem vnitinim automorfismim. Méjme libovolné a € G*
ac € Cg. Pak a,(c) = aca™ = caa™ = c € Cg.

(3) Definujme h : G — Zg jako h(a) = ag, h je epimorfismus. Pak I = h(G) = G /ker h.
Plati x € kerh & h(z) = a; =idg & (Vy € G*)(ayz™ =y) & (Vy € G*)(zy = yz) &
x € Cg, tedy kerh =Cg a Ic = G/ Cq.

O

» 1.8.22. VETA (0 1IZOMORFISMU). Bud G = (M, ") grupa, A, B € G. Je-li A < AB, potom
ANB<BaAB/A= B/(ANB).

o Dikaz. Tiidy AB/ A jsou tvaru A%c, kde c € (AB)®* = A*B*®. Tedy (a € A®,b € B*)(c = ab).
Vezméme fn. : AB — AB /A a polozme fp = fua/B. Ukdzeme, ze fp : B — AB /A je
epimorfismus, tedy, Ze v kazdé t¥idé A®ab lezi prvek z B. Tedy i a tab = b je v kazdé tiids.
Podlé véty o homomorfismu je AB/ A= B /ker fp, ale ker fg = {x € B | fp(x) =11 = A} =
{reB|lre A} =ANB. O

» 1.8.23. DEFINICE. Grupa, kterda nem4 netrividlni norméalni podgrupy, tj. H < G = H =
GV H = F, se nazyva jednoduché.
> 1.8.24. PRIKLAD.
(1) FE je jednoducha.
(2) G o p € P prvcich jsou jednoduché, soucasné jsou cyklické, tedy Abelovy.
» 1.8.25. VETA. Bud G # E Abelova grupa. Potom G je jednoduché pravé tehdy, ma-li pr-
vociselny rad p.
o Dikaz.

(G je cyklickd) Nebyla-li by cyklicka, obsahovala by netrividlni podgrupu, kterd by byla nor-
maélni, nebot vSechny by byly normaélni (netrivialni podgrupou by bylo libovolné (a), kde

a#1).

(G je koneéna) Pokud neni kone¢nd, pak G = Z = (Z,+), ale napt. S = (S,+) < Z a S
odpovida néjaké netrividlni podgrupa G.

(neex. 1 # q | p) Podle predhazejici véty existuje podgrupa H tadu ¢, ktera je v Abelové nor-
malni, a tedy G neni jednoducha.

O

° 1.9. GRUPY PERMUTACI

» 1.9.1. DEFINICE. Bud A mnozina a M mnozina vSech bijekci A — A. Pak 8§4(M, o) je grupa
nazyvana symetrickd grupa. Oznac¢me ¢ identitu v 8 4.
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» 1.9.2. DEFINICE. Grupa permutaci je libovolna podgrupa symetrické grupy 8 4.

» 1.9.3. VETA (CAYLEY). Libovolné grupa je izomorfni s néjakou grupou permutaci.

o Dikaz. Mé&me G = (M,-), a € M; definujeme 7, : M — M jako m,(z) = az. Pro libovolné
y € M feSme 7,(z) = ax = y, dostaneme jedno feseni x = a~'y, tedy 7, je bijekce (permutace).
Definujme h : M — 8y, jako h(a) = 7, a ukdZeme, Ze h je homomorfismus: Méjme a, b, x €
M; pak h(ab)(x) = map(x) = abx = m,(bx) = 7o(mp(x)) = (wamp) () = (h(a)h(b))(x).
Ukézeme, ze h je monomorfni (prosty): kerh = {a € M |h(a) =€}, (Vz € M)(e(z) = x),
To(x) = €(x) =2, a = 1.
Plati G = h(G) € 8);. Tedy h(G) je grupa permutaci. O

» 1.9.4. PozNAMKA. Cayleyova véta se da formulovat i ndsledovné: Libovolnou grupu lze izo-
morfné vnofit do symetrické grupy.

» 1.9.5. PozNAMKA. Pro M =n se G izomorfné vnoii do §; =: §,,.

» 1.9.6. POzZNAMKA. w € 8, zapisované m = <p11 :::p" > je zobrazeni.

> 1.9.7. PRIKLAD. 7 €8s, m= (555 1a0¢s) lze zapsat jako 1 — 2 — 4(— 1);3 — 5(— 3);6 —

7(— 6);8(— 8), ale zkracené jako (124)(35)(67)(8). Zapis soucasné vyjadiuje slozeni cykli a
muzeme vynechat cykly s 1 prvkem. Tedy muzeme psat m = (124)(35)(67).

» 1.9.8. DEFINICE. Méjme 7 € §,,. Pak 7 je cyklus, pokud 7 = (p1p2...px), 1 < k < n, py jsou
rizna. Cykly jsou nezavislé, pokud neobsahuji spolec¢ny prvek.

» 1.9.9. LEMMA. Libovolna permutace lze rozepsat jako soucin nezavislych cykli.

» 1.9.10. LEMMA.
(ky---ky) = (kiky) (krky_y) - - - (kiks) (kiks).

o Dikaz. Obrazkem. O

» 1.9.11. DUSLEDEK. Transpozice generuji 8,,. (Kazda permutace lze zapsat jako soucin trans-
pozic.)

» 1.9.12. PozZzNAMKA. Lze ukdzat, Ze i sousedni transpozice generuji 8,. Déle lze ukazat, Ze
pro jakékoli n existuji 2 permutace, které generuji S,,, a to napt. 7 = (12) a 7 = (123...n).

» 1.9.13. VETA. BudneNao,m€S§,, 0= (k:1 ky,) - (/{:?1 -k ) je rozklad na (ne nutné
nezavislé) cykly. Potom a. (o) = (w(k{)---n (k) )) (71'( m)eeem(k)

Pm
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o Dikaz.
(m=1) Mame 0 = (k; ...k,), oznac¢me o, := (7 (k1) ... 7 (k,)), tedy chceme o, (0) = o, coz,
protoze 7 je bijekce, je ekvivalentni o, (o) o m = o, o 7.
Ukazeme, ze (Vk € 0) (ar (o) (7 (k)) = ox (7 (k))). To jest (ror™t) (7 (k) = m (o (k))? =
ox (1 (k).

Necht k = k;, pak o (k) = k;+1 (polozime k1 := ki), tedy 7 (0 (k)) = 7 (kit1). Soucasné
ox (7 (k;)) = m (kiy1), coZ jsme potiebovali.

Pro k # k; jsou obé strany rovny 7 (k).
(m € N) S vyuzitim pfipadu m = 1 dostaneme

o (k. kD) (R k) =om (K k) e (R k) =
(m(ki)...m (kD)) - (w(B) .o (R)

> 1.9.14. DUSLEDEK. (an(0))((k)) = 7(o(k)), o = ( L mn ) pak ay (0) = (’T“) = (n) )

P1 - Pn 7(p1) - 7(pn)

» 1.9.15. LEMMA. Libovolnd podgrupa H grupy G, kterd ma index 2, je normalni. (Index je
pocet rozkladovych tiid G / H).

© Dikaz. Jedna ze t¥id je H, druha tedy nutné G \. H. Rozklad je tedy jednoznacny. U

» 1.9.16. DEFINICE. Ozna¢me A, grupu sudych permutaci (ovéFeni, Ze je grupa, je trividlni).
Pak A, nazyvame alternujici (pod)grupa.

» 1.9.17. DUSLEDEK. A, < 8,,.
» 1.9.18. LEMMA. Necht Ae BeG.Pak A<G = A<B.
o Dikaz. Lze jednoduse ukdzat pomoci uzavienosti na vnitini automorfismy:. U

> 1.9.19. PRIKLAD.
(n=1) Ay =8 =FL.
(n=2) Ay =F.
(n >3) A, je netrividlni normalni podgrupa.

(n=13) 8 = {id, (12),(13), (23), (123),(132)} a A3 = {id, (123),(132)} ma prvociselny pocet
prvki a je jednoducha.
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(n =4) A, métad 12 aneni jednoduchd, nebot obsahuje napi. K, := {id, (12)(34), (13)(24), (23)(14)}
a plati K4 < Ay. Predné je K4 uzaviena na skladani, soucin 2 se vzdy zobrazi na tieti,
napf. (12)(34) - (13)(24) = (23)(14). A kazd4 permutace je sama sob€ inverzni, tedy K,
je grupa.

K4 jsou vSechny (ij)(k(), kde tato 4 ¢isla jsou rizna. Ukdzeme, ze K, je uzaviend vaci
vnitinim automorfismim. o ((ij)(k¢)) = (w(i)7(j))(w(k)7(£)), ale nebot 7 je bijekce,
jsou to opét cisla 1,2, 3,4, jenom pfipadné prehazena.

K, nazyvame Kleinova grupa (matracova grupa - podle otaceni matrace).

Vsimnéme si, Ze také Lo := {id, (12)(34)} < K4 (ma polovinu prvki, tedy index rozkladu
podle £y je 2 a je normalni). Ale Lo 4 Ay.

» 1.9.20. VETA. Alternujici grupy A, jsou pro n # 4 jednoduché (tedy nemaji netrivialni
normalni podgrupu).

o Dikaz. Pron < 3 jsme platnost ukézali v pfedchozim ptikladé. Tedy necht n > 5. Mé&jme
libovolnou H <1 A,,, H # E. Ukazeme, ze H = A,,. Dtikaz se rozpada do 3 kroku.

(v H existuje 3cykl (u,v,w)) Vezméme m € H*® takovou, ktera meéni co nejmensi pocet prvkt

a neni identitou. Uréité neni transpozice (ta je lichd). Sporem, necht m # (u,v,w). Pak
rozklad na nezavislé cykly mtze vypadat nasledovné:

(1) ™= (pq)(rs) - --. Pak existuje paté ¢islo, ozna¢me jej t.

vvvvv

Mé&jme ¢ := (rst) € A, sudou permutaci. Pak a,(7) = omo~! € H* (nebot H je nor-
malni). V prvnim pfipadé a,(m) = (pg)(st)--- # m a ve druhém a,(7) = (pgs) --- # .
Definujeme o := 77! (omo™') € H a neni jednotkova.

Ukazeme, ze o nechava na misté vice prvki nez .

(2) Mé&jme libovolné k € n tak, ze w(k) = k. Pak k & {p,q,r,s,t} a o(k) = k. Pak
o(k) = k, nebot Zadna z permutaci m, 7', 0 a o~! neméni k. Ale n(p) = g a o(p) = p
TODO. Tedy o méni nejméné o 1 méné ¢isel nez .

Obdobné pro (1). Tedy o nechéva na misté vice ¢isel nez .

(je-li v H jeden 3cyklus (u,v,w), jsou tam vSechny 3cykly) Zvolme libovolny 3cyklus (p, ¢, 7).
Polozme 7 := (“Zi’f;’,;) Nutné existuji takové y, z,Y, Z, ze 7 je suda, tj. m € A,,. Potom
ar((u,v,w)) = (7(u), 7(v), 7(w)) = (p,q,r) a nebot H je normalni, je (p,q,r) € H.
(3cykly generuji A,) Ukazeme, ze soucin 7 2 libovolnych transpozici lze rozlozit na 3cykly.
Je-li m = (p,q)(p,r) = (prq) je 3cyklus. Je-li @ = (p,q)(r,s) = (p,7,5)(p,q,s). Je-li

™= (p,q)(p,q) = (p.¢,7)(r, ¢, p) pro libovolné r.

O

° 1.10. KARTEZSKY A DIREKTNI SOUCIN GRUP

» 1.10.1. DEFINICE. Mé&jme Gy, ...,G, grupy, G; = (M;,). Ozna¢me M := M; X --- x M,
a definujme operaci -: (a1,...,a,) - (b1,...,b,) = (a1by,...,ayb,). Jednotkou bude 1), =
(1,...,1) a inverznim prvkem (ay,...,a,)"" = (a;,...,a;"). Grupu G := (M,-) nazyvame

n
kartézsky soucin grup a znacime G = X G;..
1
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» 1.10.2. DEFINICE. Budte G grupa a A, B € G. Rekneme, 7ze G je direktni soucin podgrup
A, B, je-li zobrazeni f: A x B — G, f(x,y) = xy izomorfismem grup. Znac¢ime G = A ® B.

» 1.10.3. POzNAMKA. Direktni soucin lze pfirozené zobecnit na konecné i spocetné systémy
podgrup.

» 1.10.4. LEMMA. Zobrazeni f z piedchozi definice je homomorfismus pravé tehdy, kdyz (Va €
A*. b e B*)(ab = ba).

o Dikaz.
(=) ab= f({a,0)) = f((1,b) (a, 1)) = f(1,0)f(a,1) = ba.
(<) f((a1,b1) (a2, ba)) = f({araz, bibs)) = arazbiby = arbiasby = f({a1,b1))f ((az, b2)).

» 1.10.5. LEMMA. Zobrazeni f z predchozi definice je ,na“ pravé tehdy, kdyz A*B® = G°.
o Dikaz. A°®*B°® je z definice obor hodnot f. U

» 1.10.6. LEMMA. Je-li f z pfedchozi definice homomorfismus, pak je f prosty praveé tehdy,
je-li A*N B* ={1}.
o Dikaz.

(=) Vime, ze ker f = {(1,1)}. Necht ¢ € ANB. Pak trividlné c € Aac™' € Ba{c,c™!) € AxB.
A nebot f((c,c™!)) =cc™t =1, je (c,c™!) = (1,1), tedy hlavné c = 1.

(<) Necht A* N B* = {1}. M&jme libovolné (a,b) € ker f. Pak f(a,b) =ab =1, tedy a = b~!
anutnéa =01 € A*NB*atedy a=>b=1.

0
» 1.10.7. VETA. Plati G = A ® B pravé tehdy, kdyz plati:
(1) (Va € A*, b€ B*)(ab = ba);
(2) A*B* = G

(3) A*nB* = {1}.

» 1.10.8. POozNAMKA. V aditivni grupé pouzivame nézev direktni soucet.

> 1.10.9. VETA. Jeli G = A® B, pak plati
(4) A< G, B <«G;
(5) AB =G (tedy A a B komutuji);
(6) (Vx € G*)(F1a € A*,b € B*)(x = ab = ba).
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o Dikaz.
(4) Mé&me c€ G*, x € A, y € B apodle (2) jec=ab, a € A*, b € B*. Pak

1 (1)

V—abeb o™ = azbb la ™t = axa™' € A®

a.(z) = cxe”

B.
——
ac(y) =cyct =abybta™t =byb taa! = byb~! € B°.
(5) Podle lemmatu o tecce je G* = A*B* C (AB)®* = G*, tedy AB = G.

(6) Zobrazeni f je bijekce, tedy existuje pravé jedna dvojice a,b takova, Ze f(a,b) = c.

O

» 1.10.10. VETA. Bud G cyklickd grupa fadu plfl -+ pFn — standardni rozklad na prvocisla. Pak
G=A0-0A,, kde A; ma 7ad p;. (v roce 2010/2011 nedélal)

» 1.10.11. PRIKLAD. Pro Zg=7/=¢ = ({0,1,...,5},+) ma ¥ad 6 = 2- 3 a lze ji napsat jako
Zs = A® B. Plati A* = {0,3} a B* = {0,2,4}.

> 1.10.12. VETA. Bud G =A® B. Pak G/ A= B.

o Dikaz. 7 vétyoizomorfismuje AB/ A= B/ANB,ale AB=G,ANB = E, tedy B/ E = B,
tedy G/ A= B. O
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