1. KONECNA TELESA
1.1. KONECNA TELESA
1.1.1. VETA (WEDDERBURN). Libovolné kone¢né téleso je komutativni.

1.1.2. VETA. Libovolné kone¢né téleso T' mé fad p”, kde p € P an € N, pficemz p =chT a
n = dimzp T.

Diikaz. T je vektorovy prostor nad télesem Z, (az na izomorfie) a dimy, T = n, a tedy T >
a =", qu;, kde oy € Z, a (u;)! je baze T. Pocet n-tic (ay, . .., ay) je p" a z jednoznacnosti
vyjadreni prvku v bazi dostavame, ze prvka T je také p™. [l

1.1.3. LEMMA (BINOMICKA VETA). Nechf R je asociativni a komutativni okruh s jednotkou,
necht a,b € R* a n € N. Pak plati:

(a+b)" =a" + 7:211 (T;) a4 b

1.1.4. LEMMA. V télese charakteristiky p € P plati:

(a£b)P" =a?" £,
Diikaz. Necht nejprve m = 1. Dtikaz provedeme matematickou indukci podle m.

m =1, a+b) Chceme ukazat, ze S 7= (?) a't?~" = 0. Zjevné plati, ze p|p! = (2)il(p — i)
=1 \ ¢ i
Nebot p je prvocislo, musi délit alespon jeden z ¢initelti. Nebof pro 0 < i <pjei <p a
p—i<p,plati p| (?), tedy (?) je nésobkem charakteristiky, a tedy (?)a’t?~" = 0.

(m=1,a—b) Prop=2je (a—b)?=a*—-2ab+ 0> =a’>—b*=a®>—b>+20> =a*+b* Prop
liché je (a — b)? = (a+ (=b))? = aP 4+ (=b)? = aP? — bP.

(m—=m+1) (a=£ b)pm+1 = ((a + b)pm>p = (" £7")" = ()" £ ()" = a?"

1.1.5. LEMMA. V konec¢ném télese fadu q plati pro vSechny prvky a? = a.

Dikaz. Necht |U| =g, lib. a € U, a # 0. Pak a € U,, |U,| = ¢ — 1 a podle Lagrangeovy véty
fad a déli ¢ — 1, a tedy a?! = 1. Potom téZ a? = a, coz plati i pro a = 0, tedy pro viechny
prvky. 0

1.1.6. VETA. K libovolnym ¢islu p € P a n € N existuje az na izomorfismus pravé jedno
téleso fadu p™. Takové téleso znac¢ime GF(p") (Galoisova télesa).




o Dikaz. Polozme ¢ := p" a definuyjme P := 29 — x € Z,[z|. Necht U je rozkladové téleso
polynomu P a necht Uy = {a € U | P(a) =0} = {a € U |a? = a}. Déle P’ = qz7 ' — 12° =
pp" ot — 129 = —12°, tedy derivace nemé kofen, a tedy vSechny kofeny P jsou 1nasobné.

Ukazeme, ze Uy je t&leso, tedy Ze je uzaviené v télese U. M&jme «, 8 € Uy. Pak (o — )7 =
(o — 6)pn =a?— 31 =a-—f, tedy a — 3 € Uy. Necht navic 8 # 0, pak (af71)? = a4 (5‘1)_1 =
aB™1, tedy a7t € Uy. Tedy jsme nalezli téleso o p™ prvcich.

Jednoznac¢nost nedokazujeme. O

» 1.1.7. LEMMA. Bud G = (M,-) grupa a necht a,b € M komutuji, tj. ab = ba, a oznacme
m = |a|, n = |b| a r = |ab|] fady prvki a, b a ab. Pak r|mn, a tedy r < mn. A jsou-li m,n
nesoudélna, je r = mn.

° Dikaz. Plati (ab)™" = (a™)" (b")" = 1"1" = 1, tedy 7 [mn.
Pro nesoudélnd m, n je 1 = (ab)™ = (a™)"b™" = b™" = n|mr = n|r. Podobn& také m|r,
tedy mn |r. O

» 1.1.8. VETA. Bud G = (M,-) grupa a necht a,b € M komutuji, tj. ab = ba, a ozna¢me
m = |a|, n = |[b|] fady prvki a a b. Potom (Jc € M)(|c| = v(m,n)).

o Dikaz. Polozme m = ptt ... phr p,’ffll e pfff; an=pl-.. pir pfﬁ:il e pf.fj, pricemz k; > /;
proi € I a k; < {; jinak.

Dale ozna¢me m = pi* - - pf a n = plit - plts. Zjevné §(m, n) = 1. Oznatme @ = a= a
b=0bn. Pak |a] = m a ‘b| = n. Déle a a b komutuji a maji nesoudélné rady, oznacme ¢ = ab,
pak |c| = mn = v(m,n). O

» 1.1.9. VETA. Multiplikativni grupa libovolného konecného télesa 7' je cyklicka.

o Dikaz. Oznacme q = p™ = |T'| pocet prvki télesa T, tedy T' = GF(q) Vime, ze |T,| = q — 1.
Vezméme libovolné a € T?
Necht |a| = g —1, pak (a) = T\ a jsme hotovi. Necht tedy m = |a| < ¢ — 1. Mé&jme libovolné
b takové, ze pro n = |b| plati n|m. Tedy vime, ze b™ = 1, a tedy b je kofenem polynomu
" —1 € Z,[x], ktery mé nejvyse m kofent. A nebot m < ¢ — 1, existuje alespon jeden prvek b
takovy, ze pro n = |b| plati n t m. Vime, ze T\ je komutativni, tedy (3c)(|c| = v(m,n)) a nebot
ntm, je v(m,n) > m.
Po kone¢né mnoha krocich musime nezbytné dojit k ¢islu g — 1. 0J

» 1.1.10. DEFINICE. Primitivnim prvkem kone¢ného télesa T je libovolny generator jeho mul-
tiplikativni grupy.

» 1.1.11. DUSLEDEK. Libovolné koneéné téleso mé primitivni prvek.

» 1.1.12. POzZNAMKA. Méjme Z,[z] a P € Z,[z] ireducibilni stupné n. Pak Z,[z| / Ip je téleso
o p" prvcich a v nasledujici vété ukazeme, ze takto lze zkonstruovat vSechna konecna télesa.



» 1.1.13. PRIKLAD. Prozkoumejme GF(9).

9 =32 tedy Z3 = {0,1,2} a P = 2> + x + 2, P nemd v Z3 kofen, tedy je ireducibilni.

Plati 22 + 2 +2=p 0, tedy 2> =p —v —2=p 20+ 1 a 22°> =z + 2.

Prvky jsou {0,2° =1, 2t =2, 22 =22+ 1, 23 =222 + 2 =20 +2, 2* =2, 2° =22, 2% =
T+ 2, 7 = 2% + 22 = x + 1}. Pro kontrolu spoéitame, ze 2® = 2> + z =1 = 2°.

Tedy T je primitivnim prvkem GF(9). Vidy existuje P, aby T bylo primitivnim prvkem
prislusného konec¢ného télesa. Takové P nazyvame primitivni polynom.

1.1.14. VETA. K libovolnym p € P a n € N existuje P € Z,[z] takovy, ze st P = n a P je
ireducibilni nad Z,,.

Dikaz. Uz vime, ze existuje U = GF (p"), plati chU = p a Z, je prvotéleso U. Necht a je
primitivni prvek U. Ukazeme, ze U = Z,(«).

(C) Pokud = =0, je z € Z,(a), pokud = # 0, je x = oF, tedy = € Z,(a).
(2) Plati Z, U{a} C U a Z,(a) je nejmensi takové, tedy Z,(a) C U.

Nutné « # 0, tedy o € U, a a?! = 1, kde ¢ = p™. Tedy « je kofenem polynomu z9~! —1 €
Z,|x] a « je algebraicky nad Z,. Necht M, je minimalni polynom prvku a nad Z,. Pak M, je
ireducibilni a je st M, = sta = dimy, Z,(a) = dimz, U = n.

Hledanym polynomem je tedy minimdlni polynom primitivniho prvku télesa GF(q). 0

1.2. EULEROVA FUNKCE ¢

» 1.2.1. DEFINICE. ¢ : N — N, ¢(n) je pocet ¢isel z 1, kterd jsou s n nesoudélna.
> 1.2.2. PRIKLAD. ¢(1) =1, ¢(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) = 2, ¢(5) = 4.

» 1.2.3. VETA. Budte p,q € P, n,m € N. Pak

(1) o(p) =p— L

(2) o(p") =p" —p" ' =p" (1 - %>;

(3) p # 4, pak ¢(pq) = ¢(p)o(q);

(4) 6(m,n) =1, pak ¢(mn) = ¢(m)¢(n).

o Dikaz.

(1) Speciélni ptipad (2).

(2) S p" jsou soudélné pravé viechny nasobky p, kterjch je v p* pravé p™/p.

(3) S pq jsou nesoudélné pravé vSechny nasobky p a ¢, kterych je v pg pravé g +p — 1.
(4) Bez dikazu.



» 1.2.4. LEMMA. Necht k,¢,m € N. Pak pokud §(k,m) = §(¢,m) = 1, plati §(k¢,m) = 1.

© Dikaz. Existuji u,vio € Z tak, ze u1k +vim = 1 a usl + vom = 1. Vynasobenim rovnosti
dostaneme (ujug)kl + (ugv2k + viugl + vivom)m = 1. O

> 1.2.5. VETA. Mé&jme m € N, m > 2. Uvazujme Z,, a definujme G, := {k | §(k,m) =1} C
Ze . Pak G, s operaci nasobeni tiid je grupa o ¢(m) prvcich.

o Dikaz. Soucin tiid pomoci piedchoziho lemmatu zistane v G. Taktéz §(1,m) = 1, tedy G
mé jednotku 1.
Pokud k € G*, pak (Ju,v)(uk+vm = 1), tedy uk+v_m =uk =1a (E)f1 = . A z definice
0
Eulerovy funkce plyne, ze |G,,| = ¢(m). O

» 1.2.6. VETA (EULER, FERMAT). Budte m € N, m > 2 a necht k € m je nesoudélné s m.
Pak ko) = 1.

o Dikaz. Proke G2 je (B)™" =1, tedy ko0 =, 1. 0
» 1.2.7. VETA (MALA FERMATOVA VETA). JellipePake p/—\l, pak kPt =, 1
o Dukaz. Specialni piipad Eulerovy-Fermatovy véty pro p € P, a tedy ¢(p) = p — 1. O

» 1.2.8. VETA (VELKA FERMATOVA VETA). Pro n € N, n > 2 neexistuji pfirozend a,b,c
takova, ze a"™ 4+ 0" = .



