
1 Kapitola 2: Lagrange̊uv formalismus

Př́ıklad 2.1

Napǐste Lagrangeovu funkci volného bezsilového hmotného bodu (a) v kartézských
souřadnićıch, (b) ve sférických souřadnićıch, (c) v cylindrických souřadnićıch.
Řešeńı: (a)

L =
1

2
m(ẋ21 + ẋ22 + ẋ23)

(b) transformace (a) pomoćı

x1 = r cosϕ sin θ
x2 = r sinϕ sin θ
x3 = r cos θ

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 θ + r2θ̇2)

(c) transformace (a) pomoćı

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = x3

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ẋ23)

Př́ıklad 2.1 �

Př́ıklad 2.2

Napǐste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na který p̊usob́ı homo-
genńı gravitačńı pole a elastická centrálńı izotropńı śıla.
Řešeńı:

L =
1

2
m(ẋ21 + ẋ22 + ẋ23)−mgx3 −

1

2
k(x21 + x22 + x23)

Př́ıklad 2.2 �

Př́ıklad 2.3

Napǐste Lagrangeovu funkci volné nabité částice v elektrostatickém poli.
Řešeńı:

L = T − U =
1

2
m(ẋ21 + ẋ22 + ẋ23)− q(ϕ−

3∑
i=1

Aiẋi)

Př́ıklad 2.3 �
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Př́ıklad 2.4

Najděte výraz pro obecnou hybnost a energii nabité částice v elektromagne-
tickém poli z Lagrangeovy funkce L =1

2
mv2 − q(ϕ− ~v · ~A).

Řešeńı: Obecná hybnost:

pj =
∂L

∂ẋj
= mẋj + qAj

~p = m~v + q ~A

Obecná energie:

E =
∑
j

∂L

∂ẋj
ẋj − L =

∑
j

1

2
mẋ2j + qϕ

Př́ıklad 2.4 �

Př́ıklad 2.5

Přesvědčete se, že vazba určená Pfaffovou formou[
x2(x1 − x2)2 − x1x32

]
dx1 +

[
x31x2 − x1(x1 − x2)2

]
dx2 − x1x2(x1 − x2)2dx3 = 0

je ekvivalentńı holonomńı vazbě x3 = ln
∣∣∣x1

x2

∣∣∣+ x1x2

x1−x2
+ C.

Řešeńı: Označ́ıme-li pro přehlednost funkce u diferenciál̊u Pfaffovy formy a1dx1 +a2dx2 +
a3dx3 = 0, můžeme podmı́nku ekvivalence vazeb zachytit jako

0 = ∂x3

∂x1
+ a1

a3

0 = ∂x3

∂x2
+ a2

a3

.

Uprav́ıme výrazy a dostaneme

∂

∂x1

(
ln

∣∣∣∣x1x2
∣∣∣∣+

x1x2
x1 − x2

+ C

)
− x2(x1 − x2)2 − x1x32

x1x2(x1 − x2)2
=

=
x2
x1x2

+
x2(x1 − x2)− x1x2

(x1 − x2)2
− 1

x1
+

x22
(x1 − x2)2

= 0.

a

∂

∂x2

(
ln

∣∣∣∣x1x2
∣∣∣∣+

x1x2
x1 − x2

+ C

)
+
x1(x1 − x2)2 − x31x2
x1x2(x1 − x2)2

=,

= −x2x1
x1x22

+
x1(x1 − x2) + x1x2

(x1 − x2)2
+

1

x2
− x21

(x1 − x2)2
= 0,

což bylo dokázati.
Př́ıklad 2.5 �
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Př́ıklad 2.6

Napǐste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla.
Řešeńı: Použijeme polárńı souřadnice

L = T − U =
1

2
mr2ϕ̇2 +mgr cosϕ

Př́ıklad 2.6 �

Př́ıklad 2.7

Odvod’te pohybové rovnice matematického kyvadla s pružným závěsem tuhosti
k a s rovnovážnou délkou r0 (bez zat́ıžeńı). Zkoumejte limitu k/m → ∞ jako
přechod k ideálńı vazbě (pozn. osy voĺıme tak, že t́ıhové pole p̊usob́ı ve směru
osy y).
Řešeńı: Pomoćı

x = r(t) cosϕ(t)
y = r(t) sinϕ(t)
z = 0

transformujeme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mgy − 1

2
k (r − r0)2

na

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) +mgr cosϕ− 1

2
k (r − r0)2 .

Lagrangeovy pohybové rovnice

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
−∂L
∂r

=
d

dt
(mṙ)−mrϕ̇2−mg cosϕ+k(r−r0) = mr̈−mrϕ̇2−mg cosϕ+k(r−r0) = 0

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
=

d

dt

(
mr2ϕ̇

)
−mgr sinϕ = 2mrṙϕ̇+mr2ϕ̈−mgr sinϕ = 0

č́ımž jsme dostali soustavu diferenciálńıch rovnic

m

k
(r̈ − rϕ̇2 − g cosϕ) + r − r0 = 0

ϕ̈+ 2
ṙ

r
ϕ̇− g

r
sinϕ = 0
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a při limitě k
m
→ ∞, tj. m

k
→ 0, dostaneme z prvńı rovnice r = r0 a druhá rovnice

potom popisuje pohyb matematického kyvadla s pevným závěsem.
Př́ıklad 2.7 �

Př́ıklad 2.8

Odvod’te pohybovou rovnici matematického kyvadla, jehož délka roste lineárně
s časem r = r0(1+kt), kde r0 a k jsou konstanty. (pozn. osy voĺıme tak, že t́ıhové
pole p̊usob́ı ve směru osy y)
Řešeńı: Pomoćı

x = r0(1 + kt) sinϕ(t)
y = r0(1 + kt) cosϕ(t)
z = 0

transformujeme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +mgy

na

L =
1

2
m(r20k

2 + r20(1 + kt)2ϕ̇2) +mgr0(1 + kt) cosϕ

a zjednoduš́ıme vypuštěńım konstant

L =
1

2
mr20(1 + kt)2ϕ̇2 +mgr0(1 + kt) cosϕ.

Lagrangeovy pohybové rovnice

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0

d

dt

(
mr20(1 + kt)2ϕ̇

)
+mgr0(1+kt) sinϕ = mr202k(1+kt)ϕ̇+mr20(1+kt)2ϕ̈+mgr0(1+kt) sinϕ = 0

č́ımž jsme dostali diferenciálńı rovnici

(1 + kt)ϕ̈+ 2kϕ̇+
g

r0
sinϕ = 0.

(pozn.: Pro přehlednost je lepš́ı pracovat obecně, tj. použ́ıt r(t) jako v př. 2.7 a dosazovat
až nakonec.)

Př́ıklad 2.8 �
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Př́ıklad 2.9

Napǐste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla, jehož bod závěsu se pohy-
buje předepsaným zp̊usobem v rovině kyv̊u (rheonomńı vazba) (a) konstantńı
rychlost́ı po vodorovné př́ımce (b) s konstantńım zrychleńım po vodorovné
př́ımce (c) kmitavým pohybem podle zákona a cosωt po vodorovné př́ımce (d)
kmitavým pohybem a sinωt po svislé př́ımce (e) s konstantńı úhlovou rychlost́ı
ω po svislé kružnici.
Řešeńı: V inerciálńı soustavě má Lagrangeova funkce tvar L = 1

2
m~v2 − U(~r)

Po transformaci do obecně neinerciálńı soustavy vztahem ~v = ~v′ + ~V (t), kde ~V (t) je
rychlost, kterou se soustava pohybuje, a po vypuštěńı úplných časových derivaćı (viz teorie)
dostaneme

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′).

Poznamenejme ještě transformačńı vztahy do polárńıch souřadnic:

x = r sinϕ(t)

y = r cosϕ(t)

~v = ~̇r = (ẋ, ẏ, 0)

~v2 = r2ϕ̇2

.

(a) ~̇V (t) = d
dt

(V, 0, 0) = ~0

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) +mgr cosϕ

(b) ~̇V (t) = d
dt

(at, 0, 0) = (a, 0, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2)−mar sinϕ+mgr cosϕ

(c) ~̇V (t) = d
dt

(
d
dt

(a cosωt), 0, 0
)

= (−ω2a cosωt, 0, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr cosωt sinϕ+mgr cosϕ

(d) ~̇V (t) = d
dt

(
0, d

dt
(a sinωt), 0

)
= (0,−ω2a sinωt, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr sinωt cosϕ+mgr cosϕ

(e) ~̇V (t) = d
dt

(
d
dt

(a cosωt), d
dt

(a sinωt), 0
)

= (−ω2a cosωt,−ω2a sinωt, 0)

L′ =
1

2
m~v′2 −m~r′ ~̇V − U(~r′) =

1

2
m(r2ϕ̇2) + ω2mr sin(ωt+ ϕ) +mgr cosϕ
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Př́ıklad 2.9 �

Př́ıklad 2.11

Hmotný bod se pohybuje p̊usobeńım t́ıže po svislé kružnici poloměru a. Byl
vypuštěn s nulovou počátečńı rychlost́ı z nejvyšš́ıho bodu kružnice. Určete po-
lohu hmotného bodu v libovolném okamžiku, tj. určete ϕ = ϕ(t).
Řešeńı: Počátek kartézského souřadného systému umı́st́ıme do středu kružnice, kladný
směr osy y voĺıme proti směru t́ıhového pole a vzhledem k vazbě na kružnici voĺıme trans-
formaci

x = a sinϕ

y = a cosϕ

z = 0.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy =

1

2
ma2ϕ̇2 −mga cosϕ.

Z obecné energie

E =
∂L

∂ϕ̇
ϕ̇− L =

1

2
ma2ϕ̇2 +mga cosϕ

zjist́ıme E, neb v́ıme, že v čase t = 0, kterému odpov́ıdá ϕ = 0, bylo těleso vypuštěno
s nulovou počátečńı rychlost́ı, tedy

E = 0 +mga cos 0 = mga.

Pomoćı zákona zachováńı energie odvod́ıme pohybovou rovnici

mga =
1

2
ma2ϕ̇2 +mga cosϕ

2
g

a
(1− cosϕ) = ϕ̇2

2
g

a
(1− cos2

ϕ

2
+ sin2 ϕ

2
) = ϕ̇2

2

√
g

a
sin

ϕ

2
= ϕ̇

a tuto rovnici budeme integrovat.
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2

√
g

a
t+ 2δ =

∫
dϕ

sin ϕ/2
=

∫
sin ϕ/2

sin2 ϕ/2
dϕ =

{
z = cos

ϕ

2

}
=

= −2

∫
dz

1− z2
= −2 argtgh(z),

a tedy výsledek můžeme napsat jako

tanh

(√
g

a
t+ δ

)
= − cos

ϕ

2
.

Poznámka k výsledku ve skriptu: volbou úhlu θ
2

= π
2
− ϕ

2
dostaneme

− cos
ϕ

2
= − cos

(
−π

2
− θ

2

)
= − cos

(π
2

)
cos

(
θ

2

)
+ sin

(
−π

2

)
sin

(
−θ

2

)
=

= sin

(
θ

2

)
= tgh

(√
g

a
t+ δ

)
.

Př́ıklad 2.11 �

Př́ıklad 2.12

Ve vodorovné rovině může klouzat bez třeńı těleso hmotnosti m1. Je spojeno
nehmotnou tyč́ı délky r s tělesem hmotnosti m2, které koná p̊usobeńım t́ıže
kmitavý pohyb ve svislé rovině. Dokažte, že těleso m2 se pohybuje po elipse, a
vypoč́ıtejte dobu kmitu T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.
Řešeńı: Kartézský souřadný systém zvoĺıme tak, že kladný směr osy y je ve směru t́ıhového
pole vazby:

z1 = z2 = y1 = 0

(x2 − x1)2 + y22 = r2

Zvoĺıme nezávislé souřadnice podle vztah̊u

y2 = r cosϕ
x2 = x1 + r sinϕ

ẏ2 = −r sinϕϕ̇
ẋ2 = ẋ1 − r cosϕϕ̇

.

Potom Lagrangeova funkce
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L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2(ẋ

2
2 + ẏ22) +m2gy2

bude mı́t v těchto nových souřadnićıch tvar

L =
1

2
ẋ21(m1 +m2) +m2ẋ1r cosϕϕ̇+

1

2
m2r

2ϕ̇2 +m2gr cosϕ

Abychom mohli při malých výchylkách určit periodu kmit̊u, aproximujeme Lagrangeovu
funkci

cosϕ ≈ 1− ϕ2

2
≈ 1

L̃ =
1

2
ẋ21(m1 +m2) +m2ẋ1rϕ̇+

1

2
m2r

2ϕ̇2 − 1

2
m2grϕ

2.

Potom budou mı́t Lagrangeovy rovnice mı́t tvar

d

dt

(
∂L̃

∂ϕ̇

)
− ∂L̃

∂ϕ
=

d

dt

(
m2rẋ1 +m2r

2ϕ̇
)

+m2grϕ = m2rẍ1 +m2r
2ϕ̈+m2grϕ = 0

d

dt

(
∂L̃

∂ẋ

)
− ∂L̃

∂ϕ
=

d

dt
((m1 +m2)ẋ1 +m2rϕ̇) = (m1 +m2)ẍ1 +m2rϕ̈ = 0

a dostali jsme soustavu diferenciálńıch rovnic

ẍ1 + rϕ̈+ gϕ = 0

ẍ1 +
m2

m1 +m2

rϕ̈ = 0

odkud po úpravě dostaneme rovnici

ϕ̈+
g

r

m1 +m2

m1

ϕ = 0

která představuje rovnici harmonického ϕ̈ + ω2ϕ = 0oscilátoru s úhlovou frekvenćı

ω =
√

g
r
m1+m2

m1
a protože ω = 2πν = 2π

T
dostaneme

T = 2π

√
r

g

m1

m1 +m2

nyńı ještě stač́ı dokázat, že se m2 pohybuje po elipse – zde je výhodné se vrátit k
neaproximované Lagrangeově funkci a využ́ıt, že

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂ϕ
=

d

dt
((m1 +m2)ẋ1 +m2r cosϕ+ ϕ̇) = 0

8



je integrál pohybu a tedy

(m1 +m2)

∫
dx1 +m2r

∫
cosϕdϕ = C1

∫
dt+ C2

(m1 +m2)x1 +m2r sinϕ = C1t+ C2

a protože chceme trajektorii hmotného bodu m2, dosad́ıme za x1 = x2 − r sinϕ

(m1 +m2)x2 −m1r sinϕ = C1t+ C2

nyńı eliminujeme ϕ – za t́ım účelem si vhodně vyjádř́ıme předchoźı rovnice

(m1 +m2)x2 − C1t− C2

m1r
= sinϕ

y2
r

= cosϕ

které umocńıme na druhou a sečteme, č́ımž dostaneme hledanou rovnici elipsy

y22
r2

+
((m1 +m2)x2 − C1t− C2)

2

m2
1r

2
= 1

Př́ıklad 2.12 �

Př́ıklad 2.17

Přesvědčete se, že funkce F1(x, ẋ, t) = ẋ + gta F2(x, ẋ, t) = ẋ2 + 2gx jsou prvńı
integrály rovnice ẍ+g = 0, kde g je konstanta. Vypoč́ıtejte pomoćı nich x = x(t).
Řešeńı: F je integrál rovnice ẍ+ g = 0 právě když plat́ı d

dt
F = 0 a to použijeme:

d

dt
F1(x, ẋ, t) = ẍ+ g = 0

d

dt
F2(x, ẋ, t) = 2ẋẍ+ 2gẋ = 2ẋ(ẍ+ g) = 0,

což bylo dokázati.
x = x(t) vypoč́ıtáme pomoćı těchto integrál̊u tak, že z prvńı funkce vyjádř́ıme ẋ =

F1− gt a dosad́ıme do druhé F2 = (F1− gt)2 + 2gx a z této jednoduché rovnice nám vyjde,
že

x(t) =
F2 − (F1 − gt)2

2g
= −1

2
gt2 + F1t+

F2 − F1

2g

Př́ıklad 2.17 �
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Př́ıklad 2.18

Přesvědčete se, že funkce F1(x, ẋ, t) = −ωt+ arctan
(
ωx
ẋ

)
a F2(x, ẋ, t) = ẋ2

ω2 + x2 jsou
prvńı integrály rovnice ẍ+ ω2x = 0, kde ω je kladná konstanta.
Řešeńı: Vypoč́ıtejte pomoćı nich x = x(t)

d

dt
F1 = −ω +

ẋ2

ẋ2 + ω2x2
ẋ2 − xẍ
ẋ2

ω = ω
−(ẋ2 + ω2x2) + ẋ2 − xẍ

ẋ2 + ω2x2
= −ωx ẍ+ ω2x

ẋ2 + ω2x2
= 0

d

dt
F2 =

2ẋẍ

ω2
+ 2xẋ = 2ẋ

ẍ+ ω2x

ω2
= 0

což bylo dokázati
a nyńı odvod́ıme x = x(t) tak, že z prvńı funkce vyjádř́ıme

ẋ

ω
=

x

tg(F1 + ωt)

a dosad́ıme do druhé

F2 =
x2

tg2(F1 + ωt)
+ x2 = x2

1 + tg2(F1 + ωt)

tg2(F1 + ωt)
= x2

1

sin2(F1 + ωt)

č́ımž po úpravě dostaneme

x(t) =
√
F2 sin(F1 + ωt)

Př́ıklad 2.18 �

Př́ıklad 2.22

Vypočtěte složky vektor̊u dostředivého, Eulerova a Coriolisova zrychleńı v
neinerciálńı soustavě S’, která se otáč́ı kolem osy z’ s předepsanou časovou
závislost́ı úhlu otočeńı ϕ = ϕ(t).
Řešeńı: Vektor otáčeńı okolo osy z :

~Ω = (0, 0, ϕ̇(t))

~̇Ω = (0, 0, ϕ̈(t))

dostředivé zrychleńı ~ad = −~Ω× (~r′ × ~Ω) = (−ϕ̇2x′, − ϕ̇2y′, 0)

Eulerovo zdrchleńı ~aE = −~r′ × ~̇Ω = (−ϕ̈y′, − ϕ̈x′, 0)

Coriolisovo zrychleńı ~aC = −2~̇r′ × ~Ω = (−2ϕ̇ẏ′, − 2ϕ̇ẋ′, 0)
Př́ıklad 2.22 �
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Př́ıklad 2.23

Hmotný bod je vázán na polopř́ımku vycházej́ıćı z počátku O inerciálńıho
systému S souřadnic x1, x2, x3. Polopř́ımka lež́ı v roviněx1, x2a otáč́ı se v̊uči S s
konstantńı úhlovou rychlost́ı Ω. Hmotný bod o hmotnosti m je po př́ımce volně
pohyblivý a nep̊usob́ı na něj žádná skutečná śıla. Pomoćı Lagrangeovy funkce
odvod’te jeho pohybovou rovnici a integrujte ji.
Řešeńı: Vazby a následné transformace tedy jsou

ϕ = Ωt+ ϕ0

x1 = r cosϕ
x2 = r sinϕ
x3 = 0

sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L =
1

2
m(ẋ21 + ẋ22) =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇) =

1

2
m(ṙ2 + r2Ω2)

a řeš́ıme Lagrangeovu rovnici

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
=

d

dt
(mṙ)−mΩ2r = mr̈ −mΩ2r = 0

dostali jsme diferenciálńı rovnici

r̈ − Ω2r = 0

jej́ımž řešeńı je

r(t) = A cosh(Ωt+ ϕ0)

Př́ıklad 2.23 �

Př́ıklad 2.24

Odvod’te rovnici pohybu hmotného bodu po kružnici poloměru R, která se
otáč́ı konstantńı úhlovou rychlost́ı Ω kolem svislé osy, lež́ıćı v rovině kružnice.
Vzdálenost středu kružnice od osy otáčeńı je a. Soustava je v homogenńım
t́ıhovém poli. Při a = 0 diskutujte rovnovážné polohy bodu v závislosti na Ω.
Řešeńı: Počátek naš́ı inerciálńı soustavy souřadné umı́st́ıme tak, že osa z je totožná s osou
otáčeńı a kladný směr směřuje proti t́ıhovému poli, a zbylé dvě osy tvoř́ı rovinu, ve které
lež́ı otáčej́ıćı se střed kružnicenapǐsme Lagrangeovu funkci této soustavy

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz
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a vazby, kterým se soustava podřizuje

(x− a)2 + z2 = R2

vzhledem k těmto vazbám i ke konstantńı rychlosti otáčeńı kolem svislé osy zaved’me
nové obecné souřadnice

x = (a+R sinϕ) cos Ωt
y = (a+R sinϕ) sin Ωt
z = R cosϕ

č́ımž Lagrangeova funkce dostane novou podobu

L =
1

2
m(R2ϕ̇2 + 2Ω2aR sinϕ+ Ω2R2 sin2 ϕ)−mgR cosϕ

a přistouṕıme k napsáńı Lagrangeových rovnic II. druhu

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= mR2ϕ̈−mΩ2aR cosϕ− Ω2R2 sinϕ cosϕ−mgR sinϕ = 0

ϕ̈− Ω2 sinϕ cosϕ− g

R
sinϕ− Ω2a

R
cosϕ = 0

a nyńı položme a = 0 a hledejme rovnovážné body z podmı́nky ϕ̈ = 0

−Ω2 sinϕ cosϕ− g

R
sinϕ = 0

sinϕ
(

cosϕ+
g

RΩ2

)
= 0

odkud dostáváme rovnovážné body jako

ϕ ∈
{
π · Z, − g

RΩ2

}
Př́ıklad 2.24 �
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