1 Kapitola 2: Lagrangetiv formalismus

Priklad 2.1

Napiste Lagrangeovu funkci volného bezsilového hmotného bodu (a) v kartézskych
soufadnicich, (b) ve sférickych soufadnicich, (c) v cylindrickych soufadnicich.
Reseni: (a)
1
L= 5m(:icf + @5 + 43)
(b) transformace (a) pomoci

x1 = rcossinf
Ty = rsinsinf
T3 = rcosb

1 .
L= §m(7'"2 + 2% sin? 0 + r°6°)
(c) transformace (a) pomoci

T1 =T COSP
Ty =TSN
T3 = XT3

1
L= §m(7'°2 + r?Q? + 03)
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Priklad 2.2

Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery ptisobi homo-
genni gravitacni pole a elasticka centralni izotropni sila.
Resent: 1 4

L= am(x% + @5+ 03) — mgxs — ék:(xf + 25 + 23)
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Priklad 2.3

Napiste Lagrangeovu funkci volné nabité castice v elektrostatickém poli.
Resent:

3
1
L=T-U= 5m(ﬁ+j:§ +a3) —qlo— ) Asiy)
=1
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Priklad 2.4

Najdéte vyraz pro obecnou hybnost a energu nabl é
tickém poli z Lagrangeovy funkce L —mv
Obecnéa hybnost:

Resent:

Obecna energie:

—q(p — )-

astice v elektromagne-
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Priklad 2.5

Presvédcete se, ze vazba urcena Pfaffovou formou

[xg(xl — 19)? — zlxg} drq + [x:fmg —x1(x — x2)2] dzy — 1129(21 — 29)%dz3 = 0

je ekvivalentni holonomni vazbé z3 = In |7t| + 2 + C.

T1—T2

Reseni:
azdrs = 0, muzeme podminku ekvivalence vazeb zachytit jako

— Oz3 | ;1
O_gz1+a3
— 9T3 az -
0_812+a3

Upravime vyrazy a dostaneme

Oznacime-li pro prehlednost funkce u diferencialu Pfaffovy formy aidz + asdxs +

3

i I %L 1 T1T9 Lo To(xy — 19)% — 173 _
8951 T 1 — T2 leg(l’l — I2)2
T To(x1 — T9) — T2 1 x5
= 5 =0
1T (171 — 1'2) X1 (lL‘l — ZEQ)
a
O ([n], om0 e e
81'2 i) Tr1 — X2 .1'15172(.1'1 — 1’2)2
Tl x1(z1 — x2) + T122 1 z? 0
123 (11 — 9)? Ty (11— X9)? ’

coz bylo dokazati.
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Priklad 2.6

Napiste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla.
Reseni: Pouzijeme polarni souradnice

1
L=T-U= EmTngz—l—mgrcosgo
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Priklad 2.7

Odvod’te pohybové rovnice matematického kyvadla s pruznym zavésem tuhosti
k a s rovnovaznou délkou r, (bez zatizeni). Zkoumejte limitu k/m — oo jako
prechod k idedlni vazbé (pozn. osy volime tak, ze tithové pole pusobi ve sméru

osy y).
Reseni: Pomoci

x =r(t)cosp(t)

y = r(t)sino(t)
z=10

transformujeme Lagrangeovu funkci

1 1
L:im@?+f+d%+nwy—§kﬁ—rwz
na
_1 -2 2.2 1 2
L_ém(r + 1o )+mgrcos<p—§k(r—ro) .

Lagrangeovy pohybové rovnice

d (0L oL d
7 (E) o T % (mf’)—mrng—mg cos p+k(r—rg) = mi—mr@*—mg cos o+k(r—rg) =0

i 0_L —8—L—i(mr2')—m rsin p = 2mrigp 4+ mr?¢ — mgrsin g = 0
AGE Do di 2 g Y= 2 2 g Y=
¢imz jsme dostali soustavu diferencidlnich rovnic

%(i‘—r@Q—gcosap)—i—r—ro:O

5+2 0~ Lsing =0
T T

3



a pri limité % — 00, tj. ¥ — 0, dostaneme z prvni rovnice r = 19 a druha rovnice

potom popisuje pohyb matematického kyvadla s pevnym zavésem.

Piiklad 2.7 O

Priklad 2.8

Odvod’te pohybovou rovnici matematického kyvadla, jehoz délka roste linearné
s casem r = ro(1+kt), kde ry a k jsou konstanty. (pozn. osy volime tak, ze tihové
pole pusobi ve sméru osy y)

Resent: Pomoci

r =ro(l+ kt)sinp(t)
y = ro(1+ kt) cos p(t)
z2=10

transformujeme Lagrangeovu funkci

1
L= §m(x2 + 9% 4+ %) + mgy
na
1
L= im(rgk‘z +1ro(1 4 kt)2p%) + mgro(1 + kt) cos

a zjednodusime vypusténim konstant

1
L= §mrg(1 + kt)2p* + mgro(1 + kt) cos .

Lagrangeovy pohybové rovnice
d (0L oL 0
dt \ 0¢ op

d
pr (mrg(1 + kt)*@)+mgro(1+kt) sin g = mrg2k(1+kt)p+mrg (14+-kt)* G+mgro(1+kt) sin g = 0

¢imz jsme dostali diferencialni rovnici
(14 kt)p + 2k + isingp =0.
To

(pozn.: Pro prehlednost je lepsi pracovat obecné, tj. pouzit r(t) jako v pt. 2.7 a dosazovat
az nakonec.)
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Priklad 2.9

Napiste Lagrangeovu funkci matematického kyvadla, jehoz bod zavésu se pohy-
buje predepsanym zpuasobem v roviné kyva (rheonomni vazba) (a) konstantni
rychlosti po vodorovné piimce (b) s konstantnim zrychlenim po vodorovné
primce (c) kmitavym pohybem podle zdkona acoswt po vodorovné piimce (d)
kmitavym pohybem asinwt po svislé primce (e) s konstantni tihlovou rychlosti
w po svislé kruznici.
Resent: V inercialni soustavé mé Lagrangeova funkce tvar [ = %mf;’z —U(7)

Po transformaci do obecné neinercidln{ soustavy vztahem @ = @ + V (¢), kde V() je
rychlost, kterou se soustava pohybuje, a po vypusténi iplnych ¢asovych derivaci (viz teorie)
dostaneme

1 5
U:§mW—nﬁV—UW)

Poznamenejme jesté transformacni vztahy do polarnich soutradnic:

x =rsinp(t)
y = rcos ()
7=7r=(&,9,0)
P# = r2p?

(a) V(1) = §(V,0,0)=0

/ 1 2 17 =4 1 -2 2.2
L = 5mu —er—U(r)zém(r +7r7¢%) + mgrcos ¢
(b) V() = &(at,0,0) = (a,0,0)
/ 1 2 0 —y 1 2.9 .
L' = 5™y —mr'V = U(7") = im(r $”) — marsin g + mgr cos ¢

(c) \7(25) =4 (d(gcoswt),0,0) = (—w?acoswt,0,0)

at \a
L' = zmd? — mi'V — U(r') = %m(rngZ) + w?mr cos wt sin ¢ + mgr cos
(d) V(t) =4 (0,4 (asinwt),0) = (0, —w?asinwt, 0)

L'=-mi? —mi'V - U(7) = %m(r2gb2) + w?mr sin wt cos ¢ + mgr cos

() V(t)=4 (4 (acoswt), L(asinwt),0) = (—w?acoswt, —w?asinwt, 0)

1
L'=-mi” —mr'V -U() = §m(r2gb2) + w?mrsin(wt + @) + mgr cos
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Priklad 2.11

Hmotny bod se pohybuje ptisobenim tize po svislé kruznici poloméru a. Byl
vypustén s nulovou pocatecni rychlosti z nejvyssiho bodu kruznice. Urcete po-
lohu hmotného bodu v libovolném okamziku, tj. urcete ¢ = p(t).

Resent: Pocatek kartézského soufadného systému umistime do stiedu kruznice, kladny
smér osy y volime proti sméru tthového pole a vzhledem k vazbé na kruznici volime trans-
formaci

T = asinp
Y = acos p
z=0.

Sestavime Lagrangeovu funkci

1 1
L= §m(x2 + %) —mgy = §ma2<,b2 — Myga cos Y.

7, obecné energie

oL 1
= ¢ — L=—-ma*p? + mgacos ¢
op 2
zjistime F, neb vime, ze v case t = 0, kterému odpovida ¢ = 0, bylo téleso vypusténo
s nulovou pocateéni rychlosti, tedy

E

E =0+ mgacos0 = mga.
Pomoci zékona zachovani energie odvodime pohybovou rovnici

Lo
mga = SIma P + mga cos ¢

2g(1 —cosp) = ¢?
a

Y ow2? 22
1 —cos’ = 2y =
(1 —cos 2+sm 2) @

g . @ .
2./ < RS
\/7 S11 2

a tuto rovnici budeme integrovat.

99d
a



g dip sin ¥/ p
2/t 126 = - dip = { - —} -
\/; + / sin /5 / sin? ¥/ ? S 2

d
— _2/ S argtgh(z),

1 — 22

a tedy vysledek muzeme napsat jako

tanh (\/gt + 5) = —cosf.
a 2

Poznédmka k vysledku ve skriptu: volbou thlu g = § — & dostaneme

N (_g - g) — —cos (1) cos ( ) tsin (=7 sin <_g) _
_ sin (g) _igh (ft ; 5) |

| D
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Priklad 2.12

Ve vodorovné roviné muze klouzat bez tieni téleso hmotnosti m;. Je spojeno
nehmotnou tyc¢i délky r s télesem hmotnosti m,, které kona pisobenim tize
kmitavy pohyb ve svislé roviné. Dokazte, ze téleso m, se pohybuje po elipse, a
vypocitejte dobu kmitu 7T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.
Resent: Kartézsky souradny systém zvolime tak, ze kladny smér osy y je ve sméru tihového
pole vazby:

21222=y1:0

(22— 11)* + 4 =7

Zvolime nezavislé souradnice podle vztahu

Yo = T COS P
To =T +rsingp

Yo = —7 SIN Y
Tog =21 —TrCcosQY

Potom Lagrangeova funkce



1 ) 1 . .
L= Emﬂﬁ =+ 57712(373 + 93) + magys

bude mit v téchto novych soutadnicich tvar

1.5 . . 252
L= §x1(m1 + ma) + modqr cos PP + Emgr O° 4 magr cos p
Abychom mohli pfi malych vychylkach uréit periodu kmitu, aproximujeme Lagrangeovu

funkei

2

2
~1l—-——~1
Ccos 5
~ ) o1 ) 1
L= Exf(ml + mg) + mad T + §m27’2g02 — §m2grg02.

Potom budou mit Lagrangeovy rovnice mit tvar

d (0L 8L d , . . ..
at\op) dp  dt (mardn +mar?@) +magre = morii + mar*@ + magre =0

d (0L\ oL d , . ) ;
a\ar |~ % =7 (M1 +ma)dy +maerg) = (my + mao)dy +merg = 0
a dostali jsme soustavu diferencidlnich rovnic

Z1+rp+gp=0

o mo 50
T+ ——rp=
' my + my 4
odkud po tupravé dostaneme rovnici
; mi;+m
r mq

kterd pfedstavuje rovnici harmonického ¢ + w?p = Ooscilatoru s tihlovou frekvenci

gmitme o protoze w = 2nv = 25 dostaneme
T mi1 T

rom
T=2m)-——
gmy + mg
nyni jesté staci dokazat, Zze se mo pohybuje po elipse — zde je vyhodné se vratit k

neaproximované Lagrangeové funkci a vyuzit, ze

4 (oL —a—L—i((m + mg)E1 + morcosp + @) =0
dt\oi ) By g\ TR T I eose ) =



je integral pohybu a tedy
(mq + moy) /dml + mQT/cos wdp = C4 /dt + Cs

(my + ma)x; + morsiny = Cit + Cs

a protoze chceme trajektorii hmotného bodu ms, dosadime za xy = x5 — rsing
(TTLl + m2)x2 — mr sin<p = Clt + CQ
nyni eliminujeme ¢ — za tim tucelem si vhodné vyjadiime piedchozi rovnice

(m1 + mz)iCQ — Clt — 02
mar

=singp

Yo
—= =cosp
r
které umocnime na druhou a sec¢teme, ¢imz dostaneme hledanou rovnici elipsy

y_% i ((m1 -+ m2)x2 — Clt — 02)2

=1
r? m3r?
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Priklad 2.17

Presvédcete se, ze funkce Fi(z,i,t) = @ + gta Fy(z,,t) = #* + 2gz jsou prvni
integraly rovnice i+g = 0, kde g je konstanta. Vypocitejte pomoci nich = = x(t).
Reseni: F' je integral rovnice & + g = 0 praveé kdyz plati %F = 0 a to pouzijeme:

d

d
(e, 1) = 20 + 293 = 2i(i + ) = 0,

coz bylo dokazati.

r = z(t) vypocitdme pomoci téchto integralu tak, ze z prvni funkce vyjadiime & =
F| — gt a dosadime do druhé F, = (F} — gt)? + 2gx a z této jednoduché rovnice ndm vyjde,
ze

Fy — (F, — gt)? 1, - F
t) = = ——qgt* + Fyt + ———
95() 29 29 1 2
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Priklad 2.18

Presvédcete se, ze funkce F(z,1,t) = —wt + arctan (7) a Fy(x,z,t) = 5—2 + 22 jsou
prvni integrdly rovnice i + w?r = 0, kde w je kladna konstanta.
Reseni: Vypocitejte pomoci nich = = x(t)

d I N T e — (22 + w?a?) + 1? — z 7+ wir 0
—F = —w W= w = —Wr—— =
dt ! 22+ w?x? g2 22 + w2z? 22 + w?x?

d 2% i+ wx

Ch= "t o =2t 2T g

dt™? w? + w?

coz bylo dokéazati

a nyni odvodime x = z(t) tak, Ze z prvni funkce vyjadiime
T x

w  tg(F) + wt)

a dosadime do druhé

a’ o 2ltt (M twt) 1

Fy

= - T =X =X
tg?(Fy + wt) tg?(F1 + wt) sin?(F} + wt)
¢imz po upravé dostaneme

x(t) = \/ Fysin(F) + wt)
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Priklad 2.22

Vypoctéte slozky vektort dostiedivého, Eulerova a Coriolisova zrychleni v
neinercialni soustavé S’, ktera se otaci kolem osy z’ s predepsanou casovou
zavislosti thlu otoceni p = ¢(t).

Resent: Vektor otaceni okolo osy z :

dostiedivé zrychleni dy = —Q x (7 x Q) = (—%/, — ¢/, 0)
Eulerovo zdrchlenf g = —7 x Q = (—@y/, — @a’,0)
Coriolisovo zrychleni @ = —27" x Q = (=2¢y’, — 2¢1’,0)

Priklad 2.22 O




Priklad 2.23

Hmotny bod je vazan na poloprimku vychazejici z pocatku O inercialniho
systému S souradnic z1, x5, 3. Poloprimka lezi v rovinéx;, r,a otaci se vici S s
konstantni tihlovou rychlosti (2. Hmotny bod o hmotnosti m je po pfimce volné
pohyblivy a nepiisobi na néj zadna skutecna sila. Pomoci Lagrangeovy funkce
odvod’te jeho pohybovou rovnici a integrujte ji.

Reseni: Vazby a nasledné transformace tedy jsou

@ =+ po
X1 =T COSY
To =TSN

T3 = 0
sestavime Lagrangeovu funkci
L9 .o Lo, o2, L o9, 202
L= §m($1+x2) = Em(r +rip) = §m(r + r*Q7%)

a fesime Lagrangeovu rovnici

d (0L oL d
e (oL b a N QQ — i — mO%r —
o ( 87'") 5 = (mr) — mQr =mit —mQr =0

dostali jsme diferencialni rovnici

P —Q%r =0

jejimz teseni je
r(t) = Acosh(Qt + )

Priklad 2.23 O

Priklad 2.24

Odvod’te rovnici pohybu hmotného bodu po kruznici poloméru R, ktera se
otaci konstantni tihlovou rychlosti ¢ kolem svislé osy, lezici v roviné kruznice.
Vzdalenost stifedu kruznice od osy otaceni je a. Soustava je v homogennim
tihovém poli. Pfi a = 0 diskutujte rovnovazné polohy bodu v zavislosti na ().
Resent: Potatek nasf inercidlni soustavy soufadné umistime tak, 7e osa z je totozna s osou
otaceni a kladny smér sméruje proti tthovému poli, a zbylé dvé osy tvoii rovinu, ve které
lezi otacejici se stted kruznicenapisme Lagrangeovu funkei této soustavy

1
L= §m(j:2 + 97 + %) — mgz

11



a vazby, kterym se soustava podtizuje

(x —a)’+2* = R?

vzhledem k témto vazbdm i ke konstantni rychlosti otdceni kolem svislé osy zavedme
nové obecné souradnice

r = (a+ Rsinp) cos Qt
y = (a+ Rsinp)sin Qt
z = Rcosyp

¢imz Lagrangeova funkce dostane novou podobu

1
L= §m(R2gb2 + 2Q%aRsin ¢ + Q*R?sin? ¢) — mgR cos ¢

a pristoupime k napsani Lagrangeovych rovnic II. druhu

d (0L L
- (9_ _ oL = mR*$ — mQ%aR cos ¢ — Q*R?sin pcos p — mgRsinp = 0
dt \ 0¢ Op

Q2
¢—Q2sincpcos<p—%singp—facoswzo

a nyni polozme a = 0 a hledejme rovnovazné body z podminky ¢ = 0

—0?sin p cos p — }%singsz

. g >_
s.mgp(cosc,o—i—RQ2 =0

odkud dostavame rovnovazné body jako

velrz - o)

Piiklad 2.24 O
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