1 Reprezentace poloprostych Lieovych algeber

Uvazujme g nad C, gy Caratnova podalgebra, a € A, Ty € go, [Ta, T/;] = 0, p reprezentace g na
komplexnim vektorovém prostoru V, dim V < +, takze p(g0) = {p(H)|H € go} je podprostor
v L(V) tvofeny komutujicimi operatory. Potfebujeme ukazat, Ze jsou diagondlni, abychom mohli
napssat V jako - vlastnich podprostor.

e = span{Xy, X_o, Tox = [Xo, X—o]} podalgebraizomorfnis((2,C) = p(Xa), p(X—a), p(Ta)

reprezentace sl(2,C) na V, ta je uplné reducibilni, tj. direktni soulet ireducibilnich reprezen-
taci s1(2,C), v kazdé z nich pusobi p(T,) diagondlné =  p(T,) na V je diagonalizovatelny
operator = p(go) je mnozina komutujicich diagonalizovatelnych operatora =V lze ro-
zlozit na spole¢né vlastni podprostory p(go):

V=4V,  Vi= ) ker(p(H) - A(H)L)

Aegl Hegg
Definice 1. e Vihy reprezentace p (na vekt. prostoru V) algebry h nazyvame A € g, takové,
ze V) # {0}.
e Piislusné V) nazyvame vahovy podprostor reprezentace p piislusny vaze A.
e Vihovy diagram jsou vahy znazornéné v euklidovském R" (A(T,) € R, 4. A € b*).
e Vihova miizkaje J < b, 7 = {A e b*|A(T,) € Z, Vo € A}.

Pozndmka 1. Pro adjugovanou reprezentaci (0 = ad) jsou nenulové vahy kofeny a V; je Cartanova
podalgebra.

Pozndmka 2. Mfizka je podgrupou b A A e T, myymyeZ = mAL+moAy € J. Jeji
bazi tvofi A; e h*, pro které /\]-(Tak) =0k, Yax € AP = VAeJ, Imy,...,m, A= Zm]-)\]-.

Véta 1. Mé&me p reprezentaci komplexni poloprosté algebry. Necht A, je mnoZina vSech vah,
Ay = {A € ga"‘ﬂHego ker (o(H) — A(H)1) # 0}. Pak Ay c J, V = ‘i‘AeAPVA a A je invariantn{
vzhledem k Weylové grupé Wy, tj. pokud S € Wy, A€ A, = S(A) € A, (Va € A, Sy : h* — b :

Sa(v) =v—v(Ta)a).
Déle VA € Ap, € = sgnA(T,), plati {A, A — e, ..., A = A(Tp)a} € ApadimV, = dim Vs, (r)-
—_——

Su(A)
Diikaz. Uz vime, ze V = —i—AeAp, o (0(Ty)) € Z, protozeje tosl(2,C) = Apc J.
Pro « € A oznatime s((2,C), := span{X,, X, Ta}, vezmeme 0 # v e V), VHe b, p(H)v =
AMH)v, p(X44)v e V:
p(H) (p(Xta)v) = p( [H, Xta] )0 + p(X1a) (MH)v) = (A(H) £ a(H)) (p(X+a)?)
—
ta(H)X 44

= pokud p(X+4q)v # 0, pak At w e Ay, p(X44)v € V) iq.
Ae A, = najdeme ireducibilni reprezentaci sl(2,C), na V takovou, Ze A| s((2,C), J& vahou

této reprezentace = p(Ty)v = A(Ty)v, A(Ty) € {—r,—r +2,...,1}, tj:
{AMTy), Mty) —ea(Ty), ..., AMTy) —2MTy) = —AMTp)} < {~r1,...,1}
——

2¢

= p(E_e)V, (p(E,m))zv, .., (p(E,m))l)\(T”‘)‘v jsou diky vlastnostem ireducibilni reprezen-
tace sl(2,C), nenulové vektory, ale tim padem V) ¢y, ..., Vy_)(1,)o jsOU nenulové, tj. z jed-
nozna¢nosti vdhovych podprostorti ireducibilni reprezentace s((2,C) vidime, Ze pro LN vek-
tory z V), mame ritizné ireducibilni reprezentace sl(2,C),, kazda zobrazuje jednoznatné v «
(p(E_eoc))M(T“)'v € Vs,(ny = dimV, < dimVs ). S2 =1 = lze obrétit, mame tedy
rovnost dim V), = dim Vs (). O



Definice 2. Pro A € Ay, n) := dim V) nazyvame nasobnost vahy A.
Definice 3. A € A, je dominantni < Vae AT, A(Ty) =0 (. (A, ) > 0).
Definice 4. A € Ay jenejvy3si < Vae AT, Af+adA,.

vV

Pozndmka 3. Evidentné, kazda reprezentace ma nejvyssi vahu (alespon jednu).

Definice 5. Pro p : g — gl(V) a jeji nejvyssi vahu A zvolime v € V), v # 0 a definujeme R, :=
span{p(X1)...p(Xg)vlk e N U {0}, X; e g}, §. Ry cc V, p(X)R) = Ry, VX € g.

Véta 2. R, je invariantni podprostor reprezentace p, p| R, O™ gl(R)) je ireducibilni, dim R n
Vi =1, 4. Ry n'V) = span{v}.

Diikaz. V definici R) sta¢i uvaZovat X = E;, x € Aa X = H, H € g9p. UvaZujme g, ..., w e A:

p(H)(p(Ex) ... p(Ew)0) = (A(H) + a(H) + - -+ + w(H)) (p(Ed) - - - p(Ew)?)
I
o([H, Ed]) = a(H)p(Eq)

=  Pp(Ex)...p(Ew)v € Vatgi.tw, tj. pusobeni p(H) je jen ndsobeni ¢islem, stadi tedy uvazovat

jen X = Ey, & € A. Vezmeme w € Ry nVy,w = >p, . ayenkonst.o(Ey,)...0(Eqy )0, v kazdém
keN U{0}

¢lenu mé byt vdhovy vektor s vahou A = a1+ ---4+a, =0 = nékteré jsou kladné,

n&které zdporné. Kladné pfekomutujeme doprava pomoci [Ey, Eg|] = NagEyyp, resp. [Eq, E—a] =
konst. Hy. Nakonec jsou vechny kladné kofeny napravo a protoZe « € A" a z maximality A, je
p(Ex)v =0 = v suméjsou jen zdporné kofeny, ale stédle plati a1 +---+a, =0 = k=
0 = w=konstv = RynV),=span{v}.

Ireducibilita sporem: Mdme W cc R, Wn (Ry nV)) = {0}, soutasné W musi byt ro-
zlozitelny do vahovych podprostortc. = ma nenulovy prinik s néjakym Vi, k # A, ke A Pli,”

ozn. Wy = W n Vi, a W = - W;. Z tplné reducibility vyplyva, ze z v € V) se nelze dostat do Wy
a z konstrukce W, c Wc R, = W ={0}. O

Dtisledek 1. Ireducibilni reprezentace p poloprosté komplexni algebry na V' s nejvyssi vahou A,
je nutné totoZna s pfislusnym R, j. V = R,.

Véta 3. Budte p, ireducibilni reprezentace komplexni poloprosté Lieovy algebry g na V, Vs

vy

nejvyssi vahou A. Pak jsou reprezentace p, p ekvivalentni, tj. 3T : V — V linedrni bijekce takov4,
7ep(X)oT=Top(X), VX €g.

Diikaz. Z ireducibility V = R,, V = R,. Definujeme oo-rozmérny prostor V* a reprezentaci g

na ném, tzv. Verma modul: span{E,, E_,|a € A"} generuje pomoci komutatorti celou algebru

g, navic Va, B € AP, [E,X,E_ﬁ] = OupTu, [E,X,E/g] = Nup Eaip. Reprezentace je tedy urcend
—

#0
ptsobenim E+,, & € AP. Oznacime AP = {“j}j':l’ Eyj:= E+a;, vo abstrakini vektor,

VY i=span{E_j ...E_;vlj1,...,jk € {1,...,1}, ke N U {0}},

Ta(vo) ; /\(Ta)vo, Vo € A,‘ E](’Uo) ; 0, V] € {1, ..,l},‘ E—] (E_jl . E_jk’(')()) = E_]E
Tlg (E_fl e E_]-kvo) = ()L(T/g) — ah(T/g) — e — oc_]k(Tl;)) E_jl . E_]'k’()o,

Ej (E—jy .- E—jyv0) = bjjy Ty (E—jp ... E—jv0) +

()‘ (T“j> %2 (T“j> B (T“f> ) Ejp B0
+6,E (/\ (Ta/.) —aj, (Ta]) e, (T,xj)) E_jy...E_juo+

+ -+ 5]]1/\ (Ta].) E_fl - E_]'kvo.

—j1 - E_]-kvo.




Lze ukdzat, Ze timto sptisobem mame definovdno na V), ptsobeni span{E,, E_,|a € AP} in-
dukujici konzistentnim sptisobem reprezentaci g na V* .
Nyni definujeme 7 : VA — R, 77: V} — R;:

(E—jy - E—joo) =p (E—;) - p (E—j) o,
(E—jl "'E_jkvo) = ﬁ(E_jl) "'5(E_jk) 0.
Z konstrukce VA jeVX eg, p(X)om=moX, p(X)ot=7oX = Xkerm=kerm VXeyg,

podobné 7, tj. ker 7, ker 7 jsou invariantni podporostory V* a 71, 7 zobrazuji vahové pod-
porstory na vdhové podprostory.

s
T

7t(ker t) = span{7t(V)|V € ker 7, j. (V) = 0}
p(X) (7t(ker ) = t(X ker 1r) < 7t(ker 1), VXeg

= 7i(ker 77) je invariantni podporstor reprezentace p, analogicky 7t(ker 77) je invariantni pod-
prostor reprezentace p. 7 (span{vg}) = span{v}, (V}), = span{vg} = 7T|(V)\) — V) je
A
bijekce = (V) & kerm, V) & Fi(kern) = F(kerm) #V =Ry, = f(kerm) =
{0}, analogicky 7t(ker 7t) = {0}. Vidime tedy, ze 7t (V}) = R,, % (V*) = R,.
Definujeme T : Ry — R, nasledovné: T(w) = (W), Yw = t(W) € Ry, kde W e VA (§. w je
libovolny prvek R)). Ovérime konzistenci: Wy e kert, W =W+ W, = w= (W)

T(w) = A(W') = F(W + W) = 7(W) + Z(Wo) = Z(W).
=0

Evidentné k T existuje inverzni zobrazeni zdiménou 7t a 77 v definici = T je bijekce.
T(p(X)w) = T(p(X)m(W)) = T(r(XW)) = R(XW) = pX)F(W) = p(X)T(w), ¥Xeg
= Top(X)=p(X)oT, VX €g. O

Dusledek 2. Ireducibilni reprezentace p je ur¢ena svou nejvyssi vahou A.

Definice 6. Mé&me g, go, A > AT o AP = {D‘j};:y Definujeme A; € J < b* : A;(T,) =
djk. Takové A; nazgvame fundamentdlni vdhy Lieovy algebry g, jim pfislusejici reprezentace
nazyvame fundamentalni reprezentace.

Poznimka 4. To, ze Aj € J a ze existuji pfislusné reprezentace je tfeba ukazat.

Pozniamka 5. Fundamentalni vahy lze ur€it z Cartanovy matice vztahem A; = M, kde M =
(ajk)*l inverze Cartanovy matice, nebot aj = ajpAg:

aif = o (Toy.) = aijA; (Tu) = aijbjic = i

Véta 4. Ke kazdé I-tici nezdpornych celych &isel my, ..., m; existuje pravé jedna ireducibilni
reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jejiz nejvyssi vahaje A = Z;’:l mjA;.

Diikaz. To Ze je nejvyse jedna uz vime, existenci ukdzeme konstrukci na prikladech. O

1.1 Konstrukce reprezentaci

Mgjme g, V, v, p:g—gl(V),p:g— gl (?) Na V®‘7definujemep®ﬁ i g — gl (V@V)
takto:

(p®p) (X) =p(X)@ 1]y + 1], ®p(X),  VXeg



Ovéfime homomorfismus:

[(p®p) (X), (p®p) (V)] (v®D) = (0 ®p) (X) (p(Y)o®@T + 0 @p(Y)?) +

~ (0®) (V) (p(X)o @+ v@P(X)D) = p(X)p(¥)o @ + PIY oKD + p(X)o@FYTT+
To@P(X)P(Y)T - p(Y)p(X)0 ® D - p(X)p@F(TTT — pIYIo@pKIT — v @P(Y)P(X) =

=p([X,Y])v@7+v@p([X,Y])7 = (p®p)([X,Y])o®@7D
g komplexni poloprostd, Ap, Aﬁ, AeNp, veEV), pe Aﬁ, ve ‘7}" pro H € gp méme:
(p®p)(H)o®7 = p(H)o@0 +0@p(H)7 = (A +p)(H)o®0
— —
A(H)o p(H)?
= A+ € N,gp specidlné pokud A, p jsou nejvyssi vahy, pak A + i je nejvyssi.
Priklad 1. D/ ... (2j + 1)-rozmérna reprezentace so(3), tj. j € +N.
D'®@D* =DI**@-.-@DI* ... Clebsh-Gordontiv rozklad

Symetrickd, antysymetrickd reprezentace: Méme p na V algebru g, p®pna V@V =
V2 S5 VRV 5> VRV :Spuee) =v@u = S;,=1 = o(Sp)={x1}

[S12, (p®p)(X)](u®v) = S12(p(X)u@v+u®p(X)v) — (pRp)(X)(vQu) =
=vp(X)u+p(X)v@u—p(X)vu-vp(X)u=0, VXeg

= [S12,(p®p)(X)] = [S12,p(X) @1+ 1®p(X)] =0, VXeg = (p®p)lzezazZitna vlastni
podprostory Sqa:

VsV =span{fu®@v+ovQ@ulu,veV} ... 512|v®5\/:]1
VAV =span{fu®v—v@ulu,veV} ... Sply,y=-1

Nect A je nejvyssi a u 2. nejvyssi véha ireducibilni reprezentace p na V, pak mame:

reprezentace: nejvyssi vaha:
pPR®spnaV®sV 2A
prpnaV AV At

Pfiklad 2. D'@ D' = D?@D'@ D" = D' @ D'@ D! A D!
vahy: 5 3 1 6 3

—
DS@D! D!

Zobecnéni: pRpR---QpnaVEVE @V = Vek
Sij(”l®"'®”i®"'®”j®"'®uk) :”1®"'®u]’®"‘®ui®‘“®uk
(P®---®p)(X)=p(X)®1® - ®1+1Qp(X)®1® - @1+ - +1® -1 p(X)
[Sij (p®---®p)(X)] =0

Neexistuje rozklad do V&, k > 2 do spole¢nych vlastnich podprostori S
podprostory vzdy existuijt:

ij, ale 2 spolo¢né vlastni

V®5-~®5V=V®5k Sij|V®Sk:]1
VA AV=V"k_ 3 -1

1] V A~k =

Piislugné reprezentace jsou p®sk, p/k
A (Ho) > A2(Hyp) = - -+ = Ay(Hy), pak:

. Pokud p je ireducibilni s vahami A1, Ay, ..., A, pFicemZ

reprezentace: nejvyssi vaha:
p®sk kAq
pk A1+ -+ + Ay (po zohlednéni ndsobnosti)

4



Pozndmka 6. Méjme g, fundamentalni vahy Ay, ..., A;, pfislusiné fundamentalni reprezentace
pjna 'V A = Z]‘ mjA;, mj € No. Piislusnou ireducibilni reprezentaci najdeme v (01)®"™ ®
(02)®5"™ ®- - ® (0;)®s™. Nalezeny R,, pislusejici nejvyssi vaze A, je jednoznaéné (aZ na ndsobek)

vV,

urcen tenzorovym soucinem R, pfislusnych nejvy$sim vaham A4,..., Ay v Vy, ..., V).
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