
1 Reprezentace poloprostých Lieových algeber

Uvažujme g nad C, g0 Caratnova podalgebra, α P ∆, Tα P g0, [Tα, Tβ] = 0, ρ reprezentace g na
komplexnı́m vektorovém prostoru V, dim V ă +8, takže ρ(g0) = tρ(H)|H P g0u je podprostor
v L(V) tvořený komutujı́cı́mi operátory. Potřebujeme ukázat, že jsou diagonálnı́, abychom mohli
napssat V jako ˙Ř vlastnı́ch podprostorů.

α P ∆ ñ span tXα, X´α, Tα = [Xα, X´α]u podalgebra izomorfnı́ sl(2, C) ñ ρ(Xα), ρ(X´α), ρ(Tα)
reprezentace sl(2, C) na V, ta je úplně reducibilnı́, tj. direktnı́ součet ireducibilnı́ch reprezen-
tacı́ sl(2, C), v každé z nich působı́ ρ(Tα) diagonálně ñ ρ(Tα) na V je diagonalizovatelný
operátor ñ ρ(g0) je množina komutujı́cı́ch diagonalizovatelných operátorů ñ V lze ro-
zložit na společné vlastnı́ podprostory ρ(g0):

V =
˙ă

λPg˚0

Vλ, Vλ =
č

HPg0

ker (ρ(H)´ λ(H)1)

Definice 1. • Váhy reprezentace ρ (na vekt. prostoru V) algebry h nazýváme λ P g˚0 , takové,
že Vλ ‰ t0u.

• Přı́slušné Vλ nazýváme váhový podprostor reprezentace ρ přı́slušný váze λ.

• Váhový diagram jsou váhy znázorněné v euklidovském Rn (
λ(Tα) P R, tj. λ P h#).

• Váhová mřı́žka je J Ă h#, J =
 

λ P h#
ˇ

ˇλ(Tα) P Z, @α P ∆
(

.

Poznámka 1. Pro adjugovanou reprezentaci (ρ = ad) jsou nenulové váhy kořeny a V0 je Cartanova
podalgebra.
Poznámka 2. Mřı́žka je podgrupou h# : λ1, λ2 P J , m1, m2 P Z ñ m1λ1 + m2λ2 P J . Jejı́
bázi tvořı́ λj P h

#, pro které λj(Tαk ) = δjk, @αk P ∆p ñ @λ P J , Dm1, . . . , ml , λ =
ř

mjλj.

Věta 1. Mějme ρ reprezentaci komplexnı́ poloprosté algebry. Nechť Λρ je množina všech vah,

Λρ =
!

λ P g˚0

ˇ

ˇ

ˇ

Ş

HPg0
ker (ρ(H)´ λ(H)1) ‰ 0

)

. Pak Λρ Ă J , V = ˙Ř
λPΛρ

Vλ a Λρ je invariantnı́

vzhledem k Weylově grupěWg, tj. pokud S P Wg, λ P Λρ ñ S(λ) P Λρ (@α P ∆, Sα : h# Ñ h# :
Sα(ν) = ν´ ν(Tα)α).
Dále @λ P Λρ, ε = sgn λ(Tα), platı́ tλ, λ´ εα, . . . , λ´ λ(Tα)α

looooomooooon

Sα(λ)

u Ă Λρ a dim Vλ = dim VSα(λ).

Důkaz. Už vı́me, že V = ˙Ř
λPΛρ

, σ (ρ(Tα)) Ă Z, protože je to sl(2, C) ñ Λρ Ă J .
Pro α P ∆ označı́me sl(2, C)α := spantXα, X´α, Tαu, vezmeme 0 ‰ v P Vλ, @H P h, ρ(H)v =

λ(H)v, ρ(X˘α)v P V:

ρ(H) (ρ(X˘α)v) = ρ
(
[H, X˘α]
looomooon

˘α(H)X˘α

)
v + ρ(X˘α)(λ(H)v) = (λ(H)˘ α(H)) (ρ(X˘α)v)

ñ pokud ρ(X˘α)v ‰ 0, pak λ˘ α P Λρ, ρ(X˘α)v P Vλ+α.
λ P Λρ ñ najdeme ireducibilnı́ reprezentaci sl(2, C)α na V takovou, že λ|sl(2,C)α

je vahou
této reprezentace ñ ρ(Tα)v = λ(Tα)v, λ(Tα) P t´r,´r + 2, . . . , ru, tj.:

tλ(Tα), λ(tα)´ εα(Tα)
loomoon

2ε

, . . . , λ(Tα)´ 2λ(Tα) = ´λ(Tα)u Ă t´r, . . . , ru

ñ ρ(E´εα)v,
(
ρ(E´εα)

)2v, . . . ,
(
ρ(E´εα)

)|λ(Tα)|v jsou dı́ky vlastnostem ireducibilnı́ reprezen-
tace sl(2, C)α nenulové vektory, ale tı́m pádem Vλ´εα, . . . , Vλ´λ(Tα)α jsou nenulové, tj. z jed-
noznačnosti váhových podprostorů ireducibilnı́ reprezentace sl(2, C) vidı́me, že pro LN vek-
tory z Vλ máme různé ireducibilnı́ reprezentace sl(2, C)α, každá zobrazuje jednoznačně v Ø(
ρ(E´εα)

)|λ(Tα)|v P VSα(λ) ñ dim Vλ ď dim VSα(λ). S2
α = 1 ñ lze obrátit, máme tedy

rovnost dim Vλ = dim VSα(λ).
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Definice 2. Pro λ P Λρ, nλ := dim Vλ nazýváme násobnost váhy λ.

Definice 3. λ P Λρ je dominantnı́ ô @α P ∆+, λ(Tα) ě 0 (tj. xλ, αy ě 0).

Definice 4. λ P Λρ je nejvyššı́ ô @α P ∆+, λ + α R Λρ.

Poznámka 3. Evidentně, každá reprezentace má nejvyššı́ váhu (alespoň jednu).

Definice 5. Pro ρ : g Ñ gl(V) a jejı́ nejvyššı́ váhu λ zvolı́me v P Vλ, v ‰ 0 a definujeme Rλ :=
spantρ(X1) . . . ρ(Xk)v|k P NY t0u, Xj P gu, tj. Rλ ĂĂ V, ρ(X)Rλ Ă Rλ, @X P g.

Věta 2. Rλ je invariantnı́ podprostor reprezentace ρ, ρ|Rλ
: g Ñ gl(Rλ) je ireducibilnı́, dim Rλ X

Vλ = 1, tj. Rλ XVλ = spantvu.

Důkaz. V definici Rλ stačı́ uvažovat X = Eα, α P ∆ a X = H, H P g0. Uvažujme α, . . . , ω P ∆:

ρ(H)
(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
=

(
λ(H) + α(H) + ¨ ¨ ¨+ ω(H)

)(
ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v

)
Ò

ρ
(
[H, Eα]

)
= α(H)ρ(Eα)

ñ ρ(Eα) . . . ρ(Eω)v P Vλ+α+¨¨¨+ω, tj. působenı́ ρ(H) je jen násobenı́ čı́slem, stačı́ tedy uvažovat
jen X = Eα, α P ∆. Vezmeme w P Rλ X Vλ, w =

ř

α1,...,αkP∆
kPNYt0u

konst. ρ(Eα1) . . . ρ(Eαk )v, v každém

členu má být váhový vektor s vahou λ ñ α1 + ¨ ¨ ¨ + αk = 0 ñ některé jsou kladné,
některé záporné. Kladné překomutujeme doprava pomocı́ [Eα, Eβ] = NαβEα+β, resp. [Eα, E´α] =

konst. Hα. Nakonec jsou všechny kladné kořeny napravo a protože α P ∆+ a z maximality λ, je
ρ(Eα)v = 0 ñ v sumě jsou jen záporné kořeny, ale stále platı́ α1 + ¨ ¨ ¨+ αk = 0 ñ k =
0 ñ w = konst. v ñ Rλ XVλ = spantvu.

Ireducibilita sporem: Máme W ĂĂ Rλ, W X (Rλ X Vλ) = t0u, současně W musı́ být ro-
zložitelný do váhových podprostorů ñ má nenulový průnik s nějakým Vk, k ‰ λ, k P Λ ρ|Rλ

,

ozn. Wk = W XVk, a W = ˙ŘWk. Z úplné reducibility vyplývá, že z v P Vλ se nelze dostat do Wk
a z konstrukce Wk Ă W Ă Rλ ñ W = t0u.

Důsledek 1. Ireducibilnı́ reprezentace ρ poloprosté komplexnı́ algebry na V s nejvyššı́ vahou λ,
je nutně totožná s přı́slušným Rλ, tj. V = Rλ.

Věta 3. Buďte ρ, rρ ireducibilnı́ reprezentace komplexnı́ poloprosté Lieovy algebry g na V, rV s
nejvyššı́ vahou λ. Pak jsou reprezentace ρ, rρ ekvivalentnı́, tj. DT : V Ñ rV lineárnı́ bijekce taková,
že rρ(X) ˝ T = T ˝ ρ(X), @X P g.

Důkaz. Z ireducibility V = Rλ, rV = rRλ. Definujeme 8-rozměrný prostor Vλ a reprezentaci g
na něm, tzv. Verma modul: span tEα, E´α|α P ∆pu generuje pomocı́ komutátorů celou algebru
g, navı́c @α, β P ∆p, [Eα, E´β] = δαβTα, [Eα, Eβ] = Nαβ

loomoon

‰0

Eα+β. Reprezentace je tedy určená

působenı́m E˘α, α P ∆p. Označı́me ∆p = tαju
l
j=1, E˘j := E˘αj , v0 abstraktnı́ vektor,

Vλ := span
 

E´j1 . . . E´jk v0
ˇ

ˇj1, . . . , jk P t1, . . . , lu, k P NY t0u
(

,

Tα(v0)
!
= λ(Tα)v0, @α P ∆; Ej(v0)

!
= 0, @j P t1, . . . , lu; E´j

(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= E´jE´j1 . . . E´jk v0.

Tβ

(
E´j1 . . . E´jk v0

)
=

(
λ(Tβ)´ αj1(Tβ)´ ¨ ¨ ¨ ´ α´jk (Tβ)

)
E´j1 . . . E´jk v0,

Ej
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= δjj1 Tαj

(
E´j2 . . . E´jk v0

)
loooooooooooomoooooooooooon(

λ
(

Tαj

)
´αj2

(
Tαj

)
´¨¨¨´α´jk

(
Tαj

))
E´j2 ...E´jk

v0

+

+ δjj2 E´j1

(
λ
(

Tαj

)
´ αj3

(
Tαj

)
´ ¨ ¨ ¨ ´ α´jk

(
Tαj

))
E´j3 . . . E´jk v0+

+ ¨ ¨ ¨+ δjjk λ
(

Tαj

)
E´j1 . . . E´jk v0.
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Lze ukázat, že tı́mto spůsobem máme definováno na Vλ působenı́ spantEα, E´α|α P ∆pu in-
dukujı́cı́ konzistentnı́m spůsobem reprezentaci g na Vλ .

Nynı́ definujeme π : Vλ Ñ Rλ, rπ : Vλ Ñ rRλ:

π
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= ρ

(
E´j1

)
. . . ρ

(
E´jk

)
v,

rπ
(
E´j1 . . . E´jk v0

)
= rρ

(
E´j1

)
. . . rρ

(
E´jk

)
rv.

Z konstrukce Vλ je @X P g, ρ(X) ˝ π = π ˝ X, rρ(X) ˝ rπ = rπ ˝ X ñ X ker π = ker π, @X P g,
podobně rπ, tj. ker π, ker rπ jsou invariantnı́ podporostory Vλ a π, rπ zobrazujı́ váhové pod-
porstory na váhové podprostory.

rπ(ker π) = span trπ(V)|V P ker π, tj. π(V) = 0u
rρ(X) (rπ(ker π)) = rπ(X ker π) Ă rπ(ker π), @X P g

ñ rπ(ker π) je invariantnı́ podporstor reprezentace rρ, analogicky π(ker rπ) je invariantni pod-
prostor reprezentace ρ. π (spantv0u) = spantvu,

(
Vλ

)
λ
= spantv0u ñ π|(Vλ)λ

Ñ Vλ je

bijekce ñ
(
Vλ

)
λ
Ć ker π, rVλ Ć rπ(ker π) ñ rπ(ker π) ‰ rV = rRλ ñ rπ(ker π) =

t0u, analogicky π(ker rπ) = t0u. Vidı́me tedy, že π
(
Vλ

)
= Rλ, rπ

(
Vλ

)
= rRλ.

Definujeme T : Rλ Ñ
rRλ následovně: T(w)

!
= rπ(W), @w = π(W) P Rλ, kde W P Vλ (tj. w je

libovolný prvek Rλ). Ověrı́me konzistenci: W0 P ker π, W1 = W + W0 ñ w = π(W1)

T(w) = rπ(W1) = rπ(W + W0) = rπ(W) + rπ(W0)
loomoon

=0

= rπ(W).

Evidentně k T existuje inverznı́ zobrazenı́ záměnou π a rπ v definici ñ T je bijekce.

T
(
ρ(X)w

)
= T

(
ρ(X)π(W)

)
= T

(
π(XW)

)
= rπ(XW) = rρ(X)rπ(W) = rρ(X)T(w), @X P g

ñ T ˝ ρ(X) = rρ(X) ˝ T, @X P g.

Důsledek 2. Ireducibilnı́ reprezentace ρ je určena svou nejvyššı́ vahou λ.

Definice 6. Mějme g, g0, ∆ Ą ∆+ Ą ∆p = tαju
l
j=1. Definujeme λj P J Ă h# : λj

(
Tαk

)
=

δjk. Takové λj nazýváme fundamentálnı́ váhy Lieovy algebry g, jim přı́slušejı́cı́ reprezentace
nazýváme fundamentálnı́ reprezentace.

Poznámka 4. To, že λj P J a že existujı́ přı́slušné reprezentace je třeba ukázat.

Poznámka 5. Fundamentálnı́ váhy lze určit z Cartanovy matice vztahem λj = Mjkαk, kde Mjk =

(ajk)
´1 inverze Cartanovy matice, neboť αj = ajkλk:

aik = αi
(
Tαk

)
= aijλj

(
Tαk

)
= aijδjk = aik.

Věta 4. Ke každé l-tici nezáporných celých čı́sel m1, . . . , ml existuje právě jedna ireducibilnı́
reprezentace poloprosté Lieovy algebry g, jejı́ž nejvyššı́ váha je λ =

řl
j=1 mjλj.

Důkaz. To že je nejvýše jedna už vı́me, existenci ukážeme konstrukcı́ na přı́kladech.

1.1 Konstrukce reprezentacı́

Mějme g, V, rV, ρ : g Ñ gl(V), rρ : g Ñ gl
(
rV
)

. Na V b rV definujeme ρb rρ : g Ñ gl
(

V b rV
)

takto:

(ρb rρ) (X) = ρ(X)b 1|
rV + 1|V b rρ(X), @X P g.
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Ověřı́me homomorfismus:

[(ρb rρ) (X), (ρb rρ) (Y)] (vb rv) = (ρb rρ) (X)
(
ρ(Y)vb rv + vb rρ(Y)rv

)
+

´ (ρb rρ) (Y)
(
ρ(X)vb rv + vb rρ(X)rv

)
= ρ(X)ρ(Y)vb rv +

hhhhhhhρ(Y)vb rρ(X)rv +(((((((
ρ(X)vb rρ(Y)rv+

+vb rρ(X)rρ(Y)rv´ ρ(Y)ρ(X)vb rv´(((((((
ρ(X)vb rρ(Y)rv´

hhhhhhhρ(Y)vb rρ(X)rv´ vb rρ(Y)rρ(X)rv =

= ρ
(
[X, Y]

)
vb rv + vb rρ

(
[X, Y]

)
rv = (ρb rρ)

(
[X, Y]

)
vb rv

g komplexnı́ poloprostá, Λρ, Λ
rρ, λ P Λρ, v P Vλ, µ P Λ

rρ, rv P rVµ, pro H P g0 máme:

(ρb rρ)(H)vb rv = ρ(H)v
loomoon

λ(H)v

brv + vb rρ(H)rv
loomoon

µ(H)rv

= (λ + µ)(H)vb rv

ñ λ + µ P Λρbrρ, speciálně pokud λ, µ jsou nejvyššı́ váhy, pak λ + µ je nejvyššı́.

Přı́klad 1. Dj . . . (2j + 1)-rozměrná reprezentace so(3), tj. j P 1
2 N0.

Dj bDk = Dj+k ‘ ¨ ¨ ¨ ‘D|j´k| . . . Clebsh-Gordonův rozklad

Symetrická, antysymetrická reprezentace: Mějme ρ na V algebru g, ρ b ρ na V b V =
Vb2, S12 : V bV Ñ V bV : S12(ub v) = vb u ñ S2

12 = 1 ñ σ(S12) = t˘1u.

[S12, (ρb ρ)(X)](ub v) = S12
(
ρ(X)ub v + ub ρ(X)v

)
´ (ρb ρ)(X)(vb u) =

= vb ρ(X)u + ρ(X)vb u´ ρ(X)vb u´ vb ρ(X)u = 0, @X P g

ñ [S12, (ρb ρ)(X)] = [S12, ρ(X)b 1+ 1b ρ(X)] = 0, @X P g ñ (ρb ρ) lze zúžit na vlastnı́
podprostory S12:

V bS V = spantub v + vb u|u, v P Vu . . . S12|VbSV = 1

V ^V = spantub v´ vb u|u, v P Vu . . . S12|V^V = ´1

Necť λ je nejvyššı́ a µ 2. nejvyššı́ váha ireducibilnı́ reprezentace ρ na V, pak máme:

reprezentace: nejvyššı́ váha:
ρbS ρ na V bS V 2λ
ρ^ ρ na V ^V λ + µ

Přı́klad 2. D1 bD1

váhy:
= D2

5
‘D1

3
‘D0

1
= D1 bS D1

6
loooomoooon

D5‘D1

‘D1 ^D1
3

looomooon

D1

Zobecněnı́: ρb ρb ¨ ¨ ¨ b ρ na V bV b ¨ ¨ ¨ bV = Vbk

Sij(u1 b ¨ ¨ ¨ b ui b ¨ ¨ ¨ b uj b ¨ ¨ ¨ b uk) = u1 b ¨ ¨ ¨ b uj b ¨ ¨ ¨ b ui b ¨ ¨ ¨ b uk

(ρb ¨ ¨ ¨ b ρ)(X) = ρ(X)b 1b ¨ ¨ ¨ b 1 + 1b ρ(X)b 1b ¨ ¨ ¨ b 1 + ¨ ¨ ¨+ 1b ¨ ¨ ¨ b 1b ρ(X)

[Sij, (ρb ¨ ¨ ¨ b ρ)(X)] = 0

Neexistuje rozklad do Vbk, k ą 2 do společných vlastnı́ch podprostorů Sij, ale 2 spoločné vlastnı́
podprostory vždy existujı́:

V bS ¨ ¨ ¨ bS V = VbSk . . . Sij
∣∣
VbSk = 1

V ^ ¨ ¨ ¨ ^V = V^k . . . Sij
∣∣
V^k = ´1

Přı́slušné reprezentace jsou ρbSk, ρ^k . Pokud ρ je ireducibilnı́ s vahami λ1, λ2, . . . , λk, přičemž
λ1(H0) ą λ2(H0) ě ¨ ¨ ¨ ě λk(H0), pak:

reprezentace: nejvyššı́ váha:
ρbSk kλ1
ρ^k λ1 + ¨ ¨ ¨+ λk (po zohledněnı́ násobnostı́)
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Poznámka 6. Mějme g, fundamentálnı́ váhy λ1, . . . , λl , přı́slušlné fundamentálnı́ reprezentace
ρj na Vj, λ =

ř

j mjλj, mj P N0. Přı́slušnou ireducibilnı́ reprezentaci najdeme v (ρ1)
bSm1 b

(ρ2)
bSm2 b¨ ¨ ¨b (ρl)

bSml . Nalezený Rλ, přı́slušejı́cı́ nejvyššı́ váze λ, je jednoznačně (až na násobek)
určen tenzorovým součinem Rλj přı́slušných nejvyššı́m vahám λ1, . . . , λl v V1, . . . , Vl .
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