1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

1.1 Jevy a operace s nimi

Jednim ze zakladnich pojmu teorie pravdépodobnosti jsou jevy a operace s nimi pojaté jako operace
s mnozinami. Uvazujme pokus, a ozna¢me

Q Mnozinu v8ech moznych vysledk pokusu, tzv. elementarnich jevi. Tuto mnoZinu nazyvame
prostor elementdrnich jevi, zdkladni pravdépodobnostni prostor, vijbérovy prostor, apod.

w € Q Prvky prostoru elementarnich jevi nazyvame elementdrnimi jevy.
A C Q Libovolnou podmnozinu nazyvame jev.

Rikame Ze jev A C Q nastal, pokud nastal elementérni jev w € A. Jev Q nazyvame jevem jistym
a () nazyvame jevemn nemoznim.

Definice 1.1. Bud Q prostor elementdrnich jevii a A, B C Q jevy. Potom definujeme:
1. AC - jev opacngj, ktery nastdivd pravé tehdy kdyz nenastdvd A, tj.
weA® s wd A
AU B - sjednocent jevi, nastavd pravé kdyz nastdvd alespori jeden z jevii A, B.
AN B - prinik jevi, nastdvd prdvé kdyZ nastdvaji oba jevy A, B soucasné.

Rikdme Ze jevy A, B jsou neslucitelné, pokud ANB = (). Potom také piseme AUB = A+ B.
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A C B - jev A je podjevem jevu B, prdvée kdyz

weEA=>weB

6. A= B - jevy jsou ekvivalentni, pokud AC BANB C A

7. A — B - nastdvd jev A, ale nenastdvd jev B. Plati A— B = AN BC.

8. AAB =(A— B)U (B — A) - symetrickd diference
Véta 1.2. Necht A, B,C C 2 jsou jevy. Potom plati:

1.ACA DhweA=wcA
(AcB)AN(Bc(C)=(AcCc(C) DhweA=weB=weC(C
AUA=A, ANA=A DhweA=weA wecAVweA=>weA
AUB=BUA, ANB = BnNA (komutativita)
AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (asociativita)
PCcACQ
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(AnNB)C AC (AUB)



8 DUA=A,0NA=0
9. AUQ =0, ANQ=A
10. (A9)“ =4
11. (AUB)® = AN B¢, (AN B)Y = A° U B® (de Morganovy zdkony)
12. (AUB)= A+ Bn A
13. B=(ANB)+ (A°NB)
14. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (distributivita)
15. AUA® =Q
16. AN AY =0 (zdkon vylouceného stredu)
17. AN(B+C)=(ANB)+ (ANnQC)
Véta 1.3. Budte {Ak}]kV:’J{OO jevy. Potom plati:
1N A, = A+ N AGAG LAY Ay (AB=ANB)

2. (UN +00Ak> = ﬂkN AL (ﬂN +00Ak> = Uiv 1 AC (de Morganovy zdkony pro nejvyse
spocetny systém jevii)

1.2 Algebraicka struktura jevia

Jevy a operace s nimi, tak jak byly definovany v pfedchozim oddile, je mozno uspotfadat do tzv.
Booleovy algebry, definované dale.

Definice 1.4 (Booleova algebra). Booleovou algebrou nazgvime strukturu (A,+,-,C), kde A je
mnozina jevi, + a - jsou bindrni operace, C je operace undrni a ve které plati ndsledujici axiomy.
Necht A, B,C € A a necht plati

1. A+A=A4A

2. A+B=B+A A -B=B-A

3. A+(B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C

4. A (B+C)=(A-B)+(A-C), A+ (B-C)=(A+B)-(A+C)
5. A+CA=1,A-CA=0

6. A+0=A, A-0=0

7.A+1=1,A-1=A



S Booleovymi algebrami (a algebrami obecné) se blize seznamite v prednasce "Algebra", zatim
nam bude stacit, Ze se jednd o mnozinu, ke které jsou prifazeny algebraické operace a mnozina je
vidi nim uzaviené. Pokud budeme uvazovat mnozinu vSech elementarnich jevu €2, ke které prifadime
operace U, N, C, tj. sjednoceni, prinik a doplnék, potom jsou zFejmé vSechny predpoklady definice
splnény a (£2,U,N,C) je booleovska algebra. V souladu s touto skute¢nosti budeme nékdy prinik
znadit -, pfipadné ho budeme zapisovat A N B = AB. Nahrazeni znaku sjednoceni sou¢tem si vsak
dovolit nemtizeme, protoze operaci + jsme si jiz vyhradili pro sjednoceni neslucitelnych jevii.

Vyvstava vsak otazka, zda neni mozné zvolit néjaky systém podmnozin €2 a tvahy provadét na
ném. Odpovéd zni ano, takovy systém je moZno volit a tento systém nazyvame o-algebrou.

Definice 1.5 (mnozinova algebra). Bud Q libovolnd neprizdnd mnoZina a bud A C 2. Potom
Tikame, Ze A je mnoZinovd algebra, pokud

1. 0e A
2. AeA=A€c A
3. AABeA=AUuBecA

Definice 1.6 (c-algebra). Bud Q libovolnd neprazdnd mnoZina a bud A C Q systém podmnozin
(A C 22). Potom Fikime, Ze A je o-algebra, pokud

1. 0e A
2. (Ac A) = (A c A)
3. (Ap)pz; € A) = (Ul Ak € A)

Kazd4 o-algebra je tedy uzaviena vii¢i doplnkim a spocetnym sjednocenim a obsahuje prazdnou
mnozinu. Pfimo z definice vyplyvaji nésledujici vlastnosti:

Véta 1.7. Bud A o-algebra jevii. Potom plati:
1. Qe A
2. (A1,...,An e A) = (Up_, Ar € A)
8. (Ak)pzq € A) = (Mil Ak € A)
b (Ary o Ay € A) = (g A € A)
Diikaz.
L. WeA)=W=0cA

2. Budte Ay,..., A, € A, dodefinujme A, 41, Apt2,... = 0. Potom ale plati (Ax)r, € A, a
muzeme tedy pouzit uzavienost o-algebry A vici nekoneénému sjednoceni. Potom tedy



3. Bud (Ax)je; € A. Podle de Morganovych zakoni pro spocetny systém mnozin plati

a potom
o oo (C
(AkeA):><A§eA>:><UA‘,SeA>:> (UA}S) €A
k=1 k=1

a dle de Morganova zakona tedy

(A1) (G) <

4. Tento bod dokéZeme stejné jako bod 2, sta¢i pouze misto prazdné mnoziny uvazovat €2, o které
vime, Ze je stejné jako prazdna mnozina prvkem A. Postup je zcela totoZny.

O

Definice 1.8 (Pravdépodobnost). Bud Q neprizdnd mnozina a A C 2 necht je o-algebra. Potom
pravdépodobnost P je libovolnd funkce P : A — R, kterd splriuje ndsledujici podminky:

1. (VA€ A)(P(A) >0) (nezipornost)
2. P(Q) =1 (normovanost)
3. Bud (Ag)ze, € A systém navzdjem neslucitelngch jevi, potom necht

p (i Ak> = iP(Ak) (tzv. o-aditivita)
k=1

k=1

(Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor.

Poznamka 1.9. Po definici o-algebry se mohlo zddt, Ze nejlepsi bude prosté vzit A = 2, tj.
potencni mnoZinu. To vskutku jde, pokud je § spocetnd. Pokud je vSak mnoZina €2 nespocetnd, je
sice 2 o-algebra, nicméné neumime definovat funkci P tak, aby vyhovovala aziomim. Jak je potom
A wvolena, je bliZe rozebirdno v kapitole 1.4.

Véta 1.10. Bud A o-algebra, A, B,C € A, potom plati:
1. P(0) =
2. P(X0 Ay =0 P(Ar)  (Ai,..., A, disjunktnd jevy)
3. PLAUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)
4. PLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—P(ANC) —P(BNC)+P(ANBNC)

5. P (Uk Ak> < Zk 1 P(Ag) (Booleova nerovnost)
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6. (AC B) = (P(A) < P(B)) (monotonie pravdépodobnosti)
7. (VA€ A)(P(A) <1)
8. (VA€ A) (P(A) =1-P(A"))

Diikaz. 1. Bud (Vk € N)(Ay, = (). Potom

k=1 k=1
2. Necht A,11 = Apio = ... = 0. Vyuzijeme aditivity P:
2.4 :ZAHZAk—ZAk
=1 n+1

(B rlEe) B )

P (ZAk> :ZP(Ak ZP Ay) +ZP Ap) = P(4)
k=1 k=1

n+1 k=1
——
0

cili . i
> P(Ap) =P (Z Ak>
k=1 k=1
3. Vyuzijeme vztahit AUB = A+ BN A%, B= (BN A)+ (Bn A®):
P(AUB) =P(A) +P(A° N B)

P(B)=P(BNA)+P(A°NB)=P(B)-P(BNA)=PA*NB)

a tedy
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

4. Staci dvakrat aplikovat predchozi postup. Detailni provedeni nechavame na ¢tenafi...

5. Diikaz provedeme matematickou indukeci:

n=2
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) < P(A) + P(B)
n—n+1
n+1 n n
P (U Ak> =P <U kuAn+1> =P <U Ak> +P (Ans1) (U mAn+1> <
= k=1 k=1 k=1
ind n+l
< ZP (Ap) + P(Anp1) = > P(A)
k=1 k=1



6. Necht A C B. Potom
B = (AN B) + (A®N B) piechazi v B = A+ (A°N B)
cili
P(B) = P(A) + P(Bn A®)

—_——
>0

a tedy P(A) < P(B)

7. Vyplyva primitivné z monotonie pravdépodobnosti. Necht existuje A C € takova, ze P(A) > 1.
Potom ale dle pfedchoziho tvrzeni A C Q = P(A) < P(Q2) = 1, coZ je spor.

8. Tvrzeni vyplyvé z rovnosti A + A = Q. Potom totiz
P(Q) =1=P(4) + P(A%) = 1 - P(4°) = P(4)
O

Véta 1.11 (Véta o spojitosti pravdépodobnosti). Bud (Ag)req € A systém podmnozin o-algebry A
a necht plati alespori jedna z ndsledujicich podminek:

1. Ay /A, by systém roste ve smyslu inkluze (Ap C Apq1, U A = A).
2. A \( A, tj. systém klesd ve smyslu inkluze (Apy1 C Ap, N2 A =A).

Potom plati
P(Ax) = P(4)

Driikaz.
1. (a) Necht nejdrive Ax \ A = (). Definujme systém By, takto:
By = Ay — Agy1

Potom By, jsou disjunktni (neslucitelné jevy), a mizeme tedy psat

Ay=|JBe=) By

k>n k>n

> P(By) =P (Z Bk> =P(4;) € [0,1]
k=1 k=1

(konverguje = Fada zbytku jde k 0)

P(4,) = Y P(B) "=F 0= P(0)
k>n

(b) Necht nyni A \ A # (). Tento pripad prevedeme na piedchozi, protoze plati:
A,=(A,—A)+A=P(A4,) =P(A, — A)+P(A)

Systém A,, — A klesa ve smyslu inkluze, a pfitom A, — A — ), ¢imZ jsme pievod na
predchozi pripad dokondili, a plati tedy

P(4, — A) =3 0=P(4,) =3 P(4)



2. Pripady Ar " A lze prevést na predchozi pripady. PouZijeme posloupnost A(IS. Pomoci de
Morganovych pravidel lze ukéazat, Ze klesa k AC. Tim jsou splnény predpoklady piedeslého
piipadu a tedy P(AY) —3 e P(A®). Celkem

P(Ay) = 1 — P(AS) 23 1 — P(AC) = P(4)

1.3 Podminéna pravdépodobnost

Definice 1.12 (Podminéna pravdépodobnost). Budte A, B jevy a necht P(B) > 0. Potom podmi-
nénou pravdépodobnost jevu A za predpokladu (jevu) B (tzv. apriorni informace) definujeme jako

P(AN B)

PAIB) = 55

(1)

Véta 1.13. P(:|B) je pravdépodobnost ve smyslu definice 1.8.

Dikaz. 1. P(ANB)
P(AIB) = =55 20
2.
P(QNB) P(B)
B ="pm) ~pm) ~!
3.
o P((S2i4)nB)  P(S2,(4;0B)
P\ - e T v
ZOO P(A; N B) P (A; ﬂB
B P(B) ; P(B

Véta 1.14 (Soucinové pravidlo). Budte Ag, A1,..., A, € A jevy takové, Ze P(Ag...Ap—1) > 0.
Potom

P(AgA1 Ay ... Ay) = P(Ag) - P(A1|Ag) - P(As| AgAy) - P(Ap|Ag -+ An_1) 2)

Diikaz. Nejdrive musime ovérit, zda jsou jednotlivé Cinitele v soucinu viubec definovany, tj. jestli
nahodou nékde nedélime nulou. To ale diky predpokladu P(ApA;...A,) > 0 a diky monotonii
pravdépodobnosti nastat nemiize. Nyni tedy stac¢i dokazat rovnost, coz provedeme indukci:

n=1

P(ApA1) = P(Ap) - P(A1]Ao)



n—n+1
P(AO T An+1) = P(AO T An) : P(An+1|AO T An)

pricemz dle predpokladu
P(ApA1Ay ... Ay) = P(Ap) - P(A1]Ap) - P(A2|AoA1) - -P(An|Ag -+ Ap—1)
a celé tvrzeni tedy plati.

O

Definice 1.15 (Uplny rozklad jevu). Systém (H, )Nf’lO nazyvdme uplnym rozkladem jistého jevu €2,
pokud

1. Hy jsou disjunktni (neslucitelné jevy)
2. ST P(Hy) =1
3. (Vk)(P(Hg) > 0)

Poznamka 1.16. Nemusi nutné byt Q = Y, Hy. MiZeme vynechat mnoZiny, jejichZ pravdépodob-
nost je nulovd.

Véta 1.17 (O aplnosti). Bud (H. )Nf’lo uplngm rozkladem jevu 2, A € A. Potom plati
= Z P(A|Hy) - P(Hny) (3)

Driikaz.
C

N,00 N,00
P(A) =P (Am ZHk> +P|A4An (ZHk>
k=1 k=1

Pritom ale plati
C Noo C

N,00

PlAn <ZHk> <P (ZHk> =0
k=1 k=1

takze

N,00 N,c0 N,00
P(A) =P (Aﬂ ZHk> =P (Z(H,mA)) =) P(HynA) =

k=1 k=1

Z HkﬂA ZPA|Hk )
1

Véta 1.18 (Véta Bayesova). Bud (Hy),., tplnym rozkladem jevu Q, A € A tak, Ze P(A) > 0.
Potom plati:
P(A|H;) - P(Hj)

Plsld) = P(A[Hy) - P(Hy)




Dikaz.
P(H;nA)  P(A[Hy) - P(Hj)

P(A) ST P(A|Hy) - P(Hy)

P(H,;|A) =

O

Priklad 1.19 (Polyatuv zasobnikovy model). UvaZujme zdisobnik, ve kterém mdme r cervenijch a
s bilych kulicek. Provedeme ndhodny tah, kulicku do zdsobniku vrdtime a priddme c kulicek stejné
barvy. Urcete pravdépodobnost jevu A, Ze v prunich tiech tazich vytdhneme cervené kulicky.

Definujme jevy A, Ao, As tak, Ze jev A; znamené tah Cervené kulicky v i-tém tahu. Hledame
tedy pravdépodobnost jevu A = A - Ay - Az. Podle soucinového pravidla tedy plati

P(A) = P(A1) - P(A2| A1) - P(A3]A1 - Ag)

Pritom triviadlné plati

r
P(A;) = "t s
r+c
P(dg|dy) = ————
r+2c
P(dsldr - Ag) = ————~
a celkem tedy
B r(r+c)(r+ 2c)
P(Al AQ A3) - (’I“ + s)(?“ + s+ C)(T + s+ 26)

Piiklad 1.20. Necht je vypsdno n zkousSkovijch termini, na které jsou dva zkouSejici X a Y. Je
zndmo Ze ny termind zkousi X a n —ny = no zkoust Y. Je také zndmo, Ze X md r1 dobrijch a
s1 Spatngch otdzek, zatimco Y md dobrych ro a s Spatnijch. Losujeme terminy (tj. zkousejici) a
ndsledné i otdzky. Jakd je pravdépodobnost, Ze dostaneme dobrou otdzku?

Jako jev A ozna¢me vytazeni dobré otézky. VyuZijeme vétu o tplnosti, pfi¢emz za tplny rozklad
jevu A zvolime systém {Hj, Ha}, kde Hj znadi jev vytaZeni zkouSejictho X a Hy znadi vytazeni
zkousejiciho Y. Potom ale trivialné

P(AlH;) = i :f Si

N

P(H;) = —

() ="

a dle véty o tplnosti tedy
2
rni r2n2
P(A) = P(A|H;) -P(H;) =
( ) ; ( ’ ) ( ) (T1+81)n (T2+82)n

Piiklad 1.21 (Politicka tloha). Mdme tii politické strany - ODS, CSSD a JM (Jihoceské Matky),
piicem?Z tyto tri strany si mista na utadé rozdélily tak, Ze ODS md ny zdstupci, CSSD md no
zastupcet a JM maji ng zdstupkyrn. Pritom vime, Ze v ODS je r1 dobrijch a by Spatnijch politikii,
v CSSD je dobrijch politikii ro a Spatnych by a v JM je dobrijch politicek r3 a Spatnych bs. Jakd
je pravdépodobnost, Ze pokud zvolime dobrého politika/politicku, bude z C’SSD/ODS/JM? (Odpoved
"mald"nent dostacugici.)



Uvazujme tplny rozklad jistého jevu takto: Hj byl zvolen z ODS, Hs byl zvolen z CSSD, Hj
byla zvolena z JM. Jev A € A je volba dobrého politika. Hledame tedy P(Hj|A), pfi¢emZ viechny
podminéné pravdépodobnosti P(A|H;) zname. Vyuzijeme tedy vétu Bayesovu a vyjde nam

P(H A) o P(A|H2) i P(HZ) - quzbz ’ nﬁ-zg—i—n;;
2 - 3 P(AIH.) - P(H - T1 M_{_ 72 @+ T3 . n3
Zk:l ( ’ k) ( k) r1+b1 n ro—+bo n r3—+bs

n

Definice 1.22 (Nezavislost jevi). Bud C libovolny systém jevii z A. Potom Fikdme Ze systém jevi
C je stochasticky nezdvisly (jevy v C jsou nezdvislé), pokud pro pro kazdé n € N a pro kazZdou n-tici
jevi z C plati

P(Ar- Ay An) = [] P(Ar) (5)
k=1

Véta 1.23. Budte A, B € A jevy, potom plati:

1. Pokud jsou jevy A, B nezdvislé, potom jsou nezdvislé i jevy A, BC.
Budte A, B takové, Ze P(B) = 0. Potom jsou jevy A, B nezdvislé.
Budte A, B takové, Ze P(B) = 1. Potom jsou jevy A, B nezdvislé.

Budte A, B neslucitelné. Potom jsou nezdvislé prave kdyz P(A) - P(B) = 0.

A

Bud P(B) > 0. Potom jsou A, B nezdvislé privé kdyz P(A|B) = P(A).

6. Budte A, B nezdvislé, a necht 1 > P(B) > 0. Potom P(A|B) = P(A|BC).
Diikaz.

1. P(A-B% =P(A) —P(A- B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(B®) kde jsme vyuzili vztahii
A= AB + AB® = P(A) - P(AB) = P(AB")

P(A-B) =P(A) - P(B)

[\

. Zfejmé, protoze
P(AB) <P(B)=0=P(AB)=0

3. Ziejmé, protoze mizeme pouzit (1) a (2) na jevy A, BC.
4. = Budte A, B neslucitelné a nezavislé, tj. P(AB) = P(A) - P(B) a P(A - B) = 0. Potom ale
zfejmé P(A) - P(B) = 0.

<« Necht jsou A, B neslucitelné a necht P(A)-P(B) = 0. Pfitom ale P(AB) = 0, takze rovnost
plati.

pam) = = P

P(A-B) = P(A|B) - P(B) = P(A) - P(B)

10



6. Staci vyuzit bodi (1) a (5) z této véty.

Poznamka 1.24.

1. Vlastnosti neslucitelnost a nezdvislost nejsou totozné. Zdaroveri ani jedna vlastnost neimplikuje
druhou.

2. Nezavislost nestaci definovat ,,po dvou,“ podminka ,pro vSechny n-tice“ v definici je velice
dulezitd. Tato vlastnost je demonstrovdana v ndsledujicim piikladé.

Definice 1.25 (Po dvou nezavislé jevy). Systém jevi C je po dvou nezdvisly systém jevi, pokud
VA, B € C plati P(AN B) = P(A)P(B).

Poznamka 1.26. Predchozi definice nent ekvivalentni s definici stochastické nezdvislosti.

Priklad 1.27. Méjme prostor elementdrnich jevi o ctyiech (stejné pravdépodobnijch) prucich, tj.
Q = {wi,w2,ws,ws}, atri jevy Ay = {wi,wa}, Ao = {w1, w3}, Az = {w1,wa}. Tyto jevy jsou po dvou
nezavislé, ale definici stochastické nezdvislosti nevyhovugi. Plati sice

P(A142) = P(A145) = P(ApAs) = |

P(A1P(4s) = P(A1)P(A5) = P(4)P(As) = |

Ale )
P(A1A2A3) = 1
1

P(A1)P(A42)P(A3) = 3

Piiklad 1.28 (Pro karbaniky). UvaZujme balicek 52 karet (ctyri barvy po trindcti kartdch). Oznacme
jako jev A wytaZent srdcové karty a jako jev B oznaéme vytaZeni damy. Potom

13 4 13 4 1
— " P(B)= — = P(4)-P(B) = - . = — —
(B) 52 = P(4)-P(B) 52 52 52

Pravdépodobnost tazZeni srdcové ddmy je

1

To znamend, Ze jevy A a B jsou mezdvislé. Pridejme do karet jednoho Zolika. Potom ale

P(A-B)= o
3 4
P(A)P(B) = o o # o

Poucent z tohoto prikladu tedy zni - nepiujcujte balicek blbeckovi, ktery vdm tam nastrkd dalsi karty.
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1.4 Nahodné veli¢iny a ivod do teorie miry

V nasledujicim textu necht Q # () oznacuje libovolnou mnoZinu. Nasledujici tivahy nejsou ¢isté
pravdépodobnostni“, ale zasahuji do mnoha oblasti matematiky.

Definice 1.29 (Minimalni o-algebra). Bud Z C 2% libovolny systém podmnoZin mnoZiny Q. Budte
Sa libovolné o-algebry takové, Ze Z C Sy. Minimdlng o-algebru nad systémem Z definujeme takto

o(2) =[S

Definice 1.30 (Borelovska o-algebra). Bud Q = R™ a systém Z, volme jako oteviené intervaly,
. Zn = {x¢_y(ak,by) | ar, by € R,ar < by}, Potom minimdlni o-algebru o(2,) nazgvame Bore-
lovskou o-algebrou a znacime B,,. Specidlné pro n = 1 znacime By = B. MnoZindm z Borelovské
o-algebry Tikdme borelovské mnoZiny.

Systém miuZeme volit mnoha riznymi zptisoby, pro nas v8ak bude hlavni, zda generuje Borelov-
skou o-algebru. Z jistého pohledu pro nas budou vSechny systémy generujici Borelovskou o-algebru
ekvivalentni.

Definice 1.31 (Méfitelny prostor, méfitelnd mnozina). Bud § libovolnd neprdzdnd mnoZina a A
necht je libovolnd o-algebra definovand na €. Potom uspotddanou dvojici (2, .A) nazgvdme méritel-
nygm prostorem. MnoZiny A € A nazgvame A-méfitelné. (Pokud je A borelovskd o-algebra, potom
rikame, Ze A je borelovsky méfitelnd.)

Definice 1.32 (Prostor s mirou'). Bud (9, A) mé¥itelnyj prostor a necht pn: A — RT je o-aditivni.
Potom p nazgvame mirou na prostoru (2, A) a usporddanou trogici (2, A, i) nazgvdme s prostorem
S Mirou [.

Poznamka 1.33. Pravdépodobnostni prostor (2, A, P) je tedy méFitelny prostor s mirou P.

Definice 1.34 (Méfitelna funkce). Bud (S0, A) méFitelny prostor a necht f : (2, A) — (R", By).
Rikame, Ze f je A-méFitelnd prdvé tehdy, kdyz

(VB € By) (f~1(B) € A) (6)

tj. pokud vzory borelovskich mnoZin jsou méritelné. Specidlné pokud je A borelovskd o-algebra, i-
kdme, Ze f je borelovsky méritelnd.

Definice 1.35 (Néhodné veliGina). UvaZujme méFitelng prostor s mirou (0, A, P). Rikdme, Ze
funkce X : Q@ — R je ndhodnd velic¢ina, pokud

(Vz € R) (X_1 ((—00,z]) ={we Q| X(w) <z} € A) (7)
Poznamka 1.36. Bud X : Q@ — R.

1. Je ziejmé, Ze pokud je funkce X (borelovsky) méfitelnd, je ndhodnou veli¢inou. V ndsledujicich
uvahdch se budeme zabyjvat i otdzkou, zda je borelovskd méfitelnost podminkou nutnou, tj. zda
je X ndhodnou velicinou, pravé kdyz je borelovsky méritelnd.

Mira neni Mirek!
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2. Budeme znadit

{we | X(w) <z} ={X <z}
Pwe Q| X (w) <z})=P(X <=x)
a obdobné pro dalsi nerovnosti.

Priklad 1.37. Hdzejme dvéma kostkami soucasné. Prostorem elementdrnich jevi §2 je tedy mno-
Zina vSech uspotdadangch dvogic Q = {(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)}. Jako o-algebru miZeme volit
2 = A. Tim jsme sestrojili méritelnyj prostor (Q,.A), na kterém miZeme definovat napriklad funkci
X(w)=X(i,5) =i+ j. Je funkce X ndhodnou veli¢inou?

Muzeme postupovat konstruktivné:
{X<1}=0e A

{X<2}={(1,1)}e A
{X <3}={(1,1),(1,2),(2,1)} e A

{X<12}=Q€ A

V podstaté od zacatku je vSak ziejmé, Ze z A nemiZeme ,,vypadnout, protoze jsme A zvolili jako
potenéni mnozinu. X je tedy ndhodnéa veli¢ina.

Priklad 1.38 (Indikator jevu A). Indikdtorem jevu A € Q nazgvame funkci 14 definovanou jako

1_1 weA
470 wed4

Indikdtor jevu A je ndhodnd velicina, protoZe

0 b<0
{14<b} =4 A© 0<b<1
A b>1

Definice 1.39 (Nahodna veli¢ina II). Bud (R2,.A) méritelny prostor a X : (Q,A) — (R™,B,).
Potom tikame, Ze X je ndhodnd velicina, prdave tehdy kdyZ je mévitelnd, tj.

(VB € B) (X '(B) € A)

(Pokud je A borelovskd o-algebra, potom je X ndhodnd veli¢ina prdvé tehdy, kdyZ je borelovsky
méritelnd. )

Nyni vyvstava jiz zminéna otazka: Jsou obé definice ekvivalentni? Neni napiiklad jedna z definic
restriktivnéjsi? Je zcela ziejmé, Ze pokud je X (borelovsky) méfitelna, potom je to ndhodné veli¢ina,
otézkou tedy zustava opac¢na implikace, tj. implikace

(Ve R)({X <z} € A)= (VB e B) (X ' (B) € 4) (8)

Na tuto otdzku nam odpovi nasledujici lemma a véta, kterd na néj bezprostredné navazuje.
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Lemma 1.40. Budte (Q,A), (R, B) méritelné prostory. Bud X : Q — R a necht § # 7 C 2% je
takovyj systém podmnozin, Ze (1) = B. Potom X ' (1) € A< X1 (B) € A, tj.

(X' (A) e A)(VAeT) & (X1 (B) € A) (VB € B) (9)
Driikaz.
< Mnoziny z 7 jsou (dle definice miniméalni o-algebry) i prvky o(7), takze pokud tvrzeni
(X1 (A) € A) (VA € B)
plati pro mnoziny A € B = o(7), nutné plati i pro mnoziny z 7.
7={BCcR|X ' (B)e A}
Potom ale nutné 7 C 7. Tvoii 7/ o-algebru?

1. Bud A € 7/, potom tedy AC € 7/, protoze
XH(A%) = (x 1 (4)°
—_———
cA

cA

2. Necht {Aj}?il € 7', potom U2 A; € 7', protoze

XU 4)) =u2, X1 (4)) e A
—_——
€A
3. Vlastnost () € 7/ vyplyva pfimo z vlastnosti (1) a (2), protoze 7" # ().
Vime tedy, Ze 7/ je o-algebra, ktera ma navic tu vlastnost ze 7 C 7. To ale znamena, Ze
(1) =NaSa C 7
pricez ale S, byly voleny pravé tak, aby
TCS8,
Podle predpokladi ale navic plati o(7) = B.
O

Poznamka 1.41. Co lemma vlastné Fikd - pokud vezmu systém mnozin 7, ktery generuje borelovskou
o-algebru B, potom je tento systém s touto o-algebrou v jistém smyslu ekvivalentni. Ekvivalence
spocivd prdvé v tom, Ze nemusim zkoumat meéritelnost vSech B € B, ale staci mi vzit tento systém
T a oveTit meritelnost ,pouze” pro mnoziny z tohoto systému. To je mnohdy podstatneé jednodussi.
Ndsledujici véta uvddi néekolik prikladd, jak lze takovy systém T wvolit.

Véta 1.42. Bud X : Q — R. Potom ndsledujici vjroky jsou ekvivalentni:
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1. X je ndhodnd veli¢ina (dle druhé definice)

2. (VbeR)({X <b} =X"1((—o0,b)) € A)

3. (WeR)({X <b}=X""((~00,b) € A)

4. (WeR)({X >b}=X"1([b,+)) € A)

5. (Wb e R) ({X > b} = X1((b,+00)) € A)

6. (Va,b e R) ({fa < X <b} = X1 ((a,b]) € A)

7. (Va,beR) ({a < X <b} = X' ((a,b)) € A)
(

8 (VU C R, U oteviend ) ({X e U} = X1 (U) € A)

Diikaz. Nejdiive si uvédomme, Ze v kazdém z bodu (2) az (8) tvrzeni vystupuje jisty systém mnozin
a o t&chto systémech vlastné tvrdime, Ze generuji borelovskou o-algebru, tj. ze o(7) = B. Systémy
sefadime a oznacime podle toho, ve kterém tvrzeni se vyskytuji, takze

72 = {(—00,b] | b € R}
T3 ={(—00,b) [bE R}
74 = {[b,+00) | b€ R}
75 = {(b,+00) | b€ R}

76 = {(a,b] | a,b € R}
7 ={(a,b) [ a,b € R}
s ={U | U C R, U oteviena}

Nyni si uvédomme, Ze piimo z definice 1.39 plyne ekvivalence (1) < (7), protoZe pravé systém 77
byl pouzit za zaklad definice Borelovské g-algebry B. Tohoto faktu budeme v dikazu Gasto vyuzivat.
Dokazme nejdiive implikaci (7) < (8), tj. s vyuZitim faktu uvedeného vyse chceme ukazat, ze

o(1g) =B =o0(m)

o(1s) C o(m7) Bud U C R libovolna oteviena. Potom ale nutné U = UZ 1T (a;,b;) (sjednoceni nejvyse
spoCetného po¢tu intervali), takze nutné U € o(77), a tedy také o(13) C o(77).

o(17) C o(1g) Tato inkluze je ale primitivni, protoZe z toho ze U € o(77) primitivné vyplyva, ze
U € o(rs)

Tim jsme tedy dokazali, Ze systém 77 ma vlastnost o(77) = B = o(73). Nyni dokazme ekvivalenci
(1) & (5). Stejné jako v predchozim piipadé chceme ukazat, ze o(75) = B. Vezméme si intervaly
typu (a,b+ n) kde n € N. Tyto intervaly jsou jisté z B, a tedy i jejich spocetné sjednoceni

(@, +00) = UpZy(a, b +n)

je také z B, a to diky vlastnostem B jako o-algebry. Takze o(15) C B. Bud nyni (a,b) € B, a
vyjadieme ho jako

(a,b) = Uy (a,by], kde b, b
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Potom tedy
(a,b) = U2 ((a,+00) N (by, —i—oo)(c) = (a,b) € o(75)
—_— — —

€T ETs

Nutné tedy musi platit B C o(75).
Dokazme nyni jesté ekvivalenci (1) < (2). Pajdeme na to fintou - dokazeme to pfes (5). Uvédo-
mme si totiz, ze

(vb € B) ((—00,b] = (b, +20)°)

a tudiz primitivné plati o(75) = o(72).
Ostatni ekvivalence se dokazuji az na drobné zmény stejné, jako bylo pravé naznaceno. O

Véta 1.43. Méjme (2, A) méritelny prostor. Necht X = (x1,x2,...,25) @ (2, 4) = (R",B,,) je
ndhodnd velicina a g : (R™, B,) — (R, B) borelovsky méritelnd. Pak g(X) je ndhodnd veli¢ina.

Diikaz. Necht B € B. Chceme ukazat, ze (¢(X))™! (B) € A.

(9oX)7H(B)=X"(g7'(B)) € A

Véta 1.44. Necht g : (R™, B,) — (R, By) spojitd, pak je g borelovsky méritelnd.

Diikaz. Chceme ukézat, ze g~ '(B) € B,,VB € Bj. Stadi se omezit na 7 = {B|B je otevien;
B C R}, o(7) = By. g je spojita, pak pro libovolnou B otevienou je g~!(B) oteviena a g1 (B) € B,,.
Tudiz je g borelovsky méfitelna. O

Véta 1.45. Budte X,Y ndhodné veli¢iny na méritelném prostoru (2, A). Potom plati
1. K- X je ndhodnd velicina (K je konstanta)
2. X +Y je ndhodnd velicina

X? je ndhodnd velicina

X .Y je ndhodnd velicina

X/Y je ndhodnd veli¢ina (pokud {w | Y (w) =0} =0)

max{X,Y} a min{X,Y} jsou ndhodné veliciny

NS & e

sup;en{Xi} a infen{X;} (kde X; jsou ndhodné velic¢iny) jsou ndhodné veliciny (ale pouze
spocetny typ infima a supremal)

8. X =lim, o X, je ndhodnd velicina

Diikaz. 'V souladu s vétou 1.42 nam staci dokazat, Ze jsou uvedené mnoziny borelovsky méritelné.
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1. Bud X néhodné veli¢ina, potom KX je ndhodna veli¢ina, pravé kdyz {KX < b} € A, tj.
pokud
K>0 {X<tled
K<0 {Xx>2}eA
K=0,>0 {0<b}=0Q
K=0b<0 {0>0}=0
Pritom ale prvni dvé tvrzeni plati diky pfedchozi vété a druha dveé tvrzeni vyplyvaji piimo z
vlastnosti o-algebry. Tim je celé toto tvrzeni dokazéano.

2. X +Y je nahodna veli¢ina, pokud A = {w | X (w)+Y (w) < b} € A pro kazdé b € R. Tvrdime,
ze

A=Ucq{X <r}n{Y <b—-1})

a celé tvrzeni dokdzeme pro takto definovanou mnozinu A. Plati ale uvedena rovnost? Zcela
jisté plati inkluze U,¢q (...) C A, ale co opac¢né inkluze? Necht tedy w € A, potom X +Y < b,
a tedy X < b—Y. Existuje tedy r € Q takové, ze

X<r<b-Y

atedy X <rayY <b—r, takze w € Uyeq (...). Nyni se jesté podivejme na to, zda A € A pro
kazdé b. To je vSak ziejmé z vlastnosti o-algebry (konkrétné uzavienosti vzhledem k nejvyse
spoetnym prinikim a sjednocenim), protoze

A=Ueg{X <rin{Y <b—1})
A A
c S

takZze tvrzen{ zfejmé plati.

3. Bud X néhodna veli¢ina. Potom X? je ndhodna veli¢ina, pravé kdy# pro kazdé b € R plati

{(X?2<b}ec A
Pritom ale
X2 _ @ c<0
TUAVESX S VG e20

Zrejmé viak ) € A (A je o-algebra) a také {—/c < X < \/c} € A, a to diky v&ts 1.40. (X je
nahodné veli¢ina).

4. Trivialné plati, ze
1
Xy =+ (X +Y)?— (X -Y)?
Diky predchozim tfem tvrzenim je tedy zfejmé XY nahodna veli¢ina.

5. Bud'te X,Y néhodné veliciny, {Y = 0} = ). Potom
X X X
— < =q¢—=X< — < =
{Y_b} {Y_b}m{Y<O}+{Y_b}ﬂ{Y>O}

={X -bY <0}n{Y <0} +{X —bY >0}n{Y < 0}
—_— - ) Y=
cA €A cA cA

17



6. Maximum je ndhodna veli¢ina, protoze
{max{X,Y} <b} ={X <bjU{Y <b}
—_— —
€A €A
Minimum je ndhodné veli¢ina, protoze
{min{X,Y} <b} ={X <b}n{Y < b}
—_— Y

cA cA

7. Dikaz pro infimum a supremum je pouze modifikaci inf a sup. Operace sjednoceni a prinik
totiz mohu provadét spocetné.

O

Piiklad 1.46 (Identifikdtor jevu). Bud A jev a 14 jeho identifikdtor. Potom 14 md ndsledujici
vlastnosti

1. (14)% =14

2. 1yue=1-1y

3. 1anp=14-1p

4. 1aup = max{14,15}

5. layp=14+1p

Definice 1.47 (Rozdéleni ndhodné veli¢iny). Necht X : (2, A) — (R, B) je ndhodnd veli¢ina na
prostoru (2, A, P). Pak pravdépodobnostni miru PX := P o X! nazjvime rozdélenim ndhodné
veli¢iny X, nebo taky mira indukovand X.

Poznamka 1.48. UkdzZeme korektnost predeslé definice:

PX:B —0,1]

PX(B)=(Po X 1)(B)=P(X'(B)) =P(X € B) tj. P{w|X(w) € B})

PX je pravdépodobnost:
PX >0
P¥R') =P(X~'(R") =P(Q) =1
By disjunktni: PX (332, B;) = P (X~ (S B)) = P (L7 X4(By)) =

= YU P(XTU(By) = X PX(B))

Definice 1.49 (Distribu¢ni funkce). Bud X ndhodnd veli¢ina. Potom funkci Fx : R — [0,1],
definovanou na R predpisem

Fx(z) =P(X < 2) = PY|,_((—co)ecr) (10)

nazyvdme distribucéni funkcti ndhodné veliciny X.

18



Priklad 1.50. Hdzejme dvéma kostkami. Potom Q = {(i,j) 14,] € 6} Miizeme tedy zvolit A = 2°2.
Uvazugme ndhodnou velicinu X ((i,7)) = i + j. Potom tedy P ((i,j)) = % pro viechna i,j € 6, a
tedy P : A — R. Definujme tedy P(A) = > ; yca P(i, 7). Dle predchozi definice tedy Fx(z) =
P ({X(i,5) < x}), takze

r <2 Fx(z) =P0) =0
z € [2,3) Fx(z) =P ({(1,1)}) = 55
x € [3’4) Fx(l‘) =P ({(L 1)? (172)7 (27 1)}) = 336
rell12)  Fx(x)=P(@\{6.6)}) =2
x> 12 Fx(z)=P(Q) =1

Véta 1.51. Bud X ndhodnd velicina a Fx jeji distribuéni funkce. Potom
1. Fx je neklesajici
2. limy 100 Fx(z) =1
3. im0 Fx(z) =0
4. Fx je spojitd zprava
Diikaz.

1. Budte 1 < x3. Chceme dokézat, ze potom Fx(z1) < Fx(z2). Plati
{L‘1§l‘2:>{X§331}C{X§:L‘2}

a diky monotonii pravdépodobnosti plati P ({X < z1}) < P ({X < x2}), odkud jiz tvrzeni
primitivné plyne.

2. Plati
lim Fx(z)= lim P(X <)

T—+400 T—+400

Nyni si musime uvédomit, Ze tato limita existuje (ze spojitosti pravdépodobnosti), takze dle
véty Heineovy miizeme vzit libovolnou posloupnost x,, takovou, Ze lim, .., x, = 400, a do-
staneme stejnou limitu. Vezméme napiiklad =, = n (kvili ndzornosti). Potom tedy plati

lim P(X <z)= lim P(X <n)

T—r+400 n—+o0o

Pokud si nyn{ oznaéime A, = {X < n}, potom zfejmé plati 4, ~* A =UIA,, a dle véty o
spojistosti pravdépodobnosti tedy plati

lim P(X <n)= lim P(Uy2,A,)

n—-+00 n—-+o00
Ale ziejmé A = (, takze P(A) = 1 a tvrzeni plati.
3. Princip dikazu je zcela stejny jako v predchozim piipadé. Staéi pouze zvolit jako vybranou

posloupnost z, = —n, A, ={X < -—n}aA=nN" 4
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4. Chceme vlastné dokéazat, ze lim,_,q+ Fx(z) = Fx(a). Plati
lim Fy(z) = |Heine| = Tim Fx (a4 —) = lim P (X <a+ —
Jim, Fx(r) = [Heine] = lim P (a+ 57 ) = lim P (X <at g

Mnoziny A, = {X <a+ 2%} zfejmé tvoii klesajici systém, pro ktery A, \ A = N2, 4, =
X1 (~o0,a], takze

n—00 n

a to je dle definice Fx(a). Tim je tvrzeni dokazéano.

1
limP<X§a—|—>:P(X§a)

Poznamka 1.52. 1. Distribucni funkce neni spojitd zleva, protoZe napiiklad pro systém

1

B = U?LOZIBH = (—oo,a) # (—oo,a]

tj. B, /B, plati

2. Pokud bychom distribucni funkci definovali jako Fx(x) = P(X < x), potom by byla spojitd
zleva. Platilo by totiZ

o0 1 : 1
P(X<Q)ZP< n:l{XSG—Zn}> _nlggoP<X§$_2n> =

. 1
=t F (0 5 = o

Tuto limitu budeme znacit Fx(a — 0).

Poznamka 1.53. Pro a < b plati

Definice 1.54 (Sdruzena distribu¢ni funkce). Bud X = (Xi,...,Xy) vektorovd ndhodnd veli¢ina
na prostoru (Q, A, P), PX =P o X~ rozdéleni ndhodné veliciny X. Potom definujeme sdruZenou
(vicerozmérnou) distribucni funkci veliciny X predpisem

Fx(x) = PX]Tn:{X?:l(_oo,mineR} pro Vx € R" (11)
Poznamka 1.55. Nékdy také piseme
Fx(x) = P (X C xiL (=00, z]) = P (ML) {Xi € (—o0,zi]}) = P (Mizy { X < z4})

Coz oznacime P (X1 < 1, X2 < x9,..., X, < x,) a nazveme sdruZenou pravdépodobnosti.
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Véta 1.56. Budlte X = (X1,...,X,) ndhodné veli¢iny a Fx necht je jejich sdruend distribucni
funkce. Potom

1. Fx je neklesajici v kaZdé proménné, tj.

(Vi € n) (z; < @) (Fx(z) < Fx(T))
2. Pro kazdé k € n plati

zkliglroo Fx (o) = Fxy . X0 1, Xep10Xn (T15 o+ Tk 1, Tl 1, - -+ 5 T

3. Pro kazdé k € n plati
lim Fx(z)=0
Tp—r—00
4. Fx je zprava spojitd v kaZdé promeénné.
5.
lim Fx(z)=1
xr1 — +00
Ty — +00

Drikaz. Diikaz staci provést pouze pro n = 2 a stejny princip lze pouzit i pro m > 2. Oznacme tedy
X1 =X a X9 =Y, potom tedy

1. Monotonie je ziejmé, protoze necht x < Z,y < . Potom
Fxy(z,y) =P{X <z}n{Y <y}
a protoze plati {X <z} C {X <z} a{Y <y} C{Y <y}, potom
PX <z} n{Y <y}) <PHX <z} n{Y <g}) = Fx v (Z,9)
2. 7 véty o spojitosti pravdépodobnosti vime, Ze limita existuje, a mizeme tedy pracovat s

libovolnou posloupnosti vybranou. Vyberme tedy x,, = n, potom dle véty o spojitosti pravdé-
podobnosti

lim Fxy(z,y)= ngglm Fxy(n,y) = nILH;oP ({X <npn{Y <y}) =

z—+o0
= P (U2, ({X < n} N {Y < y}) = P (U {X < n}) N {Y <y}) =
=P <y)=Fy(y)
3. Diikaz je prostou obménou pfedchoziho. Misto x,, = n sta¢i vzit z, = —n.

4.

T

. . 1
lim Fxy(z,y) = lim Fxy (a + o0 y) =
= { véta o spojitosti pravdépodobnosti } = Fx y(a,y)
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5. Pokud bychom to chtéli dokazovat pres postupné limity, tj. napfiklad pies

lim Fxy(z,y) = lim lim Fxy(z,y)
z:z T—00 Y—00

museli bychom dokéazat Ze limita viibec existuje, coz neni nejjednodussi. Lepsi bude jit na to
pres vztah
(Ve > 0) (3K) (Vo,y > K) ([F(2,y) — 1] <¢)

Poznamka 1.57. Zavddime oznacent

1.
lim Fxy(z,y) =Fxy(co,y) =Fy(y)

T—+00

Fx(00,...,00,7;,00,...,00) = Fx, (z;)

Poznamka 1.58. Necht F : R — R spliiuje vlastnosti (1) aZ (4), nebo (a) aZ (e). Potom existuje
takovd ndhodnd velicina X pravdépodobnostniho prostoru, Ze Fx = F.

Véta 1.59. Budte X,Y ndhodné veliciny. Potom plati

P (a1 <X< bl,ag <Y < bg) = FX7Y(b1,b2)—
—Fxy(b1,a2) — Fxy(a1,b2) + Fxy(a1,a2) (12)

Diikaz. Oznacme

A:{al <X§b1,Y§b2}
B:{CL2<Y§b2,X§b1}
Chceme zjistit P(AN B), a to je

P(A) + P(B) — P(A U B) = P(X <b,Y < bg) — FX7y(a1,b2) +

P(A)

+Fxy(bi,02) —Fxy(bi,a2) —Fxy(bi,b2) — Fxy(ai,a2) =

~~

P(B) P(AUB)

=Fxy(bi,b2) —Fxy(ai,b2) = Fxy(bi,a2) + Fxy(ai,a2)

O

Priklad 1.60 (Méfeni rovinného obrazce). Mérme rovinng obrazec a uvaZujme dvé ndhodné veliciny
- X jako $itku a'Y jako délku. Potom md smysl ptdt se na pravdépodobnost P (20 < X < 30,Y < 50).
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Definice 1.61 (Stochastickd nezévislost). Rikdme, Ze ndhodné veliciny X1, Xo, ..., Xp, ... jsou
stochasticky nezdvislé, praveé kdyz

(V(Bj)j-v:’io € B) ( jsou jevy {Xy € B1},...,{X, € Bn},... nezdivislé) (13)

tj. pokud pro kazZdou konecnou k-tici jevi plati
k
P (niu(x, € Bi,}) = [TP (%, € Bi,})
j=1

V predchozi definici jsou vyuzivany borelovské mnoziny, ale vyvstava otézka, zda neni mozné
vyuzit né&jaky jiny systém mnozin? Jak uvidime z néasledujici véty (a jejich dusledki), mozné to
je. Podobné jako v pfipadé alternativni definice ndhodné veli¢iny je mozné Borelovskou o-algebru
zaménit za libovolny systém generujici Borelovskou o-algebru B.

Véta 1.62 (Monotone class theorem). Budt C 29 takovy, Ze Q € T, uzaviens na konecné primiky.
Bud’ B nejmenst systém mnoZin obsahugici T, uzavieny na limitu zdola (tj. A; € B, Ay C ... C A, C
.= U2 A; € B) anarozdily (. ACBeB= B\A€B). Potomo(r)=D8

Ndznak dikazu. Bud 7 C B A B je uzaviena na rozdily a limitu zdola. Volime pevné B, pak definu-
jeme Cp = {A € BJAN B € B}

B € 7 = ukdZeme, ze Cp = B

B € B = ukazeme, 7ze Cg =B
= B je o-algebra = o(7) = B O
Poznamka 1.63. B z MCT nemusi bijt nutné Borelovské mnoziny.

Véta 1.64 (Dusledek MCT). Systém B z definice stochastické nezdvislosti lze ekvivalentné zaménit
za libovolny systém T C 2R takovy, Ze R € T a T je uzavieny vzhledem ke konecnym primikim a
o(1) = B. Za wvedengch predpokladi tedy plati:

(VBj € B jsou {X; € B;} nezdvislé) < (VAj € T jsou {X; € A;} nezdvislé)
Driikaz.

= Necht jsou pro vSechny borelovské mnoziny B; jevy {X; € B;} nezavislé. Protoze ale podle
predpokladu plati 7 C B, potom tvrzeni evidentné plati i pro vSechny A; € 7.

< Necht nyni pro vSechny mnoziny A; € 7 jsou jevy {X; € A;} nezéavislé. Zvolme nyni B € B
libovolné pevné a definujme

C:{Bl eB | P(Xl GBl,XQGB):P(Xl EBl)P(XQGB)}
1. R € C, protoze R € 7T a pro viechna Aj;, Aj, € 7 plati

P ((mj S Aj) N (mk S Ak)) =P (.%’j S Aj)P (wk S Ak)
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2. By C By € C = By\ B; € C, protoze
P(X1 € By\ Bi,Xo € B) =P (X, € By, Xo € B) —
—P (X, €B,Xos€ B)=P (X, € B) (P (X1 € By) —P (X, € By))

3. Bj€(C, B /' B = B e C, protoze

P(Xi€B,Xo€B) =P (X € UX B, Xo € B) =
[e.e]
=P|X1€) (Bjs1-B)j), X, €B|*=
7=0
o0
=Y P(X1€(Bjy1-Bj), X2 € B) =
7=0

[e.o]
P(X; € B)Y P(Xi € (Bjs1—B))) =
7=0

:P(X1€B>P(XQGB)

Z predpokladi vime tedy, ze 7 C B, R € 7 a Ze T je uzavieny na kone¢né priniky (z predpo-
kladi). Systém C' je uzavieny na rozdily a limity zdola (a jedna se tedy o systém B z MCT,
resp. o(7) C C, protoZe nemame zaruceno Ze je to nejmensi systém s danymi vlastnosti. Ale
protoze my jsme tyto vlastnosti chtéli ovéfit pro systém B = o(7), je tato implikace (a tim i
cely dikaz) ukoncena.

O

Nemusime tedy slozité hledat o(7), resp. B a slozité ovéfovat nezavislost v tak obecném piipadé,
ale sta¢i nam zvolit si vhodny systém uzavieny na kone¢né pruniky, pro ktery Q € 7 a o(7) =
B a ovérit cely problém nezavislosti na ném. Dle véty 1.42 miZeme volit razné systémy. Pokud
zvolime napiiklad 7 = {(a, ] | a,b € R}, miZeme definici stochastické nezavislosti 1.61 pfedefinovat
nésledujicim zptisobem:

Definice 1.65. Budte X = (Xi,...,Xy) ndhodné veli¢iny. Potom Fikime, Ze Xi,...,X, jsou
stochasticky nezdvislé, prave kdyz pro ¥ (a;, b; € R) (Vi € n) plati, Ze {a; < X; < b;} jsou nezdvislé
Jevy.

Véta 1.66. Ndhodné veliciny X = (X1,...,X,) jsou stochasticky nezdvislé pravé tehdy, kdyz

= ﬁ Fx,(z;) Va; €R (14)

Diikaz.
>Bo=10
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= Necht jsou nadhodné veli¢iny stochasticky nezavislé. Zvolme si vhodné systém 7. Nejlepsi bude
T ={(—00,a] | @ € R}, protoze pies mnoziny (—oo,a] je definovana distribuéni funkce, totiz

Fx(a) =P({X <a}) =P ({w | X(w) € (—00,a]})

Zaroven ale o(7) = B, takze (VA; € 7) (A; = (—00, a;]) plati
[1Fx;(a;) = I[P {X; € (=00,a5]}) = P (M= {X; € (—o0,44]}) = Fx(a)
j=1 J=1

a to pro libovolnou volbu a; € R, j € n.

< Necht

n

[[Fx, @) =]]P ;<) =P (M}, {X; < a;}) =Fx(z) Va; €R
j=1

Jj=1

Plati to ale pro libovolnou k-tici? Necht to plati pro n, ukdZeme Ze to plati pro n — 1.

FXl,...7Xn_1(x17 N ,l‘n_l) = lim Fx(x) = lim H FXj <I'J) =

Ty —>400 Tp—>+00 -
7j=1
n—1 n—1
= [ Fx; (=) LAm Fx, (zn) = [1Fx, ()
j=1 j=1

TakZe to plati i pro libovolnou k-tici.
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