
1. Implicitńı zobrazeńı

Mějme soustavu nelineárńıch rovnic
Φ1(x1, . . . , xr, y1, . . . ym) = 0

...
Φm(x1, . . . , xr︸ ︷︷ ︸

x

, y1, . . . ym︸ ︷︷ ︸
y

) = 0
.

Očekávám, že za jistých podmı́nek z této soustavy dostanu
y1 = ϕ1(x1, . . . , xr)

...
ym = ϕm(x1, . . . , xr)

.

Definice 1.1. Bud’ Φ : Rr+m → Rm. Potom řešeńım rovnice Φj(x, y) = 0, j ∈ m̂, rozumı́me každé
zobrazeńı ϕ : Rr → Rm takové, že Φ(x, ϕ(x)) = 0 pro každé x ∈ Domϕ.

Poznámka. Ř́ıkáme, že ϕ je zadáno implicitně.

Věta 1.2 (o existenci a jednoznačnosti). Bud’ Φ : Rr+m → Rm, Φ ∈ Cq, q, r,m ∈ N a plat́ı:
(I) existuje (x0 y0) ∈ Dom Φ takové, že Φ(x0 y0) = 0,

(II)
∂(Φ1, . . . ,Φm)
∂(y1, . . . , ym) (x0 y0) 6= 0.

Potom existuje okoĺı Vx0 , že rovnićı Φ(x, y) = 0 je na V definováno právě jedno zobrazeńı ϕ : V ⊂
Rr → Rm takové, že plat́ı:

(1) ϕ(x0) = y0,
(2) ϕ ∈ Cq,
(3) Φ(x, ϕ(x)) = 0 na Vx0 .

D̊ukaz. Bude proveden v následuj́ıćı větě, která je obecněǰśı. �

Poznámka. (1)

∂(Φ1, . . . ,Φm)
∂(y1, . . . , ym)

∣∣∣∣
(x0,y0)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1

∂y1 . . . ∂Φ1

∂ym

...
...

∂Φm
∂y1 . . . ∂Φm

∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x0,y0)

(2) Stač́ı Φ ∈ C0, muśı být tř́ıdy C1 v̊uči y1, . . . , ym. Pak ϕ ∈ C0.
(3) Φ(x1, . . . , xn, y) stač́ı Φ ∈ C0 a monotonie v̊uči y.
(4) Bud’ n ∈ N, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n rostoućı r-tice, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm ≤ n rostoućı

m-tice. Zaved’me λ = (i1, . . . , ir), µ = (j1, . . . , jm), (λ, µ) je (r + m)-tice. Jestliže µ jsou
zrovna takové, že λ doplńı do n̂, pak označ́ıme µ = λ′. (λ, λ′) = (1, . . . , n).

Věta 1.3. Necht’ q, r,m ∈ N. Bud’ Φ zobrazeńı tř́ıdy Cq z Rr+m → Rm a plat́ı:
(1) existuje x0 ∈ Dom Φ takové, že Φ(x0) = 0,
(2) h(Φ′(x0)) = m.

Pak existuje okoĺı Hx0 ⊂ Rr+m, r-tice λ, okoĺı Vxλ0
⊂ Rr a zobrazeńı ϕ : Vxλ0

→ Rm tř́ıdy Cq tak, že
plat́ı {x ∈ Hx0 |Φ(x) = 0} = {x ∈ Hx0 |xλ ∈ Vxλ0

, xλ
′ = ϕ(xλ)}

D̊ukaz. Matice Φ′(x0) má tvar 
∂Φ1

∂x1 . . . ∂Φ1

∂xr+m

...
...

∂Φm
∂x1 . . . ∂Φm

∂xr+m


x=x0

1



2

Z hodnosti plyne existence λ′ = (j1, . . . , jm) taková, že∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1

∂xj1 . . . ∂Φ1

∂xjm
...

...
∂Φm
∂xj1 . . . ∂Φm

∂xjm

∣∣∣∣∣∣∣
x=x0

6= 0

a ze spojitosti ∀x ∈ Ux0 je J(Φ1,...,m
j1,...,jm

)(x) 6= 0.
Definujeme fλ(x) = xλ, fλ′(x) = Φ(x). f : Rr+m → Rr+m ∈ Cq.

Jf(x0) =

∣∣∣∣∣∣∣
Φ1
j1

. . . Φ1
jm

...
...

Φmj1
. . . Φmjm

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

(Plyne z rozvoje determinantu.) f splňuje předpoklady ??, tedy existuje Hx0 takové, že f |H je prosté,
f(H) je otevřené, g = f−1 ∈ Cq.

V = {xλ ∈ Rr|(xλ 0λ
′
) ∈ f(H)} = V◦

{x ∈ H|Φ(x) = 0} = {x ∈ H|f(x) = (xλ, 0λ
′
)} = {x ∈ H|x = g(xλ, 0λ

′
)} =

= {x ∈ H|xλ ∈ V, xλ
′

= ϕ(xλ)}
a ϕ(xλ) = gλ

′(xλ, 0λ′). �

Poznámka. Tvrzeńı věty zapsal Vrána i ve stručné podobě: ∃H, {x ∈ H|Φ(x) = 0} ∈ Cq a označil
ho za ”nejkrásněǰśı vyjádřeńı”. V tomto př́ıpadě je množina považována za zobrazeńı (přesněji to je
obraz zobrazeńı na H).

Poznámka. Φ(x) = Φp(xλ, xλ′), p ∈ m̂, xλ′ = ϕ(xλ), λ = (i1, . . . , ir), λ′ = (j1, . . . , jm).
Φp(xλ, ϕ(xλ)) = 0, xλ ∈ V.

Pro pevně zvolené ik, k ∈ r̂ a každé p ∈ m̂ plat́ı:
∂

∂xik
Φp(xλ, ϕλ

′
(xλ)) = 0

Φpik +
m∑
l=1

Φpjlϕ
l
ik

= 0,

což je soustava lineárńıch rovnic pro ϕlik Z Cramerova pravidla pak dostáváme

ϕlik = −
∂(Φ1,...,Φm)

∂(xj1 ,...,xjl−1 ,xik ,xjl+1 ,...,xjm )
∂(Φ1,...,Φm)
∂(xj1 ,...,xjm )

.

Zapsáno ”klasicky“:

∂yl

∂xk
= −

∂(Φ1,...,Φm)
∂(yj1 ,...,yjl−1 ,xik ,yjl+1 ,...,yjm )

∂(Φ1,...,Φm)
∂(yj1 ,...,yjm )

Pokud už mám (x, y), pro které Φ(x, y) = 0, můžu určit hodnotu derivace v tom bodě.
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