1. NEOMEZENE OPERATORY

Obecné Dom A # H, obvykle pozadujeme Dom A = H.
(1) A=B <= Dom A =Dom B A Az = Bz VYx € Dom A4,
(2) C = AB: Dom C = {z € Dom B|Bz € Dom A}, Cx = ABx Vx € Dom C,
(3) C =A+ B: DomC = Dom AN Dom B.

Definice 1. Necht Dom A = H. Potom z € Dom A*, pravé kdyz existuje u € H tak, Ze pro
kazdé y € Dom A je (x, Ay) = (u,y). Jestlize u € H existuje, pak je uréeno jednoznaéné: Kdyby
existovalo u' € H tak, ze pro kazdé y € Dom A (z, Ay) = (v, y), pak pro kazdé y € Dom A je
(u—1u',y) =0au—u € Dom A+ = (Dom A)+ = {0}. Pokladame A*z = u.
Tvrzeni 2. Plati:

(i) (VNA)* = XA* (A #0);

(ii) (A+B)* D A*+B*, pokud je levd strana definovand (Dom(A + B) = Dom A N Dom B = H);
(i1i) (AB)* D B*A*, pokud je levd strana definovand (Dom AB = H);

(iv) AC B = B* C A*.

Diikaz. (1) Bud = € Dom A* = Dom(AA*) (plati pro A # 0). Pro y € Dom(A\A) plati
(z, ANA)y) = (2, M\(Ay)) = Az, Ay) = A(A*z,y) = (A\A*2,y),

z ¢ehoz plyne x € Dom(AA)*, diky jednoznaénosti AA*z = (AA)*x a AA* C (AA)*.
Naopak bud z € Dom(\A)*, pak

(Az, Ay) = (2, \y) = ((AA)"z,y).
Proto x € Dom(AA*) a (AA)* C AA*. Celkem (AA)* = AA*.
(2) Bud z € Dom(A* + B*), tedy € Dom A* N Dom B*, y € Dom(A4 + B). Pak
(z,(A+ B)y) = (z, Ay) + (2, By) = (A", y) + (B*z,y) = (A" + B")z,y).

(3) Bud =z € Dom(B*A*) <= z € Dom B* A A*x € Dom B*. Pro kazdé y € Dom(AB), tj.
y € Dom B, By € Dom A plati

(z,(AB)y) = (x, A(By)) = (A2, By) = (B"(A"z),y) = (B"A"z,y).
Proto « € Dom(AB)*, (AB)*x = (B*A*)x a B*A* C (AB)*.
(4) Bud = € Dom B*. Pro y € Dom(A) C Dom(B) plati
(z, Ay) = (z, By) = (B"z,y)
ax € Dom A*, A*x = B*x = B* C A*. O
Véta 3. Necht Dom A = H, A~! erxistuje (Ker A = 0) a DomA~! = H (Dom A~! = Ran A).
Potom (A*)~! existuje a plati (A*)~1 = (A~1)*.

Diikaz. (1) Bud z € Ker A*. Potom pro kazdé y € Dom A je (z, Ay) = (0,y) = 0. Protoze
Ay C Ran A = Dom A~} ktery je husty, je x = 0, tj. Ker A* = {0} a tedy (A*)~! existuje.
(2) Bud y € Dom(A~!) = Ran A, y = Au, u € Dom A, (z, A~ly) = (x,u).
Pro kazdé u € Dom A, z € Dom(A*)~! je

(x, A7 Au) = (z,u) = (A*(A*) o, u) = ((A%) " tx, Au).
Pro y € Dom(A™1), x € Dom(A4*)71 je (z, A7'y) = ((A*)"1z,y), tudiz x € Dom(A~1)* a
(A= 1)y*x = (A*) L.
(3) Bud y € Dom(A~1)*, x € Dom A~!. Potom
(A7), Ad™ 2) = (A7) "y, 2) = (y, A" ).
Pro y € Dom(A™Y)*, 2 € Dom A je ((A7!)*y, Az) = (y,2). Proto (A~1)*y € Dom A%,
A*(A7Y*y =y € Ran A* = Dom(A4*)~ !, (A*) "ty = (A~ Y)*y a (A71)* C (A4*)7L. Celkem
(A7) = (A4*)~L. O
Pozndamka. (1) A=A = Ker A = Ker A.
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(2) Je-li Dom A = H, potom Ran(A — M)+ = Ker(A* — AI).
Diikaz. © € Ran(A — A\)* < (z,(A—A)y) =0Vy € DomA <= z € Ker(A* —
). O

(3) Jestlize Dom A = H, B € B(H), pak (A + B)* = A* + B* a Dom(A + B) = Dom(A).
Specielné (A — M\ )* = A* — A1

(4) Je-li A € B(H), pak A* = A. Jelli A neomezeny, potom A** existuje, pravé kdyz

Dom A* = H; potom A** = A.

(5) T(A) = I'(4), T(A) C H & H. Definujeme ([z,y],[2",y']) = (z,2') + (v, 9), [z, 9]l =
VIl + lyll*. Oznacme U : H @O H — HSH : [x,y] — [y, —a]. Ziejms U2 = —I,
U*=U"'=-U.

(6) Bud M C H @ H. Pak U(M)*+ = U(M™Y):

[z,y] € UM)* = Vu,v] € UT) : ([z,y], [u,v]) =0
<~ VY[u,v] €T : ([z,y],[v,—u]) =0
= (z,v) = (y,u) =0,

[z,y] e UM?') <= [~y,z] €T+
— V[u,v] € M([~y, ], [u,v]) =0
— —(y,u) + (z,v) = 0.

Lemma 4. Necht Dom A = H. Potom I'(A*) = U(T(A))*.

Diikaz.
[z,y] e T'(A") <= VYu € DomA: (z,Au) = (y,u)
= Vlu, Au] € D(4) : (. ], [Au, —u]) = 0
——
Ulu,Au]

— Vu,v] € T(A) : ([o, 9], Ufu,v]) = 0

— [z,9] € UM(A)*. O
Disledek. A* je uzavieny, nebot T'(A*) = T'(A*).
Véta 5. Necht Dom A = H. Potom A*™ = (A*)* existuje, prdvé kdyZ A je uzaviratelny a navic
A = A.
Diikaz. A** existuje <= Dom A* = H <= Dom(4*)* = {0}. Dale

[z,0] € T(A")t = V[u,v] € T(A"): 0 = ([, 0], [u,v]) = (z,u)
= 2 € Dom(A*)*

z € Dom(A*)t <= [2,0] € [(A")} = U(D(A))*" = UT(A)) = UT(A))

Z toho plyne
JA™ <= Dom A* = H <= Dom(A*)* = {0}
— {z c H|[0,2] €T(A)} = {0}
= T(A) je graf
<= A je uzaviratelny.

Konecéné

D(A™) = UI(AM))* = U(T(A")") = U(U(T(A))) = U(I(A)) = T(A) = T(A).



Pfitom jsme vyuzili toho, ze I'(A) je podprostor, takze (—1)['(4) = T'(A). O

Definice 6. Necht A je husté definovany. Potom
(1) A je symetricky, pravé kdyz (ekvivalentni formulace)
(a) (v2,y € Dom A)((Az,y) = (z, Ay)),
(b) (Vx € Dom A)(z € Dom A*, A*x = Ax),
(c) AcC A~
(2) A je samosdruzeny, pravé kdyz A* = A.
(3) A je normalni, pravé kdyz A*A = AA* (v&etné defini¢nich obort).

Véta 7. (1) Symetricky operdtor je uzaviratelny.
(2) Uzdvér symetrického operdtoru je symetricky.
(8) Je-li A symetricky a Dom A = H, potom A je omezeny.
Diikaz. (1) A cC A*, A* je uzavieny.
(2) AcC A* = A C A* = (A)*. Obecné pro kazdy B : Dom B = H, uzaviratelny, plati
B* = (B)*.
I(B*) = U(I(B))*" = (UT(B)))" = (UI(B)))" =U((B))" =T((B)").
Druha rovnost zleva plyne ze spojitosti skalarniho sou¢inu, t¥eti z unitarity U a ¢tvrta

z uzaviratelnosti B. o
(3) A C A existuje, Dom A = H, takze A = A a A je omezeny. O
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