1 ReSeni specialnich typt rovnic

1.1 Geometricka interpretace rovnice i’ = f(x,y)

PozNAMKA 1.1. Méjme diferencidlni rovnici ve tvaru

y' = f(z,y), (1.1)

kde funkce f je definovana na néjaké oblasti Dom(f) C R2. O takové rovnici ifkdme, 7e je
v normdlnim tvaru.

Rovnici lze geometricky chépat tak, ze kazdému bodu (z) € Dom(f) je pfitazena hodnota
f(z,y), kterd je smérnici jisté piimky prochézejici timto bodem. Je-li funkce y = y(z) Feseni
rovnice (1.1), ptislusnd integralni kiivka mé tu vlastnost, ze jeji tetna v bodé (y(”; )) je totozna
s piimkou, jejiz smérnice je f(z,y(x)) a kterd timto bodem prochézi.

Definice 1.2. Mgjme diferencialni rovnici ve tvaru (1.1). Nechf I' = Dom(f) C R2. Pak

mnozina {(f(;,y)) | (z) € T'} se nazyva smérové pole.

PozNAMKA 1.3. Dle piedchozi definice mtzeme zndroznit smérové pole tak, Ze do kazdého
bodu (”y”) € I' umistime vektor ( f(:i y)). V zajmu piehlednosti v§ak smérové pole reprezentu-

jeme jinym zpusobem. Do kazdého bodu (Z) € I' umistime kratkou tsecku se stfedem v bodé

(gy”), jejiz smérnice je rovna hodnoté f(z,y). Na délku tsecky pak klademe jen ten pozadavek,
aby takto vznikly obrazek byl piehledny.

Definice 1.4. Mgjme diferencidln{ rovnici ve tvaru (1.1), I' = Dom(f) C R2. Necht déle
plati (3C € R) (El(gg) € I')(f(zo,y0) = C). Pak mnozina {(z) el | f(z,y) = C} se nazyvé

izoklinicka krivka.

PRIKLAD 1.5. Zakreslime smérové pole a izoklinické kfivky nésledujicich rovnic (smérové pole
zakreslime pro prehlednost ve stylu pozndmky 1.3):

a) ¥ =y/z, kde I' = R? \ {x = 0}. Smérové pole je v tomto piipadé podle definice mnozina
{(y}x) | (z) € F}. Izoklinické kiivky jsou dany rovnici y = Cz, C € R. Protoze = # 0
muzeme sl ty kiivky pfedstavit jako polopfimky za¢inajici v poc¢atku. Samotny pocatek,
vSak na téchto kfivkach nelezi. Smérové pole a nékolik izoklinickych kiivek je zachyceno

na obr. 1.1A.

b) 3/ = 22 + 2, kde I' = R?. Zde smérové pole je mnozina {(rg}rzﬂ) ] (;) € I'} a izoklinické
kiivky jsou kruznice se stfedem v pocatku dané rovnici 22 4+ y? = C, kde C € R. Snadno
se presvédcime, ze obrazek smérového pole podle definice 1.2 by byl v tomto pripadé velmi
nepfehledny. Smérové pole a vybrané izoklinické kiivky k této rovnici jsou znédzornény na
obr. 1.1B.

c¢) y = x, kde I' = R2. Smérové pole u této rovnice je mnozina {(313) | (;) c F}. Izoklinické
kiivky jsou vertikdly s rovnici x = C, kde C' € R. Situace je zachycena na obr. 1.1C.
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1 Reseni specialnich typi rovnic

POZNAMKA 1.6. Mdme-li diferencidln{ rovnici ve tvaru (1.1) a chceme-li zakreslit jeji smérové
pole, muzeme v zdsadé postupovat dvéma zpusoby. Prvni zpusob lze shrnout do néasledujiciho
schématu:

1. Vybereme body (;), v nichz chceme spocitat sklony.
2. Pro kazdy z vybranych bodu spo¢teme piislusny sklon C' podle vztahu C' = f(z,y).
3. Do vybranych bodu zakreslime usecky s patfiénym sklonem.

S timto piistupem se zpravidla setkdme, pokud k vykresleni smérového pole pouzivame
pocitac. Muzeme si vSimnout, ze v predchozim ptikladé byla pouzita pravé tato metoda.

V piipadé, ze potiebujeme vykreslit smérové pole efektivnéji (napf. pokud jej potiebujeme
vykreslit ruéné), volime radéji druhy zpusob. Ten spocivéa v tom, Ze

1. Zvolime si sklon C.
2. Najdeme piislusné izoklinické kfivky, tj. vyfesime rovnici f(z,y) = C.
3. Podél nalezené kiivky zakreslime usecky s piislusnym sklonem.

4. Postup zopakujeme pro dalsi hodnotu C, dokud nejsme s vysledkem spokojeni.

1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice 1.7. Necht P = P(x), Q = Q(y) jsou spojité funkce. Pak rovnice 1. fadu ve tvaru

P(z) +Q(y)y' =0 (1.2)
se nazyva rovnice se separovanymi proménnymi.

PozNAMKA 1.8 (Formalni postup). Mé&jme rovnici (1.2), kterou zapiSeme ve tvaru

P()+ Q) =0,

Tuto rovnici bychom chtéli upravit tak, ze ji vynasobime vyrazem dz. Vznikla by nésledujici
rovnice

P(z)dz + Q(y)dy = 0.
Problém této upravy ovsem je, ze neni platna. Vyraz % totiz neni zlomek, nybrz nedélitelny
symbol. Nicméné, pokud by bylo mozné dpravu provést, dostali bychom se k vySe uvedené
rovnici. Levou stranu této rovnice bychom mohli chapat jako diferencidl dG néjaké funkce
G = G(z,y). Pritom by zfejmé muselo platit

G (z,y)

Pa) =20 Q)

Integraci rovnosti dG = 0 dostdvame G(z,y) = konst., tedy

_ 0G(z,y)
==

Glz,y) = / P(z)da + / Q(y)dy = konst.,

coz lze chapat jako zapis implicitné zadané funkce y = y(x), kterd by pii splnéni urcitych
podminek byla Fesenim rovnice (1.2). Jak to tedy s feSenim rovnice (1.2) je, ndm prozradi
nasledujici dvé véty.



1 Reseni specialnich typi rovnic

Véta 1.9. Necht P = P(x) je spojitd na I = (a,b) a Q = Q(y) je spojitd na J = (c,d). Pak
plati

(1) Yy = y(z), kde y je Tesend (1.2) na I; C I, splnuge funkce y na Iy také rovnost

/P d:c—i—/Q (1.3)

(11) (EIC € ]R) (EIIQ C I) (Vy I —» R, y’em.) plati [ P(z)dz + [Q(y)dy = C = y na I
splriuge rovnici (1.2).

pro néjaké C' € R.

Dukaz.

(I) Médme tedy funkci u, kterd fesi na Iy C [ rovnici (1.2). Tzn. u je na I; spojitd a
diferencovatelna a plati

(V:c € 11) (P(m) +Q(u(@)u (z) = o).

Integraci tohoto vztahu dostaneme

/ dx—l—/Q x)der =C pro kazdé z € I,

kde C je integraém’ konstanta. Podle véty o integraci substituci plati [ Q (u(z))u'(z)dz =
[ J Qy } . Tzn. ptedchozi rovnost lze psat ve tvaru

/P(:B)dx + {/Q(y)dy} =C pro kazdé z € I,
y=u(x)
coz jsme chtéli dokazat.

(IT) Mame néjakou funkci y(z), kterd je na Iy C I diferencovatelna a spliuje zde pro néjaké

C € R rovnici
[ P +| [ awa) -
S(y)

Tato rovnost plati pro kazdé x € I a s danym oznacenim ji lze zapsat ve tvaru H(x) +
S (y(:ﬁ)) = C pro vSechna z € I5. Funkce H a S jsou ztejmé diferencovatelné (jsou
to primitivni funkce k P a @), a proto muzeme uvedenou rovnost derivovat. Tim
dostaneme

H'(z) + 5 (y(z)) y'(z) =0 pro kazdé z € Io.
S~ N——
P(z) Qy(x))

Dostali jsme se tedy k rovnosti P(z) + Q(y(x))y'(z) = 0 pro kazdé = € I, tj. funkce y

fesi na I rovnici (1.2), coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 1.10. Necht P je spojitd na I = (a,b), Q je spojitd na J = (c,d) a Q(y) # 0 na J. Pak
V(Zg) € I x J existuje pravé jedno teseni (1.2) tak, Ze y(zo) = yo.
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T

Dikaz. Oznacme H(z) = [ P(x)dz a S(y) = ny(y)dy.

(D)

(IT)

Zo Yo

Ukazme nejdiive existenci feSeni. Z definice funkei H a S je ziejmé, ze H(xgp) = 0
a S(yo) = 0. Uvazme obecny implicitni vztah (1.3) z predchozi véty, ktery lze pii
zavedeném oznaceni psat ve tvaru

H(z)+ S(y)=C, kde C eR.

Zkoumame, zda ndm tento vztah za danych predpokladu implicitné definuje néjakou
funkci y = y(x). Na funkci y pfitom klademe ten pozadavek, aby y(xg) = yo. Z toho
ovSem plyne, Ze pozadujeme

H(xo) + S(yo) = C,

—— ——~

=0 =0

coz lze splnit jen pro C' = 0. Mame tedy implicitni vztah H(z)+ S(y) = 0, funkce H a
S jsou diferencovatelné na svych definiénich oborech a navic plati S’'(y) = Q(y) # 0 na
J. Tim jsme splnili pfedpoklady véty o implicitni funkci [?, Véta 13.5], a tedy existuje
funkce y = y(z) takovd, ze spliuje rovnici H(z) + S(y(z)) = 0. To ale podle predchozi
véty znamend, ze spliuje i rovnici (1.2), coz jsme chtéli dokazat.

Dokazme jednoznacénost ve smyslu pozndmky ??. Necht y; a y2 jsou feSeni (1.2) na Iy
a I a necht zg € I; N I>. Plati tedy

P(x)—l—Q(yl(x))y&(x) = 0 z e,
P(z) + Q(y2(z))yp(z) = 0 x € Is.

Odectenim obou rovnic dostaneme

Q(y1(2))y1(2) = Q(y2(2))ya(z) € hND,
coz lze déle upravit na

@)@ = (@)
%{S(yl(fﬂ))} = %{S(m(ﬂ?))]

Integraci posledni rovnosti se dostaneme ke vztahu
S(yi(z)) = S(y2(z)) +d, deR, zelNbh.

Protoze obé teseni y1, yo obsahuji bod (Zg), dostavame specialné pro x = xg rovnost

=Yo =Yo

z niz plyne, ze d = 0. Plati tedy S(yi(z)) = S(y2(x)) pro Vz € I; N I a zdroveii
S'(y) = Q(y) # 0 na J. Funkce S je tedy na J monoténni (protoze je i spojitd, jak
je ziejmé z jeji definice). Tzn. y;(z) = ya2(x) pro Vo € I} N Iy, a Feseni je tedy déno
jednoznaéné. O
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PRIKLAD 1.11. ReSme rovnici

2uy’ — 423 = 0. (1.4)
Rovnice je typu (1.2), kde Q(y) = 2y a P(z) = —423 (kde P i Q jsou spojité na R) a jeji
feseni je tedy podle véty 1.9 implicitné dano rovnici

/P(x)dx + /Q(y)dy =C, kde C' € R.

Integraci této rovnice, tj. — [ 4x3dx + [ 2ydy = C, se dostaneme k rovnici
—1'4 + y2 = Ca

kterd ndm implicitné definuje funkci y = y(x).

Ziejmeé plati Q(y) # 0 < y # 0. Podle véty 1.10 prochézi kazdym bodem roviny R?, ktery
nelezi na pifmce y = 0, prdvé jedna integralni kiivka nasi diferencidlni rovnice. Zvlast je
tfeba diskutovat piipad, kdy Q(y) = 0, tj. kdyz nemdme z véty 1.10 zarucenu jednoznac¢nost.
Dosazenim do (1.4) se snadno pfesvédéime, ze body (g), kde x # 0, neprochazi zddné feseni
rovnice (1.4). Bodem (8) prochdzi dvé feseni, a to y(z) = £2? (viz déle).

Jak jiz bylo poznamenano, feSeni nasi diferencidlni rovnice jsou implicitné dédna rovnici
—zt +y? = C, kde C € R. Uvazme zvlast nasledujici pifpady podle hodnoty konstanty C':

e pro C =0: y(z) = +2% a D, = R,
e pro C' > 0: y(z) = £vV/C + 2% a D, = R,
e pro C' < 0: y(z) = £VC + 2 a Dy = (—o0, —/|C|) U (V|C|, +0).

1.3 Rovnice separovatelné

Definice 1.12. Necht P; = Pi(z), Q1 = Q1(x), P, = P3(y) a Q2 = Q2(y) jsou spojité funkce.
Pak rovnice tvaru

P1(z)Pa(y) + Q1(z)Q2(y)y’ =0 (1.5)

se nazyva separovatelna diferencialni rovnice 1. fadu.

PozNAMKA 1.13 (Formalni postup). Rovnici (1.5), kde Py, Q1 jsou spojité na intervalu
I = (a,b) a P2, Q2 jsou spojité na intervalu J = (¢, d), upravime pro Q1(x), P>»(y) # 0 do

tvaru
Pila)  Qolw)
Qi(z)  Pa(y)
Poznamenejme jesté, ze jsme provedli obecné neekvivalentni Upravu. Nemame totiz zaruceno,
ze funkce @1 a P» nenabyvaji na svych defini¢nich oborech (resp. na intervalech I a J)
nulovych hodnot. Timto problémem se budeme zabyvat pozdéji.
Rovnice (1.6) je separovand a muzeme pro jeji vyfeseni pouzit postup ze sekce 1.2. Hledand
funkce y = y(x) je implicitné definovand vztahem

Py (z) dz + Q2(y)

Q1(x) Py(y)

Pro jednoznac¢nost navic pozadujeme, aby Q2(y) # 0 (na intervalu J).

(1.6)

dy=C, kdeCeR.
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Dalsi feseni rovnice (1.5) se objevuji v dusledku provedeni neekvivalentni upravy. Pozadavkem
Py(y) # 0 jsme vyloucili vSechny takové funkce y, pro néz Py(y(z)) = 0 pro néjaké x € I.
Ozna¢me b; € J, kde j = 1,...,n,, kofeny rovnice P»(y) = 0. Snadno se lze pfesveédcit
dosazenim, ze funkce ve tvaru y(z) = bj, pro Vj € 7, jsou feSenim rovnice (1.5).

Déle je tfeba vysetiit piipad, kdy Q1(z) = 0. Ozna¢me a; € I, kde i = 1,...,n,, kofeny
rovnice Q1(z) = 0. Pifmky v = a;,i=1,...,ngay =b;,j = 1,...,n, rozdéluji interval I x J
na Céstecné oteviené intervaly, kde Qi(x), P2(y) # 0. Rovnice (1.5) a (1.6) jsou na téchto
casteénych intervalech ekvivalentni. Takto ziskand TeSeni je vSak tfeba ruéné prozkoumat
z hlediska defini¢niho oboru piimo na rovnici (1.5).

Resen{ diferencidlni rovnice (1.5) jsou tedy funkce y(z) = bj, j = 1,...,np, kde cisla b,
jsou koteny rovnice P,(y) = 0, a vSechna Feseni rovnice (1.6), u nichz je ale tfeba ru¢né ovérit
jejich definiéni obor.

PRIKLAD 1.14. Resme rovnici
y—ay = 0. (1.7)

Rovnice je ve tvaru (1.5), kde Pi(z) = 1, Qi(z) = z, Pa(y) = y a Q2(y) = —1 (v8echny
tyto funkce jsou spojité na R). Interval I x .J ve smyslu piedchozi poznamky je tedy celé R?.
Predpokladejme, ze zy # 0. Pak lze (1.7) upravit do tvaru

y = 0. (1.8)

SR
@ | =

Tato rovnice je jiz separovand a jeji feSeni pro zy # 0 je implicitné definované rovnici In |z| —
In|y| = C, kde C € R. Véta 1.10 ndm navic zarucuje jednoznacnost tohoto reseni. Snadnou
upravou ziskame feSeni ve tvaru

ly(z)| = D |z, kde D =e ¢ > 0.

V prvnim a tietim kvadrantu lze feSeni psat ve tvaru y(z) = Dz, zatimco ve druhém a ¢tvrtém
kvadrantu ve tvaru y(z) = —Dx. Tato FeSeni si geometricky piedstavime jako polopiimky
s poc¢atkem v bodé (8). Bod (8) vSak na t(:achto polopiimkach nelezi. Piimky y = 0a x =0
feSenim této rovnice pochopitelné nejsou. ReSeni lze ziejmé zapsat jednotné

y(z) = D, kde D #0,D, =R™UR™.

Soustied' me se nyn{ na fesen{ rovnice (1.7). Rovnice P(y) = 0 ma pravé jeden kofen y; = 0
a rovnice @1 (x) = 0 mé rovnéz jeden kofen x1 = 0. Podle predchozi poznamky je tedy funkce
y(z) = 0 feSenim rovnice (1.7), coz snadno ovéiime dosazenim. Podminka xy # 0 rozdéluje
R? na étyfi kvadranty, na nichz jsou rovnice (1.7) a (1.8) ekvivalentni. Proto zde maji tyto
rovnice stejnéd FeSeni. Je vsak tfeba ovérit jejich definiéni obor. Snadno zjistime, Ze funkce
y(z) = Dz, kde D # 0 fesi (1.7) na celém R. Proto lze vSechna feSeni zapsat v jednotném
tvaru

y(z) = Dz, Vx e R,D e R.

Lze si véimnout, Ze kazdym bodem R?, ktery nelezi na pifmce x = 0, prochdz{ pravé jedna
integralni kiivka. Bodem (8) jich prochézi nekoneéné mnoho. Ostatnimi body na piimce x = 0
neprochéazi zadna.
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1.4 Homogenni diferencidlni rovnice 1. ¥adu

Definice 1.15. Funkce F' = F(z1,...,2,) se nazyva homogenni stupné k, pokud plati

(Vt ER~ {0}) (F(txl, o tzn) = R F (2, . ,azn)), kde k € R.

PRIKLAD 1.16.

7.

. F(z,y) = 22+y?—2y. Protoze F(tz,ty) = t?22+t%y?> —t2xy = t>F(x,y), je F homogenni

stupné 2.

. F(z,y,z) = x +y — z je homogenni stupné 1 (linedrni funkce jsou homogenni stupné 1

primo z definice).

2
¢ —x
F(x,y) = y2—74zcy2’ pro y? — 42 # 0 je homogenni stupné 0.

F(z,y) = 2% — y neni homogenni.

. F(z,y) = /22 + 2 (tj. eukleidovska norma v R?). Potom F(tx,ty) = |t| F(z,y) (coz je

defini¢ni vlastnost normy). V tomto piipadé se také iikd, ze F' je pozitivné homogenni
stupné 1. Pokud bychom v definici 1.15 pfipoustéli pouze ¢t > 0, mohli bychom fict, ze
F' je homogenni stupné 1.

F(z,y) = /22 + y?. Potom F(tx,ty) = \/|t|F(z,y) a F je pozitivné homogenn{ stupné
1/2.

F(z,y) = /x, pro x > 0. F je homogenni stupné 1/2 pro ¢t > 0.

Definice 1.17. Necht P = P(z,y), Q = Q(z,y) jsou homogenn{ funkce stupné k (na pruniku
svych defini¢nich obort, ktery budiz neprazdny). Pak diferencidlni rovnice tvaru

P(z,y) +Q(z,y)y’ =0 (1.9)

se nazyva homogenni diferencialni rovnice stupné k.

PozNAMKA 1.18 (Formdlni postup). Rovnici typu (1.9) poméh4 fesit substituce ,,y = zu,
kde u je nova funkce. Chceme tedy provést zdménu proménnych (funkciondlni dprava). Za
timto tcelem definujeme zobrazeni ®, které ndm praveé prechod (z,y) <> (¢,u) umozni. Na
zobrazeni ® pritom klademe pozadavek, aby bylo regularni a dostatecné diferencovatelné.
Néapovéda pro spravné zavedeni zobrazeni ® je pravé ve vztahu ,,y = zu“. Polozme tedy
x =t ay = tu a potom ziejmé muzeme psat

*(0)= ()

Ziejmé plati

o)) = ()

Tj. zobrazeni ® je reguldrni pravé tehdy, kdyz t # 0.
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Abychom propojili funkéni zavislost y = y(x) <> u = wu(t) sestavime zdkladni funkéni
identitu

y(z(t) = tu(t),

kterou lze derivovat podle proménné t. Levé strana pak bude £ (y(z(t)) = y/'(t) L (t) = ¥/ (1).
Pravé strana bude mit tvar % (tu(t)) = u(t) + tu(t). Dostaneme se tedy ke vztahu

Y (t) = u(t) + ti(t),
ktery dosadime do rovnice (1.9). Tim dojdeme ke vztahu
P(t,tu(t)) + Q(¢, tu(t)) (u(t) + tu(t)) = 0.

Z homogenity funkci P a @) plyne
[ P(1u(t) + Q(1, u(®)) (u(t) + ta(t)| = 0.

Protoze predpokldddme t # 0 (napi. kvili regularité ®), mizeme rovnici vykrétit vyrazem t*
a po snadné uprave dostaneme

[P(Lu(t)) + Q(l,u(t))u(t)} +1Q(1, u(t))u(t) =0, (1.10)

coz je separovatelnd rovnice v proménnych ¢ a u.
Vztah mezi feSenimi rovnice (1.9) a (1.10) ndm déva nasledujici véta.

Véta 1.19. Nechf M C R, 0 ¢ M je oteviend mnoZina. Je-li u = u(t) resend rovnice (1.10),
pak y(x) = zu(x) je resend rovnice (1.9) na M.

Je-li y = y(z) Fesend rovnice (1.9), pak u = u(t), kde u(t) = 1y(t), je Fesent rovnice (1.10).

Dukaz. Viz predchozi pozndmka. V obou smérech pouzita regularni substituce t = z, tu = y
pro t € M. V prvnim pifpadé piejdeme od (1.10) k (1.9) vyndsobeni nenulovym &islem t*.
P#i opa¢ném sméru budeme &islem ¢* délit. ]

PRIKLAD 1.20. Resme rovnici
y(1+1n9> —ay =0, (1.11)
i

Zde ziejmé P(x,y) =y (1 + In(y/z)) a Q(z,y) = —x. Snadno se presvédéime, ze P i @ jsou
homogenni stupné 1. Ve funkci P se vyskytuje zlomek a logaritmus, coz omezuje jeji defini¢ni
obor na mnozinu Dp = {( )l y/z > O}. Abychom vyhovéli podmince y/x > 0, omezujeme

x
Yy
se na I. a III. kvadrant R2.

Jak vime z poznamky 1.18, homogenni rovnice feSime substituci

*(2) = (0);

ktera je reguldrni pro ¢t # 0 (tato podminka je vzhledem k Dp automaticky splnéna). Po
dosazeni dostaneme

tu <1+1nt:) —t(u+ta) =0,
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odkud po upravé obdrzime
ulnu —tu =0, (1.12)

coz je separovatelnd rovnice.
Rovnici (1.12) dpravime za predpokladu t # 0, u # 0 a u # 1 do tvaru
1 1
1 i = 0. (1.13)

t wulnu

Predpoklad t # 0 je v naSem piipadé automaticky splnén a déleni rovnice vyrazem t tedy
bylo ekvivalentni ipravou. Déleni vyrazem ulnwu ovSem ekvivalentni iipravou nebylo. Funkce
u(t) = 0 zFejmeé nevyhovuje (kvuli logaritmu), a proto nefesi rovnici (1.12). Funkce u(t) = 1
ale rovnici (1.12) vyhovuje.

Resen{ rovnice (1.13) jsou diferencovatelné funkce, které vyhovuji rovnici

/it—/ du e kdeC>o,

ulnu

z niz po integraci dostaneme
In|t| —In|lnu(t)| =InC.

Odlogaritmovanim tedy obdrzime vztah
[t| = C |lnu(t)].
Snadno si rozmyslime, ze pokud feseni zapiSeme ve tvaru
u(t) = e, kde D € R, t # 0,

postihli jsme tim vSechna feSeni rovnice (1.12) vcetné feseni u(t) = 1 pro volbu D = 0.
Vsechna feseni puvodni rovnice (1.11) lze tedy zapsat ve tvaru

y(x) = zeP?, kde D e R, x # 0.

PozNAMKA 1.21 (Kvazihomogenni rovnice). Funkci F' = F(z,y) nazvu kvazihomogenni
funkci, pokud plati

(Vt eR {0}) <F(t°‘x,t5y) = t"F(a, y)), kde o, 8 € R.

Rovnici tvaru
P(z,y) + Q(z,y)y =0,

kde P = P(z,y),Q = Q(x,y) jsou kvazihomogenni funkce se stejnymi exponenty «, 8, nazvu
kvazihomogenni diferencialni rovnici.

Reseni: Pokud  # 0, pak lze pomoci substituce y = 25w rovnici prevést na rovnici
separovatelnou. Existence a jednoznac¢nost feSeni bude mimo body x = 0 zarucena vétou
analogickou 1.19.

10
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ax+by+c )

1.5 Diferencialni rovnice tvaru 3/ = f <a$+5yﬂ

PozNAMKA 1.22. Resime rovnici ve tvaru

, ax +by+c
= —_— |, 1.14
i f(aa:+6y+v> (1

kde f je spojitd funkce (na néjakém intervalu), a, b, ¢, a, 3,y jsou redlné konstanty. Pro rovnici
v tomto tvaru nemame zadné zvlastni pojmenovani.

PozNAMKA 1.23 (Formdalni postup). Pfi fesen{ diferencidln{ rovnice (1.14) rozlisime nésledujict
piipady:

1. Necht a = b= a = 8 = 0. Potom rovnice (1.14) je tvaru
c
i)
Y

y(x):f<§)x+D, D€R.

a feSenim je ziejmé

2. Necht b = 8 = 0. Pak z (1.14) mdme ve tvaru

ar + c

y=f < ) ,

ax + 7y

coZ je jiz separovana rovnice. Resenim tedy je
ar + ¢
= d
v = [ 1 (25 ) aw

3. Necht ¢ =~ = 0. Potom z (1.14) dostaneme

;o ax + by
y _f<ax+6y>’

coz je vlastné homogenni diferencidlni rovnice. To snadno ovéifime, srovname-li tuto
rovnici s (1.9). Zjistime

azx + by
P LE, = — ———— a x’ =
(2,y) f<ax+ﬁy> Q(z,y)

a tedy

atz + bty ax + by

Pltety) = —f | ———— )| =—f | ———= ) = t°P(z,y).

atr + Bty ax + By
Vidime, ze funkce P i Q) jsou homogenni stupné 0. Nasi rovnici fesime postupem z od-
stavce 1.4.

4. Necht B>+ 2 #0a D = Z b =0.

B

11
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a) Necht navic b # 0. Potom z D = a8 — ab = 0 plyne o = Sa/b a rovnici (1.14) lze

prepsat do tvaru
b
J = f ar +by+c . (1.15)
8
b (ax +by) + 7

Poznamenejme, ze funkce z(x) = ax + by(x) méa stejnou diferencovatelnost jako
funkce y(z). Dalsim krokem feSeni je provedeni substituce ® : (z,y) — (t,u)
definované nasledujicim predpisem

’ (i) - (axiby> ‘

Transformace ® je ziejmé regularni, protoze

6

Je ziejmé, ze det @’ (i) # 0, coz znamen4 regularitu &.

Nase zdkladn{ funkéni identita je u(t) = at+by(t) a jeji derivace je u(t) = a+by'(t)
(y = y(z) derivujeme podle ¢ jako slozenou funkeci). Touto substituci pfevedeme

nasi rovnici do tvaru
Lt —a) = ¢ [ O +c
palt) —a) = f (ﬁu(z&) " 7) ; (1.16)

coz je diferencialni rovnice separovatelna.

Muzeme tedy konstatovat, ze kazdému teSeni y(z) rovnice (1.15) odpovida feseni
u(t) = at + by(t) rovnice (1.16). Snadno se dokdze i opacné tvrzeni, ze ke kazdému
feSeni u(t) rovnice (1.16), existuje feSeni y(z) rovnice (1.15) takové, ze u(x) =
ax + by(x).

b) Necht nyni b = 0. Zfejmé (b=0Ab*+%#0) = (8 # 0). Potom z D = 0
dostaneme af = 0, a tedy a = 0. Nyni je zfejmé, ze ax 4+ by = 0 a nasSe rovnice

piejde do tvaru
;L c
V=7 (oz:rJrﬁer’Y) '

Podobné jako v predchozim piipadé, pouzijeme reguldrni substituci @ : (z,y) —

(t,u) definovanou
x x
® = .
<y> <Ow«“ + By)

A dale pokracujeme analogicky jako v predchozim piipadé.

5. Necht Z 2’ # 0. Potom soustava
arg+byg+c =
arg+ By +v =

12



1 Reseni specidlnich typt rovnic
mé jednozna¢né urcené feseni. Linedrni transformace ® : (x,y) — (¢, u)
) Y—7%0

je ziejmé reguldrni. Zakladni funéni identita je y(z) = yo + u(x — o) a jeji derivace je
y'(z) = u(x — z¢). Snadno nahlédneme, ze plati

ar+py+y=ax+By+v—(axo+ Byo+7v) = alz—x0)+ By —yo),
ar +by+c=axr+by+c—(axg+byy+c) = alx—x9) +bly— )
Y Yy (azxo + byo + ¢) ( 0) +b(y — o)

=0 =t =u

Tim jsme nasi rovnici pfevedli do tvaru

ut) = f <m> : (1.17)

Reseni rovnice v tomto tvaru jsme jiz provedli v ptipadé (3). Snadno ovéiime dosazenim,

ze pokud wu(t) fesi (1.17), pak y(x) = yo + u(z — xo) Fesi rovnici (1.14). A naopak, je-li
y(x) feSenim rovnice (1.14), pak funkce u(t) = —yo + y(xo + t) Fesi rovnici (1.17).

y =2 <y+2>2 (1.18)

PRIKLAD 1.24. Mé&jme rovnici
r+y—1
ar+py+y

v = —1. Snadno si rozmyslime, Ze se jedna o piipad 5.
Soustavé linearnich rovnic

Rovnicejetypuy’zf(w),kde f(s) =22, a=0,b=1,c=2,a=1,38=1a

Oxg+1yp+2 = 0
leg+1yg—1 = 0

vyhovuje feseni (xg,yo) = (3, —2). Provadime tedy reguldrni substitucit =x —3 au =y +2.
Tim se dostaneme k homogenni rovnici stupné 0

a:2<tiu>2. (1.19)

2
Porovnanim s (1.9) zjistime, ze P(t,u) = —2 <L> a Q(t,u) = 1. Homogenni rovnice fesime

t+u
substituci typu ,,u = tw*. Zvolime tedy reguldrni substituci ® : (s, w) — (t,u) definovanou

*(e)= ()

Potom ziejmé plati 4(s) = w + sw(s) a tedy

. sw 2
w+sw:2( ) .
S+ sw

13
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Tuto rovnici snadno upravime do tvaru

: w(l +w?)
=——7Q". 1.20
o (14 w)? (1:20)
Jedna se tedy o separovatelnou rovnici.
Predpokladejme, ze s # 0 a w # 0. Potom
1 (1+w)?
-+ ——w =0 1.21
s T w(l+ wz)w ’ (121)
z ¢ehoz plyne
In|s| +In|w| 4+ 2arctgw = InC, kde C' > 0.
Odlogaritmovanim této rovnice dostaneme
C
|w(s)|exp (2arctgw(s)) = — kde C' > 0, (1.22)

||’

coz je implicitni zapis funkce w(s). Tato funkce, je-li diferencovatelna, fesi (1.21) pro s # 0.

Protoze jsme provedli neekvivalentni ipravu, je tieba jesté diskutovat feseni rovnice (1.20).
Pozadovali jsme, aby w # 0. Pak funkce w(s) = 0 fes{ (1.20) pro vSechna s € R, coz snadno
ovéiime dosazenim. Toto FeSeni lze postihnout zdpisem (1.22), pfipustime-li v ném navic
C' = 0. Pokud v (1.22) pripustime také C' < 0, zbavime se absolutnich hodnot. Muzeme
konstatovat, ze diferencovatelné funkce w(s), které resi rovnici

w(s) exp(2arctgw(s)) = g, kde C € R,
s

jsou Fesenim rovnice (1.20) pro s # 0.
Po dosazeni puvodnich proménnych obdrzime implicitni zapis funkce y = y(x), kterd resi
puvodni rovnici (1.18) (je-li diferencovatelnd)

y(z) +2

(y(a:)+2)exp<2arctg< s >>:C, kde C' € R.

Definién{ obor funkce y je ziejmé (—o0,3) U (3,00). Snadno si rozmyslime, ze tento zdpis
zahrnuje vSechna nalezend feSeni, véetné konstantniho feseni y(z) = —2, které odpovida
feseni w(s) = 0 pro volbu C = 0.

1.6 Linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu
Definice 1.25. Necht p = p(z), ¢ = q(x) jsou spojité. Pak rovnici ve tvaru

Y +p(z)y = q(x) (1.23)

nazyvame linearni diferencialni rovnice 1. fadu.
Pokud ¢(x) = 0, pak (1.23) nazveme linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu bez pravé
strany a ma tvar
y + p(x)y = 0. (1.24)

Pokud ¢(z) # 0, pak (1.23) nazveme linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu s pravou
stranou.

14
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P0ozZNAMKA 1.26 (Formalni postup, rovnice bez pravé strany). Rovnice (1.24) m4 trividln{
feseni y(x) = 0. Navic je separovatelnd a lze ji Fesit postupem ze sekce 1.3. Jeji feSeni je
implicitné dano rovnici

/p(:c)d:c + / dy _ C, tj. po integraci /p(:c)d:c +In|y(x)| =C,
Y

kde C' € R je integra¢ni konstanta. Odlogaritmovanim posledni rovnosti dostaneme vztah
ly(z)| exp (f p(w)dx) = D, kde D =% > 0. Snadno si rozmyslime, ze jednotny zépis feseni,
zahrnujici v8echny uvedené alternativy je nasledujici

y(z) = De~JP@)dz, kde D € R.
Uvedené feseni nazyvame obecné resent rovnice (1.24).
Véta 1.27. Necht p = p(x) je spojitd na (a,b). Pak pro kazdé (zg) € (a,b) xR existuje prdvé
jedno teseni y = y(x) ulohy

Y +p(x)y =

(o) (1.25)

0
Yo
na (a,b).

Dukaz. Je tieba dokdzat existenci a jednoznacnost.

(I) Nejprve dokazeme existenci (viz také pozndmka 1.26). Uvazme piipad yo = 0. Potom
feseni m4 zfejmé tvar y(x) = 0, Vz € (a,b). Necht ddle yg # 0. Pak feSenim je funkce
y(z) = Dexp {— [ p(z)dz}, pro kazdé = € (a,b), D € R.

Konstantu D je tfeba ur¢it. Uvazme proto po¢ateéni podminku ve tvaru y(xg) = yo.
Potom zfejmé musi platit D = yo exp { [ p(2)dz|y—s, }. Dostdvdme tak vysledné feseni

ve tvaru
X

y(x) = yo exp —/p(é)df

zq

(IT) Nyni dokazme jednoznac¢nost. Pfedpokladejme, Ze jsme podle predchozi ¢asti dukazu a
podle pozndmky 1.26 ziskali feseni y1 (z) = yo exp {— ffo p(f)df} (separaci proménnych).
Predpokladejme déle, Ze existuje néjaké feSeni y2. O téchto feSenich ukizeme, Ze jsou
shodnd. Protoze y; a yo tesi tlohu (1.25), plati

vi+p@y = 0 Yo +p(@)y2 = 0
yi(zo) = wo y2(zo) = wo
Daéle definujeme funkci u = u(z) nésledujicim predpisem

T

u(@) = ys(x) exp / p(E)de b |

zo

15
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zkoumejme jeji chovani pomoci prvni derivace.
x xT

u'(x) = ypx)exp /p(£)d£ + y2() exp /p(i)dﬁ p(r) =

Z0 o
T

= Wh(a) + 1(@)p(@)) exp / p(€)de $ = 0,

=0 o

To ale znamend, ze u je konstantni (tzn. (3C € R) (Vx € (a,b)) (u(x) = C)). Konstantu
C' lze pritom urcit z poc¢étecnich podminek u(zg) = y2(xo) = yo, a tedy C = yo. Odtud
ziejmé dostavame

xX

w@)exp ] [ 9O b =m.
Zo
coz po ziejmé upravé dava vztah

T

Y2(z) = yo exp —/p(i)di

zo

Pro libovolné dvé feseni y; a ys tedy plati y; () = y2(x) pro Va € (a,b), coz uz znamend
jednoznacnost. O

PozZNAMKA 1.28. Z dukazu predchozi véty vyplyvd, ze pocateéni podmince y(zg) = 0 vzdy
odpovida teseni y(x) = 0, Vx € (a,b).

PozNAMKA 1.29 (Formalni postup, rovnice s pravou stranou). Pro FeSenf rovnice s pravou
stranou se pouzivd metoda variace konstanty. Aplikace zminéné metody na tuto ulohu
spoCiva v tom, ze ve vztahu pro obecné feSeni rovnice (1.24) predpokladame, ze D jiz neni
konstanta, ale je funkei proménné z, tj. D = D(x). Resenf pak piedpoklddidme ve tvaru

y(z) = D(x) exp {— /p(z)dx} .
Dosadime-li predpokladany tvar feseni do rovnice (1.23) dostaneme
D'(z)exp{ - } + D(z) exp{ -+ }(—p(x)) +p(z)D(z) exp{ -~ } = q(=).
Druhy a tiet{ s¢itanec na levé strané se navzdjem vyrusi a dostaneme vztah pro D'(x)
D'(a) = ala)exp { [ ntarae}.

odkud integraci uréime D(x).
Obecné feseni rovnice s pravou stranou potom je

y(z) = [ / o(z) exp { / p(x)dx} dx] exp {— / p(x)dx} . (1.26)

Uvédomme si, ze v ¢asti [ [ g(x) exp { [ p(z)da} dz] je schovéna i integraéni konstanta (jedna
se o neurcity integral) a je zde tedy i zabudovéno feSeni rovnice bez pravé strany.

16
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PozNAMKA 1.30. Poznamenejme jesté, ze feSeni rovnice s pravou stranou se ¢asto zapisuje ve
tvaru sou¢tu obecného feseni rovnice bez pravé strany a partikuldrniho feSeni rovnice s pravou
stranou (viz feSeni linedrnich rovnic [?]).

Véta 1.31. Necht p = p(x) a ¢ = q(x) jsou spojité na (a,b). Pak pro kazdé (zg) € (a,b) xR
existuje pravé 1 vesent ulohy

v +p(z)y

()
y(20) (1.27)

q
Yo

na (a,b).
Dukaz. Podobné jako v predchozi vété, je i zde tfeba dokéazat existenci a jednoznaénost.

(I) Dokazme existenci za pomoci poznamky 1.29. Pomoci separace proménnych a metody
variace konstanty navrhneme feSeni tlohy (1.27) ve tvaru

y(z) = /xq(f)exp jp(T)dT df+ D | exp —jp(f)df

Z tohoto vztahu ihned plyne y(xg) = D a vzhledem k pocateéni podmince ziejmeé
D = yy. Funkce y = y(z) fesi dlohu (1.27).

(IT) Pfi dokazovani jednoznacnosti se postupuje obvyklym zpusobem. Piedpokldddme, ze
jsme nasli feSeni y; ve tvaru z piredchozi ¢asti dukazu. Déle predpokladdme, ze mame
néjaké dalsi feSeni ys, o némz ukdzeme, ze musi byt shodné s feSenim y;, ¢imz bude
jednoznaénost dokdzana. Pro funkce y; a ys tedy plati

v +p@y = q(z) N vo+p(@)y: = q(z)
yi(ro) = o y2(r0) = o
Odectenim piislusnych rovnic ziskame
/
—y2) +p(x)(y1 —y2) = O,
(1 —y2) +p(@)(y1 — y2)

ozn. z

(y1 —y2)(z0) = 0.
Oznatme z = y; — y2. Pro takto definovanou funkci 2z tedy dostdvame
2 +plx)z = 0,
(xo) =

Pro funkci z tedy fesime ilohu ve tvaru (1.25). Tato tloha vsak m4 pravé jedno feseni,
ato z(x) =0, Vz € (a,b). Odtud y1(z) = y2(x), Yz € (a,b). Tim je vSak jednoznacnost
dokézéna. O

z

PRIKLAD 1.32. Elektricky obvod.
Méjmeé RL obvod (viz obr. 1.2). Ozna¢me E napéti, R elektricky odpor, L indukénost a J
elektricky proud. Piedpokladejme, Ze prubéh piipojeného napéti je ddn vztahem

E(t) = Epsinwt,

17
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R

Obrézek 1.2: RL obvod.

a necht pocatecni stav proudu v ¢ase to = 0 je J(0) = Jo.

7 Kirchhoffovych zdkonu dostavdme pro tento obvod rovnici

dJ
L— + RJ = E(t).
P (t)

Pr1i feSeni této diferencidlni rovnice postupujeme tak, Ze nejprve najdeme freSeni prislusné
rovnice bez pravé strany (separaci proménnych) a poté metodou variace konstanty najdeme
obecné feSeni rovnice s pravou stranou. Na zavér je tfeba urcit integra¢ni konstantu z poc¢ate¢ni
podminky.

Reseni rovnice bez pravé strany je ziejmeé

J(t) = ae_%t, kde oo € R.

Pro pouziti metody variace konstanty predpokladame, ze o = «(t) a tedy, ze feSeni rovnice
bez pravé strany je ve tvaru
_Ry
J(t) = aft)e” L'

Toto feseni dosadime do puvodni diferencidlni rovnice (s pravou stranou), abychom dostali
vztah

L <o/(t)e"ft +a(t)e Lt (—?)) + Ra(t)e It = B(t),

odkud po upraveé

Integraci posledni rovnice dostaneme

~— TRy

per partes

¢
E
at) = fo /SiHWT eLTdr = 7t [Rsinwt — Lw cos wt] .
0

Dospéli jsme tedy k feseni

 R2 4 L2w?

partikuldrni feSeni

J(t) [Rsinwt — Lw cos wt] 4+ De Tt

18
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kde je jesté tfeba urcit integra¢ni konstantu D z poc¢atecnich podminek

Ey

JO0) == gy (LW + D
Resen{ ulohy
d
Ld;t] + RJ = Eysinwt
JO0) = Jo
tedy je
Eo ) E()Lw _ Ry
J(t) = m[Rsmwt—Lwcoswt] + {Jo + RQ—FW] et

Polozime-li R = v R2 + L2w?cosy a L = vV R? 4+ L2w?sin~, lze psat
Rsinwt — Lw coswt = \/ R? + L2w? sin(wt — ),

odkud je patrné, ze pfilozené napéti vybudi v RL obvodu proud se stejnou frekvenci a
s fazovym zpozdénim .

1.7 Bernoulliho diferencialni rovnice

Definice 1.33. Necht p = p(z) a ¢ = ¢(x) jsou spojité na (a,b), o € R~ {0, 1}. Pak rovnice
ve tvaru

Y +p(@)y = q(z)y” (1.28)
se nazyva Bernoulliho' diferencidlni rovnice 1. f#adu.
POzZNAMKA 1.34. V definici jsme zduraznili, ze a # 0,1. Pro a = 0 je rovnice (1.28) linedrn{
diferencidlni rovnice s pravou stranou. Pro o = 1 dostdvame linedrni diferencialni rovnici

bez pravé strany. Tyto rovnice byly feSeny v pifedchozim odstavci. Stejné tak bychom ziejmé
mohli pozadovat, aby ¢(z) # 0 na (a,b).

PozNAMKA 1.35. Pro a > 0 pripoustime také y(x) = 0. Funkce y(z) = 0 je v tomto piipadé
fesenim rovnice (1.28) na (a,b).

P0ozNAMKA 1.36 (Formdlni postup). Necht y # 0 (vzhledem k pfedchozim pozndmkam si

tento predpoklad zFejmé muzeme dovolit). Vydélenim vyrazem y® prevedeme rovnici (1.28)

do tvaru
11—«

y~ Y +p(x)y = q(x).

Provedeme substituci @ : (z,y) — (t,u) definovanou

v <:yc) - (ylgi“> '

Pozadujeme, aby substituce @ byla reguldrni neboli pozadujeme, aby det ®’ <§> #0.

o' <z> = <é a _2)ya) —  detd/ @) = (1—a)y ™.

!Jakob Bernoulli (1654-1705), §vycarsky matematik.
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Protoze od zacdtku predpokladdme, ze a@ # 1 a y # 0, je det ®’ (gy:) zfejmé nenulovy a

transformace ® je proto regularni.

Zékladni funkén{ identita je u(x) = y'~%(z). Zderivujeme zakladn{ identitu podle parame-
tru « a dostaneme u(z) = (1 — o)y~ “(x)y'(x). Z téchto vztahu lze dosadit do rovnice (1.28)
za y' =% (x) a y~%(2)y'(z), ¢fmz dostaneme

i)+ plt)ult) = g(0)

odkud po snadné tpravé

w(t) + (1 — a)p(t)u(t) = (1 — a)q(t). (1.29)
To je ovsem linedrni diferencidlni rovnice s pravou stranou (typu (1.23)).
Véta 1.37. Necht a # 0,1, p=p(z) a g = q(x) jsou spojité na (a,b), q(z) # 0 na (a,b).

)
(I) Necht u = u(t) Fesi rovnici (1.29). Pak kaZdd funkce y = y(x) dand na I C (a,b)
vztahem y'=%(x) = u(z), y(x) # 0 na I, a magjici derivaci y' na I, 7esi rovnici (1.28)
na I.

(II) Pokud y = y(z) je Teseni rovnice (1.28) na I C (a,b) takové, Ze y(x) # 0 na I, pak
funkce u(t) = y*=(t) je na intervalu I veseni rovnice (1.29).

Dikaz. Véta je dusledkem piedchozi poznamky a existenéni véty pro (1.29). O

PozNAMKA 1.38. Pifpadnd platnost fesen{ vné I (v rdmci (a,b)) se ovéfuje na zakladeé
konkrétni podoby rovnice (1.28).

PRIKLAD 1.39. Mé&jme rovnici
1

vy —y ="y
kterd je jesté v o néco obecnéjsim tvaru nez rovnice (1.28) (3’ je ndsobeno proménnou z). Jinak
rovnice opovidé tvarem rovnici (1.28), kde « = —1. Odtud ovsem plyne, ze y(z) = 0 nemuze
byt fesenim této rovnice. Na feSeni mame podminku y(z) # 0 pro vSechna x z relevantniho
rozsahu, ktery eventuelné najdeme béhem feSeni rovnice.
Nasobeni rovnice zavisle proménnou y vede na tvar

zyy —y? = 22
Provedeme reguldrni substituci ® : (z,y) — (u,t) takovou, Ze t = x a u = y2. Zakladni funkéni
identita je potom u(x) = y?(x) a pro derivaci dostdvame 7(z) = 2y(x)y’(x). Po dosazeni do
puvodni rovnice dostavame linearni diferencidlni rovnici s pravou stranou

t.
5u(t) —u(t) =12,

kterou fesime standardnim postupem z odstavce 1.6, tj. separaci a metodou variace konstanty.
Pro rovnici bez pravé strany dostdvame

t.
Eu(t) —u(t)=0 =

IS~
SN
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Funkce u pak zfejmé musi vyhovovat rovnici In |u| = 2In|t| + C, kde C € R a tedy
u(t) = Dt?,  kde D #0.

Reseni rovnice s pravou stranou pak predpokldddame ve tvaru

Reseni dosadime do piislugné rovnice, ¢imz obdrzime rovnost
t .
§(D(t)t2 + D(t)2t) — D(t)t* = t2.

Pro derivaci D(t) jsme tedy dostali D(t) = 2/t. Integrace pravé uvedené rovnosti vede na
D(t) =2In|t| + E, kde E € R.

Potom ziejmé u(t) = (Int? + E)t? a po zpétném dosazeni

y(r) = |z]VInz? + E,

kde defini¢ni obor y je ddn konstantou E a bodem x = 0. Ziejmé totiz x # 0, protoze v bodé
x = 0 nem4 funkce y derivaci a zaroven pozadavek y(z) # 0 vede na podminku In 22 + E > 0.

1.8 Riccatiho diferencialni rovnice

Definice 1.40. Necht funkce ag = ag(z), a1 = a1(x), as = as(x) jsou spojité na (a,b). Pak
rovnice ve tvaru
Y = ao(z) + a1(z)y + az(z)y? na (a,b) (1.30)

se nazyvé Riccatiho? diferenciilni rovnice 1. #adu.

POzZNAMKA 1.41. Pro ag(xz) = 0 je (1.30) Bernoulliho rovnice (s o = 2). Pro as(z) = 0 je
(1.30) linedrni diferencidlni rovnice s pravou stranou.

POzZNAMKA 1.42. 7 pozdéjsi existencni teorie vyplyne, Ze poc¢dtecni tiloha

/

Y = ao(z) +ai(z)y + az(z)y’
y(zo) = o
ma& jednozna¢né feSeni.
Riccatiho rovnice je analyticky feSitelna v ptripadech, které uvedeme déle.

PozNAMKA 1.43. Pokus o tpravy rovnice (1.30).

1. Zaména nezavisle proménné.

Provedeme transformaci ® : (¢,u) — (z,y) definovanou vztahem

(0)-()

2Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italsky matematik.
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Za ucelem oveéreni regularity ® sestavime matici derivace ® v bodé (¢,u) a spocteme
jeji determinant

v (=00 = (D) =e

Vidime, ze uvazovand transformace je reguldrni pravé tehdy, kdyz o(t) # 0

Sestavime zdkladni funkéni identitu y (¢ (t)) = u(t), odkud ¢/ (¢(t))(t) = @(t). Uvedené
vztahy dosadime do (1.30) a po vyndsobeni ¢(t) dostaneme

a(t) = @(t)ao ((t)) + @(t)ar (0(t))u(t) + ¢(t)az (o(1))u?(t),

coz je opét rovnice ve tvaru (1.30). Vidime tedy, Ze libovolné pieskalovani nezdvisle
proménné vede opét k Riccatiho rovnici.

= +8 | >
u %Jré

kde a, 3,7, 6 jsou spojité funkce proménné ¢, na které dale klademe pozadavek

. Substituce zavisle proménné.

Zavedeme substituci

a(t) p (t)‘
0.
21 6(1)] 7
U transformace @ je jako obvykle tieba ovérit regularitu. Matice derivace zobrazeni ®
je

¢ 1 0
o’ = _
(u> d (au+ﬁ> a(yu+d)—y(autp) | -
dt \ yu+d (vu+9)?
Odtud plyne pozadavek
det @ <t> _a(ut+d) —y(au+pB)  ad—of

u

(yu +6)? (yu +6)?

Zakladni funkéni identita je

Z poslednich dvou vztahu dosadime do (1.30) a pro pravou stranu rovnice obdrzime

vztah
a(t)u(t) + B(t) a(t)u(t) + B(t)>2
y)

R.H.S. = ao(t) + a1(t) SO 150 T as(t) <V(t)u(t) +4(t
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Po vynasobeni celé rovnice nenulovym vyrazem (yu + 6)? a ziejmé tipravé dostaneme

(6 — 4B = (—=B'0+ B8 + agd® + a186 + ax5%) +

+(=a'6+ By — B’y + ad’ + 2ap76 + a1ad + a1 By + 2a2a8)u +

+(—a'y 4+ oy + agy? + aray + aga®)u’.

Vzhledem k tomu, Ze podle piredpokladu ad — 3 # 0, je vyslednd rovnice opét ve tvaru
(1.30).

. Kanonicky tvar Riccatiho rovnice.

Definice 1.44. Rovnice (1.30) ma kanonicky tvar, pravé kdyz
(Vm € (a, b)) (ag(w) =+1Aa(x) = 0).

Ptevod rovnice (1.30) do kanonického tvaru provedeme pomoci substituce

? (t> - <w<t>ut+ a<t>> |

V(1) = (i o) — @ (L) =l

plyne z pozadavku na regularitu ® podminka w(t) # 0.

Protoze

Zakladni funkéni identita je y(z) = w(z)u(z) + a(z), odkud pro derivaci dostaneme
Y (z) = W' (2)u(z) + w(x)u/(z) + o/ (x). Z téchto vztahu dosadime do puvodni rovnice
(1.30) a ziskdme vztahy
LHS. = W'(tu(t)+w(t)u'(t) + o/ (1),
RH.S. = ao(t) +ar(t)w(t)u(t) + a1 (t)a(t) + az(t)w? (t)u(t) +
+2as(t)a(t)w(t)u(t) + as(t)a?(t).

Po ziejmych upravach pak dostaneme

A = wzt) ([ao(t) + ar ()alt) + ax(t)a®(t) — o/ (1)] +

+[a1(t)w(t) + 2a2(t)e(t)w(t) — o' (¢)]u(t) +
+a2(t)w2(t)u2(t)) .

Pii pfevodu do kanonického tvaru jsme podle definice pozadovali splnéni nédsledujicich
dvou podminek
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Odtud pro neznamé funkce w(t) a a(t) plynou vztahy

L1
as(t)’

1 ai(t) < 1 )’ ]
at) = = |- 224 (—) |.
R o
Véta 1.45 (Resenf Riccatiho rovnice pii znalosti jednoho feseni). Nechf y; = yi(z) je fesend

(1.30) na (a,b). Pak ostatni teseni lze najit integraci (feSenim) linedrni rovnice s pravou
stranou.

Diikaz. Necht funkce y; = yi(z) fes{ rovnici (1.30) na (a,b). Hleddme né&jaké jiné feSeni
y # y1. Provedeme substituci z =t au = 1/(y — 1), tj.

*()= ()

Opét nas zajima regularita této transformace. Proto sestavime matici derivace ®

. 1 0
o' ( ) = ( y1(2) 1 ) ~
y G—n@)? G-n@)?

1
Odtud ziejme det @’ (‘;) = ——— # 0 a tedy transformace @ je regularni.

(v — y1(2))

Zakladni funkéni identita je
y(@) = (@) + —
a jeji derivaci podle proménné x dostaneme

V(@) = 1h(z) = (o)

u
Dosadime-li z obou uvedenych vztahu za y a ¢y’ v rovnici (1.30), dostaneme

o) = gile) = anfe) + o) (yl(:v) ; 1) + as(a) <y§<x> L@ 1) |

u(z) u(z)  u(z)
Pri dalsich dpravéch posledni rovnosti si uvédomime, ze podle predpokladu plati yj(x) =
ao(z) + a1(z)y1(z) + az(z)yi(z). Rovnéz také vime, ze u(xr) # 0 a lze tedy celou rovnost
vynésobit vyrazem —u?(x), ¢imz ziskdme

u(z) = —a1(z)u(r) — 2az(x)y1(z)u(r) — az(x).
Odtud, po drobnych upravach a zaméné ¢t = x, vyplyva rovnost
alt) + [ (t) + 2a2()y (8)] u(t) = ~az(t)

Tato rovnice je linedrni diferencidlni s pravou stranou a lze ji fesit obvyklym postupem. Tim
je ovSem véta dokazana. O
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1 Reseni specialnich typi rovnic

PRIKLAD 1.46. Resme diferencialn{ rovnici
y =2z + 23y — xy?

Jednd se ziejmé o Riccatiho rovnici pro ag(z) = 2z, ai(z) = 23 a az(vr) = —z. Mizeme
si také véimnout, ze funkce yi(z) = 22 fesf na R tuto rovnici. Potom lze postupovat podle
dukazu predchozi véty a reguldrni substituci t = z a v = 1/(y — y1(x)) prevést rovnici do
tvaru

0 — t3u = t,

coz je linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu s pravou stranou. Tu uz umime snadno vyfesit.

u(t) = [/texp{—t:}dzH-a] exp{t:}, acR.

Nyni sta¢i provést zpétnou substituci, ¢imz dostaneme

or=sts Lt fron Van o] e {2,

2

Jejim fesenim je

kde a € R. Nalezli jsme tedy jedno feseni y1(z) = x* a vSechna ostatni feSeni jsme dostali ve

tvaru y(z).

Véta 1.47 (Pievod na LDR 2. fadu). Necht ag = ao(z), a1 = a1(x), az = az(x) a ay(z) jsou
spojité na (a,b) a az(z) # 0.

(I) Necht y = y(x) resi (1.30). Pak funkce

) = exp {~ [[an(oluto)as

as(t)ii — [ag(t) + al(t)ag(t)} i+ ap(t)ad(t)u = 0 (1.31)

7esi rovnict

na intervalu (o, B) C (a,b).
(II) Necht naopak u = u(t) resi (1.31) na (v,6) C (a,b), u(t) # 0 Vt € (v,0). Pak funkce

_ ()
y(w) = az(x)u(z)

7esi puvodni rovnici (1.30) na intervalu (7, 9).

Dikaz.

(I) Necht y = y(z) fesf (1.30). Provedeme funkciondln{ substituci ve tvaru

B

u(t) = exp {— [asto@ras
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Uvedeny vztah zaroven predstavuje funkéni identitu. Abychom mohli dosadit do rovnice
(1.30), musime si z funkéni identity vyjadrit y a y'. Ziejmé tedy

b
r=t

u(t) = [—ag(t)y(t)} exp {—/ag(aj)y(:n)dx

a protoze as(t) # 0 lze psat

Pro 3/ dostaneme

i(t)as (t)u(t) — i(t)ay(t)u(t) — (i) as(t)
(az(tyu(t))”

Vzhledem k tomu, ze az(t) # 0 (podle pfedpokladu) a u(t) # 0 (u je exponenciela),

y'(t) = —

lze rovnici (1.30) po dosazeni za y a y' ndsobit vyrazem (ag(t)u(t))Q. Po snadnych
upravach pak dostavame vyslednou rovnost

as(t)u(t) — [a'g(t) + a1 (t)ag(t) |u(t) + ao(t)a3(t)u(t) = 0.
Funkce u = u(t) tedy fesi rovnici (1.31), coz jsme chtéli dokézat.
Necht naopak u = u(t) fesi rovnici (1.31) na (v, ) C (a,b), u(t) # 0Vt € (v,d). Funkce

u Tesi diferencidlni rovnici 2. fadu a je tudiz dvakrat diferencovatelna. Polozme

uo) =~ @)

a podle postupu v ptredchozi ¢asti dukazu zpétné snadno ovéiime, ze y = y(x) Fesi
rovnici (1.30) na (v, 9). O

PozZNAMKA 1.48. Specidlni tvar Riccatiho rovnice je

Y + ay?® = ba®, kde a,b # 0, o € R. (1.32)

Pro nésledujici volby parametru umime rovnici (1.32) fesit analyticky:

1.
2.

Necht a = 0. Potom je rovnice (1.32) separovatelna.

Necht o = —2. Potom mé rovnice (1.32) tvar
b
Yy +ay? = —.
x

Provedeme substituci ® : (¢t,u) — (z,y), takovou, ze z = t a y = 1/u. Ovéiime jeji
regularitu
(N (10
¢ <u> B (0 —1/u?)"
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1 Reseni specialnich typi rovnic

t 1 . "
Potom det @’ (u> = —— # 0, a tedy transformace je reguldrni.
u

Zakladni funkéni identita ma tvar

odkud

Dosadime do rovnice (1.32) za y a 3y a po ziejmych tdpravach dostdvame

u(t)
2

u(t) —a+b 0.
Tato rovnice je ve tvaru (1.9), kde P(t,u) = —a+bu?/t?> a Q(t,u) = 1. Snadno ovéifme,
ze se jednd o rovnici homogenni stupné 0.

. Pro nékteré dalsi hodnoty parametru « (které uré¢ime pozdéji), lze s vyhodou zavést
substituci tvaru
Yy =wu+ 6,

kde w = w(t) a § = §(¢) jsou zatim neznamé funkce. Uz vime, ze tato substituce prevadi
Riccatiho rovnici v jinou Riccatiho rovnici (viz poznamka 1.43). Budeme pozadovat, aby
tato nova Riccatiho rovnice byla opét ve specidlnim tvaru (1.32). Regularitu navrhované
substituce jsme jiz ovérili (poznamka 1.43). V tomto specidlnim piipadé vede pozadavek
na regularitu k podmince w(t) # 0.

Zakladni funkéni vztah mame ve tvaru

a pro derivaci ¢’ plati '
Y (t) = w(t)u(t) + w(t)u(t) + o(t).

Po dosazeni a tpravé puvodni rovnice (1.32) dostdvame
wit 4 (@ + 2awd)u + aw’u® = bt* — § — ad®. (1.33)
Maé-li byt uvedend rovnice opét ve tvaru (1.32), musi byt zfejmeé splnény podminky

w+ 2awé = 0,
§+ad® =

Tyto podminky piedstavuji soustavu diferencidlnich rovnic a funkce w a § musi byt
jejim feSenim. Druhd rovnice je separovatelnd a snadno ovéfime, Ze jejim feSenim je
napt. funkce §(t) = 1/at. Dosadime-li nalezenou funkci 6 do prvnf rovnice, prevedeme
ji tfm rovnéz na rovnici separovatelnou a opét snadno ovéifme, ze funkce w(t) = 1/t
této rovnici vyhovuje.

Nyni jsme urcili piivodné neznamé funkce w a § a nase substituce ma tedy tvar

1 1
*2U+*

Y=
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Pokra¢ujeme v upravéch rovnice (1.33), kterou po dosazeni za w(t) a d(t) a vynasobeni
nenulovym vyrazem t?> pievedeme do tvaru

S a9 2
it U = bt (1.34)

coz je sice Riccatiho rovnice, ale stéle neni v pozadovaném specialnim tvaru. Provedeme
proto dalsi substituci @ : (t,u) — (s,w) definovanou vztahem

a+3
*(1) = ()
u 1/u
Obvyklym zpusobem vySetiime regularitu transformace ®. Tak zjistime, Ze transformace
® je reguldrni pravé tehdy, kdyz (a+3)t*2 /u? # 0. Ziejmé tedy musf platit, ze o # —3,
t # 0 (splnéni této podminky jiz ale mame zajisténo) a u # 0.

Zakladni funkéni identita je
1

u(t)

w (ta+3)

a jeji derivaci podle proménné ¢ ziskame

w' (t73) (a + 3)t°T2 = —UQ—(t)u(t).

Z poslednich dvou vztahu vyjadiime u(t) a @(t) a dosadime do rovnice (1.34), ¢imz
ziskdme

L 2 a1 +2
—ﬁw (Oé+ B)ta + ﬁﬁ = bt® s

odkud po snadnych tpravach ziskdme

b a
! 2 —a—4
= t .
U a3 T ars3
V posledni rovnici jesté prejdeme od t k s
b a a+4
! 2= Ta+3, 1.35
+ o+ 3w a+ 35 ( )

Posledni rovnice jiz je v pozadovaném specidlnim tvaru (1.32). Muzeme si vSimnout,
ze pri transformaci proménnych se nam rovnéz transformovaly koeficienty a a b, ale
predevsim exponent z @ na a1 = —(a +4)/(a + 3).

Muze se stat, ze exponent «; je roven 0 nebo —2. Potom rovnici (1.35) umime Fesit.
Pokud nenastane ani jeden z téchto piipadt, muzeme zopakovat predchozi postup, po-
moci néhoz dostaneme daldi exponent as. S timto novym exponentem muzeme provést
celou uvahu znovu. Cilem je odvodit piipustné hodnoty pro parametr « tak, aby po k
krocich platilo, ze ay, = 0 nebo ay, = —2. V téchto piipadech totiz umime rovnici (1.32)
po koneéném poctu substituci prevést do tvaru, v némz ji umime vyfesit. Za tim tcelem
nejdiive spoctéme
2a+6—-—a—4 a+2

a+3 S a+3

o+ 2=

28



1 Reseni specialnich typi rovnic

7 této rovnosti ovSem vyplyva, ze pozadavek ay = —2 je splnén pravé tehdy, kdyz
a = —2. Uvahu Ize zfejmé zobecnit i na ay. V dal$im se proto omezime na pozadavek
ar = 0. Z piedchozi rovnosti plyne

1 1
otd 1
a—+2

al+2 a+2

Snadno si rozmyslime, Zze po k krocich dojdeme ke vztahu

Lo ey
ap+2 ar_1+2 a+2

Abychom odvodili podminku na « polozme a; = 0. Potom

L — kj—f— L
0+2 a+2’
odkud n

Véta 1.49. Pro hodnoty o € {4k/(1 — 2k) | k € N} lze rovnici (1.32) transformovat na rov-
nici separovatelnou pomoci opakovaného pouziti téchto dvou substituci:

1 1
Yy = t—Qu + prt r=t
a ndsledné . ot
(o) =+ ()= (7)
u
Dukaz. Viz pfedchozi poznamka. O

PozNAMKA 1.50. Ve skutecénosti lze fesi pro vSechna « € {—4k/(1+2k) | k € Z}. (Vzniklo
zaménou k na —k v predchozi vété.) Pro k zadporna provedu substituce podle pfedchozi véty,
pro k kladnd substituce inverzni. Pro ostatni « je dokdzéno, ze rovnice (1.32) nem4 FeSeni v
elementarnich funkcich.

1.9 Diferencialni rovnice ve tvaru = = f(y') a y = g(v/)
PozNAMKA 1.51. Resime-li obecnou diferencidlni rovnici 1. fddu
F(x7 y’ y/) = 07

obvykle se snazime ji ,,rozfesit“ vzhledem k 3. To ale neni vzZdy mozné. V nékterych piipadech
se ukazuje vyhodné vyftesit tuto rovnici vzhledem k = nebo k y. Ve zvlastnich piipadech se
nam pak muze podafit prevést tuto rovnici do tvaru

z=f) (1.36)

nebo
y=9(y). (1.37)
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1 Reseni specialnich typi rovnic

PozNAMKA 1.52 (Formalni postup, rovnice (1.36)). Reseni budeme hledat v parametrickém
tvaru. Za tim tcelem zavedeme parametr ¢ tak, ze t = y' odkud

x = f(t)
coz predstavuje parametrickou rovnici pro . Nyni odvodime, jak by mélo vypadat paramet-
rické vyjadreni y. Vyjdeme z rovnice ¢t = ¢/, z niz plyne

T

y(z) = y(zo) + / tdz,

zo

kde predpoklddame, ze t = t(z). Polozime-li yg = y(z9) a xg = f(to) a prejdeme-li v integrélu
od proménné x k proménné ¢ dostaneme

t

valt) =w+ [ 7(r)ar.
to
Tato rovnice spolu s rovnici x(t) = f(t) predstavuje hledané feseni rovnice (1.36) v paramet-
rickém tvaru.

V dalsim textu budeme pro jednoduchost misto y(x(t)) psat jednoduse y(t). Na zaver jesté
dodejme, ze aby uvedeny postup byl korektni, je tfeba zajistit splnéni jistych predpokladi.
Predevsim je tfeba zajistit proveditelnost substituce v integralu a déle je tfeba zjistit existenci
inverzni funkce k funkci f. Nasledujici véta ndm zajisti splnéni postacujicich predpokladu, za
kterych je uvedeny postup spravny.

Veéta 1.53. Necht f md na intervalu (t1,t2) spojitou derivaci, kterd zde neméni znamend.
Necht a = inf{f(t) | t € (t1,t2)} a b=sup{f(t) | t € (t1,t2)}. Pak kaZdgm bodem [z, yo] €
(a,b) x R prochdzi prdvé jedna integrdlni krivka y = y(x) diferencidlni rovnice

= f(y) (1.36)

jejiz tecna v bodé [xo,yo] md smérnici v intervalu (t1,t2), a kterd je tedenim rovnice (1.36)
na intervalu (a,b). Parametrické rovnice této krivky jsou

o) = f(),
y(t) = v+ / ! (r)dr,

kde tg € (tl,tg) takové, Ze xg = f(to).

Dikaz. 7 predpokladu plyne, ze funkce f je na (¢1,t2) spojitd a ryze monoténni a existuje
k nf tedy inverzni funkce h : (a,b) = (t1,ts). Funkce h je na (a,b) také ryze monoténni,
spojitd a mé zde spojitou derivaci. Potom rovnici (1.36) lze rozfesit vzhledem k 3 a plati

y = h(x). (1.38)
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1 Reseni specialnich typi rovnic

Rovnice (1.38) je rovnice se separovanymi proménnymi a podle véty 1.10 prochazi kazdym
bodem [z¢, yo] € (a,b) x R pravé jedna integralni kiivka
X
) =mn+ [ B (1.39)
o
Funkce y(z) je feSenim rovnice (1.38) na celém (a,b). Pfitom rovnice (1.36) a (1.38) jsou
ekvivalentni, protoze pokud pro néjakou funkci p(z) plati = = f(¢'(x)), pak plati i ¢'(z) =
h(z) a naopak. Kazdym bodem pésu (a,b) x R tedy prochdzi pravé jedna integralni kiivka,
ktera je fesenim rovnice (1.36) na (a,b).

Hleddme parametrické vyjadreni feseni y(z). Zavedeme do integralu v rovnici (1.39) sub-
stituci & = f(t). Z vlastnosti funkce f plyne, ze pro kazdé = € (a,b) existuje pravé jedno
t € (t1,t2) tak, ze f(t) = z. Specidlné tedy i f(t9) = xo. Potom

t ¢
y=w+ [N D=+ [ ()ar
to to
Z posledni rovnice a z rovnice { = f(t) dostavame hledané parametrické vyjadieni feseni y(x)
rovnice (1.36) na (a,b) ve tvaru

o) = f(),
y(t) = m+/#fwmn

to

kde t € (tl,tg). ]

PozNAMKA 1.54 (Formalni postup, rovnice (1.37)). ReSenf budeme opét hledat v paramet-
rickém tvaru. Podobné jako v pfedchozim piikladé nejdiiv naznac¢ime princip odvozeni tohoto
parametrického vztahu, pficemz se nebudeme zabyvat predpoklady, za kterych naSe odvozeni
plati. Posléze zformulujeme a dokdzeme vétu, kterd nas postup ospravedlni.

Polozme t = y'. Potom rovnici (1.37) mdme ve tvaru y = g(t). Protoze y' = dy/dz = t, pak
za urcitych predpokladi lze také psét dz/dy = 1/t, odkud

Yy
1
T =2 —i—/dy.
) ty)

Yo

Polozme 1y = g(to) a v integrdlu provedme substituci y = g(¢). Potom

t
1
x =m0+ / —g'(7)dr.
T
to

Hledany parametricky popis feSeni tedy je

t
1
o) = a+ [ 1g(ryr,
to

y(t) = g(@).
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Veéta 1.55. Necht g md na intervalu (t1,t3) spojitou derivaci, kterd zde neméni znamend.
Necht 0 & (t1,t2). Polozme o = inf{g(t) | t € (t1,t2)} a f =sup{g(t) | t € (t1,t2)}. Potom
kazdym bodem [xo,yo] € R X (o, B) prochdzi pravé jedna integrdlni krivka diferencidlni rovnice

y=9"), (1.37)

jejiz smérnice teény v [xo,yo] leZi v intervalu (t1,t2), a kterd je tesenim rovnice (1.37) na
intervalu (a,b), kde

t
/
a = inf /g(T dr,

te (t1,t2) T
to

t
/
b = x9g+ sup /g(T

te( tl,tz)to T
Yo = g(to)-
Parametrické rovnice této krivky jsou
¢ /
o(t) = xo—i-/g(T)dT

-
to

y(t) = g(t)

Dikaz. 7 predpokladu plyne, ze funkce g je ostfe monoténni a spojitd na (t1,ts), pricemz
g(t1,t2) = («, ). Proto zde existuje i inverzni funkce h k funkci g, kterd je rovnéz ostie
monoténni a spojitéd takova, ze h(a, 5) = (t1, t2). Funkce h ma na (o, ) také spojitou derivaci.
Rovnici (1.37) lze pfepsat do tvaru

y' = h(y), (1.40)

coz je separovatelnd rovnice. Protoze 0 ¢ (t1,t2), pak h(y) # 0 na («, ) a tato rovnice je
ekvivalentni s rovnici

Potom kazdym bodem mnoziny R X («a, ) prochédzi préavé jedna integralni kiivka rovnice
(1.40). Resenim rovnice (1.40) je pak kazda diferencovatelnd funkce implicitné zadana rovnici

1
x—i—c:/dy, kde c € R.
h(y)

Bodem [zg,y0] € R X (o, §) prochdzi ziejmé integralni kiivka urcend rovnici

/ dv
az—xg:/h(v). (1.41)

Yo

Vzhledem k tomu, ze g a h jsou inverzni funkce, jsou rovnice (1.37) a (1.40) ekvivalentni. Bo-
dem [z, yo] prochdzi tedy také pravé jedna integralni kiivka rovnice (1.37), kterd je implicitné
zaddna rovnici (1.41).
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V integralu v rovnici (1.41) zavedeme substituci v = g(¢), ¢imz dostaneme

t

=z 1 "(T)dr = = tgl(T) T
r=rot [ e 0= o0+ [ £

to to

kde to € (t1,t2) takové, ze yo = g(to). Parametrické rovnice integrélni kiivky (1.41) jsou tedy

Tato kiivka je integralni kiivkou rovnice (1.37) na intervalu (a,b), kde

t
/ /
a=mx9+ inf g(T)dT a b=uxz9+ sup /9(7—)
te(tl,t2)t T te(titz) » T
0 0

PRIKLAD 1.56. Resme rovnici
W) +y —z=0.

Rovnici 1ze zfejmé piepsat do tvaru
=)+,
a je tedy tvaru (1.36). Provedeme substituci 3’ = ¢, odkud

r=f(t) =141t

dr. O

Funkce f je zfejmé ostie rostouci na R a méa zde spojitou derivaci. Tim médme splnény
predpoklady véty 1.53 (a = —oo0 a b = 4+00), a parametrické rovnice feSeni jsou tedy

x(t) = 24t
t

y(t) = wyo+ /7’(37’2 + 1)dr =

to
1 2 3 4 1 2 3 4
= — =ty — =t —t —t kde t € R.
Yo 5 0 40+2 +4 s et c
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