
1 Křivky dané parametricky

1.1 Definice a př́ıklady křivek a jejich parametrizace

Definice 1.1 (Křivka daná parametricky)
Necht’ X = X(t) a Y = Y (t) jsou funkce diferencovatelné na (α, β) a spojité
na [α, β]. Pak množinu bod̊u

{[X(t), Y (t)] ∈ R2 : t ∈ [α, β]},

nazvýváme křivkou danou parametricky.

Descart̊uv list {[x, y]k : x3 + y3 =

axy}. Parametrizace x(t) = a cos
2
3 t

a y(t) = a sin
2
3 t. Dosad́ıme:

a3 = 3a(cos t sin t)
2
3 .

Asteroida {[x, y]k : x
2
3 + y

2
3 = a

2
3}

Parametrizace x(t) = a cos3 t a
y(t) = a sin3 t.
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Cykloida {[x, y]k : x(t) = a(t− sin t), y(t) = a(1− cos t), t ≥ 0}

1.2 Tečny ke křivce dané parametricky

Poznámka. Pro derivaci funkćı podle parametru (typicky t je ve fyzice čase
apod.) se často použ́ıvá značeńı derivaćı tečkou: d

dt
X(t) = Ẋ(t), d

dt
Y (t) =

Ẏ (t).

Věta 1.2 (Rovnice tečny)
Mějme křivku {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} a necht’ pro t0 ∈ (α, β) je alespoň
jedna z derivaćı Ẋ(t0) a Ẏ (t0) nenulová. Pak rovnice tečny ke křivce v bodě
[X(t0), Y (t0)] je

Ẏ (t0)(x−X(t0)) = Ẋ(t0)(y − Y (t0)).

D̊ukaz. 1. Necht’ Ẋ(t0) ̸= 0:
Sestroj́ıme sečnu s procházej́ıćı bodem [X(t0), Y (t0)] a nějakým bĺızkým
bodem [X(t0+h), Y (t0+h)] (h > 0 malé) a pomoćı limitńıho přechodu
h → 0 źıskáme rovnci tečny t : y = kx + q. Směrnice ks takové sečny
má rovnici

ks(h) =
Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)
.

Provedeme-li limitńı přechod h → 0, dostaneme směrnici tečny k v
bodě [X(t0), Y (t0)]:

k = lim
h→0

ks(h) = lim
h→0

Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)
= lim

h→0

Y (t0 + h)− Y (t0)

X(t0 + h)−X(t0)

h

h
=

Ẏ (t0)

Ẋ(t0)

2



Koeficient q vypoč́ıtáme po dosazeńı bodu [x(t0), y(t0)] do rovnice tečny

q = Y (t0)− kX(t0) = Y (t0)−
Ẏ (t0)

Ẋ(t0)
X(t0).

Odtud dostáváme tvrzeńı věty.

2. Je-li Ẋ(t0) = 0, pak X(t) = X(t0) a podle předpoklad̊u je nutně
Ẏ (t0) ̸= 0. Dostáváme tedy vertikálńı tečnu o rovnici x = X(t0).

1.3 Plocha v křivce dané parametricky

Věta 1.3 (Plocha v křivce)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je
prostá, Ẋ spojitá a Y ≥ 0 na [α, β]. Potom plocha vymezená křivkou a osou
x je dána vzorcem

A =

β∫
α

Y (t)Ẋ(t)dt.

D̊ukaz. Protože X(t) je prostá funkce, existuje k ńı inverzńı funkce X−1 a
vztah x = X(t) lze invertovat na t = X−1(x). Křivku v parametrickém popisu
můžeme zároveň uvažovat jako křivku danou grafem funkce f s předpisem

f(x) := Y (t) = Y (X−1(x)).

Plocha pod grafem funkce f je

A =

b∫
a

f(x)dx,

kde meze a a b jsou dány obrazem bod̊u α a β:

a := X(α), b := X(β).

Dále zpětně provedeme substituci x = X(t) a dostaneme tvrzeńı věty:

A =

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(X(t))Ẋ(t)dt =

β∫
α

Y (X−1(X(t)))Ẋ(t)dt =

β∫
α

Y (t)Ẋ(t)dt.
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1.4 Délka křivky dané parametricky

Věta 1.4 (Délka parametrické křivky)
Necht’ Ẋ a Ẏ jsou spojité funkce na [α, β]. Délka křivky dané parametricky
je dána vzorcem

L =

β∫
α

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2dt.

Věta 1.5 (Délka křivky v polárńıch souřadnićıch)
Necht’ r a ṙ jsou spojité funkce na [α, β]. Délka křivky v polárńıch souřadnićıch

L =

β∫
α

√
r2(φ) + ṙ2(φ)dφ.

D̊ukaz. Ve Větě 1.4 přejdeme do polárńıch souřadnic vztahy

X(φ) = r(φ) cosφ,

Y (φ) = r(φ) sinφ,

pro které plat́ı
Ẋ2 + Ẏ 2 = r2 + ṙ2.

1.5 Objem a povrch rotuj́ıćı křivky dané parametricky

Věta 1.6 (Objem křivky rotuj́ıćı okolo osy x)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je
prostá, Ẋ spojitá a Y ≥ 0 na [α, β]. Potom objem tělesa, které vznikne rotaćı
křivky dané parametricky okolo osy x je dán vzorcem

V = π

β∫
α

Y 2(t)Ẋ(t)dt.

Věta 1.7 (Objem křivky rotuj́ıćı okolo osy y)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ Y je
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prostá, Ẏ spojitá a X ≥ 0 na [α, β]. Potom objem tělesa, které vznikne rotaćı
křivky dané parametricky okolo osy y je dán vzorcem

V = π

β∫
α

X2(t)Ẏ (t)dt.

Věta 1.8 (Povrch křivky rotuj́ıćı okolo osy x)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ X je
prostá, Ẋ a Ẏ spojité a Y ≥ 0 na [α, β]. Potom povrch tělesa, které vznikne
rotaćı křivky dané parametricky okolo osy x je dán vzorcem

P = 2π

β∫
α

Y (t)

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2 dt.

Věta 1.9 (Povrch křivky rotuj́ıćı okolo osy y)
Necht’ {[X(t), Y (t)] : t ∈ [α, β]} je křivka daná parametricky a necht’ Y je
prostá, Ẋ a Ẏ spojité a X ≥ 0 na [α, β]. Potom povrch tělesa, které vznikne
rotaćı křivky dané parametricky okolo osy y je dán vzorcem

P = 2π

β∫
α

X(t)

√
(Ẋ(t))2 + (Ẏ (t))2 dt.
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