1 |Krivky dané parametricky

1.1 Definice a priklady krivek a jejich parametrizace

Definice 1.1 (Kfivka dand parametricky)
Necht X = X (t) a Y = Y (¢) jsou funkce diferencovatelné na (a, 8) a spojité
na [, §]. Pak mnozinu bodu

{[X(®),Y(t)] € R* : t € o, B},

nazvyvame kiivkou danou parametricky.
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ary}. Parametrizace z(t) = acosit Parametrizace z(t) = acos®t a
a y(t) = asinit. Dosadime: y(t)=asin’t.

a® = 3a(costsint)3.
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1.2 Tecny ke krivce dané parametricky

Pozndmka. Pro derivaci funkef podle parametru (typicky t je ve fyzice case
apod.) se ¢asto pouzivd znateni derivaci teckou: LX(t) = X(t), LY (t) =
Y ().

Véta 1.2 (Rovnice tecny)
Meéjme kiivku {[X(t), Y (t)] : t € [, 8]} a necht pro to € (a, ) je alespon

jedna z derivaci X () a Y (to) nenulové. Pak rovnice tecny ke kiivce v bodé
[X(to), Y (to)] je
Y (to)(z — X(t)) = X(to)(y — Y (to))-
Diikaz. 1. Necht X (ty) # 0:
Sestrojime se¢nu s prochézejici bodem [X (¢), Y (t9)] a néjakym blizkym
bodem [X (to+h), Y (to+h)] (h > 0 malé) a pomoci limitniho pfechodu
h — 0 ziskame rovnci teény t : y = kx + q. Smérnice k; takové secny
ma rovnici

k ( ) — Y(tO + h) — Y(tO)
’ X(to+h) = X(to)
Provedeme-li limitni pfechod h — 0, dostaneme smérnici tecny k v
bodé [X(to), Y(to)]

k = lim ks(h> = lim Y(to + h) B Y(t()) . Y(to + h) — Y(to)

h
=1 —
h—0 h—0 X (to + h) — X (to) T X(to+h)— X(to) h
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Koeficient ¢ vypocitdme po dosazeni bodu [z (o), y(to)] do rovnice tecny

1= Y(to) — kX (o) = ¥ (t0) — )};E:))X(to)-

Odtud dostavame tvrzeni véty.

2. Je-li X(tp) = 0, pak X(t) = X(ty) a podle pfedpokladi je nutné
Y (tp) # 0. Dostavame tedy vertikalni te¢nu o rovnici x = X (to).
[l

1.3 Plocha v krivce dané parametricky

Véta 1.3 (Plocha v kiivee)
Necht {[X(t),Y(t)] : t € [, f]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prostd, X spojitd a Y > 0 na [«, 5]. Potom plocha vymezend kiivkou a osou

x je dana vzorcem
B

A:/Y@X@M

«

Diikaz. Protoze X (t) je prostd funkce, existuje k ni inverzni funkce X! a
vztah x = X (t) 1ze invertovat na t = X ~!(z). Kfivku v parametrickém popisu
muzeme zaroven uvazovat jako kiivku danou grafem funkce f s predpisem

fla) =Y (t) =Y(X '(2)).
Plocha pod grafem funkce f je

Aziﬂﬂw,

kde meze a a b jsou dany obrazem bodu « a :
a:=X(a), b:=X(0).
Déle zpétné provedeme substituci x = X (¢) a dostaneme tvrzeni véty:

B B

b B
A / F(a)de / FIX(E) X (1)dt = / Y (XX (1) X (£)dt / Y ()X (£)dL.

e} «
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1.4 Délka krivky dané parametricky

Véta 1.4 (Délka parametrické ktivky)
Necht X a Y jsou spojité funkce na [a, 8]. Délka kiivky dané parametricky
je dana vzorcem

B
L= / V) + (7 ()2t

Veéta 1.5 (Délka kiivky v polarnich souradnicich)
Necht r a7 jsou spojité funkce na [, 8]. Délka kiivky v poldrnich souradnicich

B
L=/ () +72(p)dy.

Diikaz. Ve Véteé 1.4 prejdeme do polarnich souradnic vztahy

(¢p) cos

=r
= r(ip) sin ¢,

pro které plati ‘ ‘
X2+ Y? =72 442
O

1.5 Objem a povrch rotujici kirivky dané parametricky

Véta 1.6 (Objem kiivky rotujici okolo osy x)

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [, ]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prosté, X spojitd a Y > 0 na [a, B]. Potom objem télesa, které vznikne rotaci
kiivky dané parametricky okolo osy x je dan vzorcem

B

V= 7T/Y2(t)X(t)dt.

«

Véta 1.7 (Objem kiivky rotujici okolo osy ¥)
Necht {[X(¢),Y(t)] : t € |a, B]} je kiivka dand parametricky a necht Y je



prosté, Y spojitéd a X > 0 na [, ]. Potom objem télesa, které vznikne rotaci
kiivky dané parametricky okolo osy y je dan vzorcem

B
Ve / X2(4)V ().

Véta 1.8 (Povrch kiivky rotujici okolo osy )

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € [, ]} je kiivka dand parametricky a necht X je
prostd, X a Y spojité a Y > 0 na [a, B]. Potom povrch télesa, které vznikne
rotaci kiivky dané parametricky okolo osy x je ddn vzorcem

B

P QW/Y(t)\/(X(t))2 + (V) dt

[0}

Véta 1.9 (Povrch kiivky rotujici okolo osy y)

Necht {[X(¢),Y(t)] : t € |a, 8]} je kiivka dand parametricky a necht Y je
prostd, X a Y spojité a X > 0 na [a, B]. Potom povrch télesa, které vznikne
rotaci kiivky dané parametricky okolo osy v je ddn vzorcem

B

P 27r/X(t)\/(X(t))2 + V() dt.

«
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