1 |Kuzelosecky

1.1 Kartézsky systém soufadnic v R?

Pozndmka. Kartézsky systém souradnic (O, x, y). Posunuti (pfechod) do systému
(O, 2',y'), kde O = [z0, yo] transformacemi

x:xo—l—x/,

y=yo+y.

Definice 1.1 (Vzdalenost bodu)
Vzdélenost dvou bodu A = [x4,y4] a B = [z, ys]:

d(A, B) = /(x4 — x5)* + (ya — ys)*

Definice 1.2 (Vzdalenost bodu a piimky)
Vzdalenost bodu A = [z4,y4] a piimky p:
d(p, A) = min d(A, B).

Véta 1.3 (Vzdélenost piimky od pocatku)
Vzdalenost piimky p : az+by+c = 0 od pocatku O = [0, 0] je ddna vyrazem

e

Diikaz. Vzdélenost pocatku O od piimky p se realizuje na kolmici. Sestrojime
proto kolmici ¢ k piimce p, ktera prochazi pocatkem a zmeéiime vzdalenost
bodu A pruniku piimek p a g od O.

Pripomenme, ze koeficienty a a b tvori normalovy (kolmy) vektor k piimce
p. Proto piimku ¢ hleddme ve tvaru q : bz — ay + d = 0 neb vektor (b, —a) je
kolmy na (a,b). Nyni staci ur¢it koeficient d podle podminky O € ¢, odkud
d=0.

Dalsfm krokem je nalezeni priseéiku A = [x4,y4] pifmek p a ¢. Resenfm
rovnic

d(p,0) =

ary+bysa+c=0
bry —aya = 0.



dostaneme soufadnice pruseciku
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Nakonec spocitame vzdéalenost bodu A od pocatku O

Va2e? + b2 _ |c|
\/a2+622 Va2 + b2

d(p,0) =d(0,A) =

]

Dusledek 1.4 (Vzdalenost primky od bodu)
Vzdalenost piimky p : az+by+c = 0 od bodu B = [z, yp] je ddna vyrazem

_axp +byp + |
N

Diikaz. Pouzijeme vysledek Véty 1.3, pro ktery posuneme pocatek pomocné
soustavy soutradné (O’ 2’ y') do bodu B, tj. poc¢atek O’ ma v puvodni souradné
soustaveé soutfadnice O' = B = [zp, yg]. Transformaéni vztahy posunuti (O, z,y) —
(O, 2',y') jsou

d(p, B)

r=uxp+ 2,

y=yp+y.

Piimka p ma tedy v ¢arkované soustave rovnici p : a(xp+2')+b(yp+y')+c =
0, tj.
p:ax’ +by 4+ arg + byg +c = 0.
ozn. ¢
Podle Véty 1.3 je vzdélenost pocatku O’ od piimky p (vyjadiené v ¢arkované
soustave)
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1.2 KruzZnice a elipsa

Definice 1.5 (Kruznice)
Kruznice se stfedem v bodé S o poloméru r > 0

K={A:d(A4,S5)=r}.

Pozndmka. Necht S = [xg,y0] a bod A = [x,y]. Pak A € K kdyz d(A, S) =,
£,
(x —20)* + (y — y0)* = 1%,
Definice 1.6 (Elipsa)
Elipsa s ohnisky F} a F, a délkou hlavni poloosy a

E={A:d(A F)+d(A, F) =2a},
kde stted S se nachézi v poloviné usecky FiFy a 2a > d(Fy, Fy) > 0.

Pozndmka. Necht S = [0,0], F; = [—e,0], Fy = [e,0], tj. hlavni poloosa je
ve sméru osy x. Cislo e nazyvame excentricita (vystfednost). Rovnici vsech
bodu A = [z,y] € € dostaneme z defini¢ni rovnice

Ad(A, Fy) +d(A, F) = 2a

pomoci algebraickych manipulaci ve tvaru
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kde mezi koeficienty a, b a e plati z Pythagorovy véty
2 + 0 = a®
Koeficient b se nazyva vedlejsi poloosa (b < a).Vrcholy elipsy se nachazeji v
bodech Vi 5 = [z £ a, yo], V34 = |20, yo £ 0]
Analogicky lze odvodit rovnici pro elipsu s hlavni poloosou ve sméru osy
Y.
Véta 1.7 (Rovnice elipsy)

Rovnice elipsy se stredem v bodé S = [zg, o], excentricitou e a hlavni polo-
0SOU a Ve Smeru osy &

(z — 20)? + (y — )’
a? b?
Rovnice elipsy se stredem v bodé S = [zg, o], excentricitou e a hlavni polo-
0sou @ ve smeéru osy ¥y

= 1.

(I - 900)2 (y - Z/o)2
= + s = 1.

Pro parametry a, b a e plati e + b? = a?.

Diikaz. Plyne z definice a predchozi poznamky. Vrcholy Vio = [z¢ £ a, yo],
Vsa = [x0,y0 £ b]. V prvnim piipadé, Fio = [ro £ €,y0]. V druhém pak
P = [x0,y0 T €]. [

1.3 Hyperbola

Definice 1.8 (Hyperbola)
Hyperbola s ohnisky F; a F, a délkou realné poloosy a > 0

MW= {A : ‘d(A,Fl) —d(A, F2>‘ - za} ,

kde stied S se nachazi v poloviné tusecky FFy a 2a < d(FY, Fy).

Pozndmka. Necht S = [0,0], Fy = [—e,0], Iy, = [e,0] (e—excentricita), tj.
realnd poloosa a je ve sméru osy x. Rovnici vsech bodu A = [z,y] € H
odvodime z defini¢ni rovnice

d(A7 Fl) - d(A7 FQ) - 2CL7
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kterou je téz mozné zapsat ve tvaru
d(A7 Fl) - d(Aa FQ) = j:2a7

ktery vyjadiuje obé vétve hyperboly (pro z > 01z < 0). Po dosazeni za
definici vzdélenosti bodu jednu z odmocnin prevedeme na druhou stranu
rovnice

VE+e2+y?—/(z—e)?+y2=+2

a umocnime na druhou

(r+e)+y*=(z—e)?+y*+4da\/(z — )2 +y? + 4a>.

Tuto rovnici upravime a umocnime na druhou
?(e* — a?) — a’y? = a*(e* — a?).

Dle predpokladu je 0 < 2a < d(Fy, Fy) = 2e, proto a < e a muzeme zavést
parametr b? = e — a?, ktery nazveme imaginarni poloosou. Celkem rovnici
hyperboly zapisujeme ve tvaru

2 2
S
a2 b2
Vrcholy hyperboly se nachazeji v bodech V; 5 = [%a,0].
Analogicky lze odvodit rovnici pro hyperbolu s realnou poloosou ve sméru

oSy .

Véta 1.9 (Rovnice hyperboly)
Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [xg, yo], excentricitou e a redlnou
poloosou a ve sméru osy x

(r —w0)*  (y—1w0)?

a? B b2 =1

Rovnice hyperboly se sttedem v bodé S = [xg, yo|, excentricitou e a redlnou
poloosou a ve sméru osy y
(r —w0)*  (y—1w0)?

e + a? =1

Pro parametry a, b a e plati e? = a? + b2,



Diikaz. Plyne z definice a predchozi poznamky. V prvnim piipade, Fio =
[zo £ e,y0] a Vig = [0 £ a,yo]. V druhém pak Fi o = [z, y0 £ €] a Vi
(%0, Yo + al. [

Véta 1.10 (Asymptoty hyperboly)
Hyperbola o rovnici
(z — 20)? . (y — w0)? -1
a? b2 B

ma v oo asymptoty
b

y:yoj:a(:c—xo).

Diikaz. 7 rovnice hyperboly umime vyjadrit dva funkéni predpisy

2

fra(z) = yo £ \/%(37 —20)? — b2,

které popisuji horni (y > yo) a spodni (y < yo) ¢ast grafu hyperboly. Snadno
nahlédneme, ze

2
lim \/b—($ —x9)? — b — g(x —x9) =0.

z—o00 \ a2

1.4 Parabola

Definice 1.11 (Parabola)
Parabola s ohniskem F' a tidici primkou p

P={A:d(A,F)=d(Ap)}.

Vrchol paraboly V' se nachazi v poloviné vzdélenosti d(F, p) od ohniska F' na
normale k fidici ptimce prochéazejici ohniskem F'.

Pozndmka. Necht V = [0,0], F = [0,¢], p: y = —e a e > 0, tj. parabola
je oteviena v kladném sméru osy y. Rovnici vSech bodu A = [z,y] € P
dostaneme z defini¢ni rovnice

d(A, F) = d(A,p),



t].
2+ (y—e)? =+/(y+e)?

odkud pomoci algebraickych manipulaci dostaneme rovnici paraboly ve tvaru
2 = 4dey.

Analogicky 1ze odvodit rovnici pro parabolu otevienou v kladném sméru
osy x: y* = 4ex. Pokud e < 0, je parabola oteviena v zdporném sméru os.

Véta 1.12 (Rovnice paraboly)
Parabola s vrcholem v bodé V' = [zg, o] a excentricitou e polozend v kladném
(e > 0) nebo zdporném (e < 0) sméru osy & ma rovnici

(y— 90)2 = de(r — x0).

Parabola s vrcholem v bodé V' = [z, yo] a excentricitou e polozend v kladném
(e > 0) nebo zaporném (e < 0) sméru osy y ma rovnici

(z — $0)2 = de(y — yo).
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