1 Extremalni dlohy, konvexnost, konkavnost, inflexe

Rozcvickal

V této ¢asti jsou priklady na procviceni hledani lokalnich extrémi, které pro svou nizsi naroc¢nost
nejsou zahrnuty ve zkouskové pisemce, a tudiz nejsou cislovany.

e Usecku rozdélte na dveé cdsti tak, aby soucet obsahu ¢tvercu sestrojenych nad obéma
¢astmi byl minimalni.
[v poloving]
e Ze vsech obdélniku s danym obsahem urcete ten, ktery ma nejmensi obvod.

[a=b=+/S, kde S je obsah]

e Jak volit rozméry pozemku pravouhlého tvaru, mame-li jej oplotit pletivem délky 60m a
chceme aby obsah byl co nejvétsi?

[15 x 15 = 225]
Zkouskové priklady
1.1 Konvexnost, konkavnost a inflexe
. ) ) ) |22 — 3z — 4|
1. Vysettete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = ——
x
[konvexni na (—oo, —1) a (0,4), konkdvni na (—1,0) a (4, +00), inflex x = —1,z = 4]
2. Vysettete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) =1+ /x
[TODO]
3. Vysetiete konvexnost, konkévnost a inflexni body funkee f(z) = 32% — 2*
[TODO]
e , . , 2x
4. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkece f(x) = T2
x
[TODO]

[konvexn{ na R]

r—1
6. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = | 5 |
x
[TODO]
7. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = In(1 + 2?)
[konvexni na (—1,1), konkdvni na (—oo,—1) a (1,4+00), inflex z = —1,2 = 1]
8. Vysetiete konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce f(z) = 2°Inx + 1
[TODO]
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1.2 Extremalni ulohy

7, desky tvaru trojuhelniku, jehoz zakladna je a a vyska v a thly pii zadkladné jsou ostré,
ma byt vyfiznuta obdélnikova deska; pficemz jedna strana obdélniku je ¢asti zakladny.
Pomoci techniky hledani extrému urcete rozméry obdélniku tak, aby jeho obsah byl ma-
ximalni.
o=%.v=3]
Urcete rozmeéry parniho kotle tvaru vélce tak, aby pii daném objemu V' bylo ochlazovéani
pary nejmensi - tj. aby povrch vélce (véetné podstav) byl minimélni.
[r= %/;, v= ﬁ—‘T/Q]

Ze vsech pravotuhlych trojuhelniki s danym souctem délek prepony a odvésny k urcete
ten jehoz obsah je nejveétsi.

[y =k/3, . =/3/3k, a = /6]
Chceme oplotit vybéh pro slépky, ktery ma mit tvar pravouhelniku. Pfitom mame k
dispozici 200m pletiva a vime, ze ¢ast plotu budou tvorit 2 celé stény drubezarny, jejiz

obdélnikovy ptudorys ma rozmeéry a = 16m a b = 10m. Jaké rozméry musi mit vybéh, aby
mél co nejveétsi obsah?

[¢tverec 56, 5m]
Pomoci techniky hledani extrému urcete rozméry obsahové maximalnitho obdélnika ve-
psaného elipse 22 /a® + y*/b* = 1
[av2,bv/2]
Pomoci techniky hledani extrému urcete rozméry objemové maximalniho valce vepsaného
do koule o poloméru R.
[v=2R/V3, r = R\/2/3]
Jaké rozméry musi mit bazén se ¢tvercovym dnem a objemem V = 32m?, mé-li se na
jeho vyzdéni spotiebovat co nejméné matrialu?
[47 47 2]
Pomoci techniky hledani extrému vepiste do pulkruhu o poloméru r obdélnik maximalni
plochy.
[rv2, 75

Dolni ¢ast okna ma tvar obdélnika, horni tvar pulkruhu. Délka ramu celého okna je P.
Pti jakych rozmérech bude okno propoustét nejvice svétla?

2P P
w+4° 447

Necht je déna funkce f(x) = sin(x)y/1 — cos?(z) na intervalu [—m, 7].

(a) Rozhodnéte, zda existuje prvni derivace funkce f v bodé x = 0.

(b) Naleznéte vsechny lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
—7, 7). Jsou tyto lokalni extrémy téz globalnimi extrémy na uvazovaném intervalu
y Yy g y
[_Wa 7T] ?

[TODO]
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Necht je déna funkce f(x) = x + 24/1 — cos?(x).

(a) Rozhodnéte, zda existuje prvni derivace funkce f v bodé x = 0.

(b) Naleznéte vsechny lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(x) na intervalu
—,m). Jsou tyto lokélni extrémy téz globdlnimi extrémy na uvazovaném intervalu
Jsou tyto lokélni extrémy té7 globdlnimi extrémy sovaném interval
[—m, 7] 7

[(a) neex.; (b) -7 S =% 0 2?” N\, 7, glob. max v 2?”

=

2
x
Naleznéte definiéni obor, lokalni extrémy a intervaly monotonie funkce f(z) = ( n 1)
x

[Df = (=1,+00), =1\ 0 /" +0oq]
Necht soucet dvou &isel je 12, urcete tato &isla tak, aby

(a) soucet tietich mocnin byl minimaln{
(b) soucin jednoho s tfeti mocninou druhého byl maximalni
(c) obé byla kladné a souc¢in jednoho s druhou mocninou druhého byl maximé&lni.
[TODO]
Ukazte, ze pro vsechna z > 0 je funkce Inz vzdy mensi nez /z. (Navod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkei.)
[maximum Inz — \/z je 2In2 — 2 < 0]
Ukazte, ze pro vsechna x € R je funkce 1 4+ x vzdy mensi nez e”. (Navod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkei.)
[minimum e* —z — 1 je 0 vz = 0]
Ukazte, ze pro vSechna x > 0 je funkce In(1 + z) vzdy mensi nez z. (Névod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkci.)
[In(1+ z) — = je pro = > 0 ostie klesajici a zdporn4)
Ukazte, ze pro vSechna = > 0 je funkce arctg z vzdy mensi nez x. (Ndvod: zkoumejte
extrémy rozdilu téchto funkci.)

[arctg  — x je pro & > 0 ostfe klesajici a zdpornd]
Urcete kladny parametr A > 0 tak, aby objem télesa, které vznikne rotaci funkce

f(z) = Az +

okolo osy x na intervalu [0, 1] byl minimé&ln{ !

1
Az +1)
A= /372

Je-li rozdil dvou ¢&isel rovny 10, je jejich soucin vétsi nez —307

[ano]

Nit délky [ se ma rozstiihnout na dvé ¢asti, z jedné ¢éasti se udela kruznice a ze druhé
¢tverec. Urcete délky jednotlivych casti tak, aby soucet ploch ¢tverce a kruhu byl mi-
nimalni.

41

1
lh=1t7 b= x
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Nit délky [ se ma rozstiihnout na dvé ¢asti. Z jedné ¢asti se udéla kruznice a ze druhé rov-
nostranny trojuhelnik. Urcete délky jednotlivych casti tak, aby soucet ploch trojihelniku
a kruhu byl minim&lni.

[TODO]

Do koule o poloméru R vepiste valec s maximalnim objemem.

[r=R %,v:ﬁ]

Do koule o poloméru R vepiste valec s maximéalnim povrchem.
[r:R\/%+1—\/§,v:R 2727\/5]

Jaky je maximalni objem kuzele s danou stranou s?

2m_ 3
[9\/55

Pti jakych rozmérech ma valec daného objemu V' nejmensi povrch?

=2{/Y, r=1]
Z papiru tvaru obdélnika se stranami a a b vyrobime krabicku tak, ze vystiihneme ze vSech
¢tyt rohu stejné ctverce. Krabicka bude mit vysku rovnou strané tohoto ¢tverce. Pomoci
techniky hledani extrému naleznéte délku strany ¢tverce, pfi niz bude objem krabicky
nejvetsi.

& (a+b-va?—ab+ )]
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