1 |Derivace funkce

1.1 Definice
Definice 1.1 (Derivace funkce f v bodé a)

Pokud existuje limita
o @ = 1@ _ o fla k)~ fla)
T—a Tr—a h—0 h

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé a a znac¢ime f'(a), %(a) nebo fM(a).

Definice 1.2 (Jednostranné derivace)
Pokud existuje limita

@)= @ _ | fla+h) = f@)

xl—lgl— Tr—a h—0— h ’
resp.
i J@ =@ flat k) = fa)
rz—a+ Tr— a h—0+ h

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé a zleva, resp. zprava a znacime f’ (a), resp.
fi(a).

Véta 1.3 (O limité derivace)
Necht pro funkci f a bod a € D; plati, ze

1. 36 > 0 tak, ze f je diferencovatelnd na (a — 9, a), resp. (a,a + 9),
2. funkce f je spojitd v bodé a zleva, resp. zprava,

. , . ,
3. 3 lim f'(x), resp. Elmligarf (x).

Tr—a—

Potom existuje f’ (a), resp. f’ (a) tak, ze plati

fl(a) = lim f'(z), resp. fi(a)= lim f'(z).

T—a— r—a+

dn

4w f(x) n. derivace. Definujeme pomoci indukce

Pozndmka. Derivace vyssich fadu f(z) =
fi(2) = G f" (@), neN.
1.2 Pravidla pro derivovani

Véta 1.4 (Pravidla pro derivovani)
Necht o € R, f a g maji v bodé 2 koneénou derivaci. Potom

L (f+9)(z)=f(z) +d(x),

2. (af)(z) = af'(z)
3. (f9)'(x) = f(z)g() + f(2)g'(x),
N ) @@/ pokud g(x) £ 0

Diukaz. Tvrzeni 1. a 2. plynou piimo z definice derivace.



iy S @+ gz + 1) = f2)g(x) _
h—0 h N

i L Pgle 4 ) = (@ + Bg(e) + [ + R)g(e) —f(2)g(x)

h—0 h

i e SIS0 o a1 ) _
= f(z)g'(z) + f'(z)g(x)
4.
-
St e
_ilHoh( (x+h) g(x))
_ iy F &+ )g(2) — fla)g(z +h) _
h—0 h g(x)g(x+ h)

0

fla -+ Wg(e) “F)g(e) + f(@)g(x) —f(x)g(w +h) _

= lim

h—0 h g(x)g(x + h)
_ iy @ h) = f@)g(z) — f(2)(9(x +h) —g(x)) _
h—0 h g(x)g(x + h)
_ ['(@)g(x) — f(x)g'(x)
g(z)?

Véta 1.5 (Derivace funkce z™)

flx)y=2" neR = f(r)=na""".
Diikaz. Dukaz matematickou indukei pro n € N.

Véta 1.6 (Vztah derivace a spojitosti)
Necht funkce f ma v bodé a kone¢nou derivaci. Pak je v bodé a spojité.

Dikaz.

lim f(a+ h) — f(a) = lim %(f(a L h) = fla)) = tim p LOFR =@

h—0 h—0 h—0 h
~ vV
1

=

f(a)e
odkud lim f(a + h) = f(a).
h—0

Véta 1.7 (Leibnizovo pravidlo)
Necht funkce f a g maji koneénou derivaci n. fadu. Pak

(f-9™ =" (Z) J¥g ",

k=0

Pozndmka. Nultd derivace funkce f© oznacuje ptivodni funkci f, tj. f© = f.
Pozndmka. Kombinaé¢ni ¢islo (Z) = (n_"—k'),k, prone N, ke0,...,n

Pozndmka. Pro n =1 ddva Leibnizovo pravidlo (f -g) = f'g+ f¢g'.
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1.3 Derivace slozené funkce

Véta 1.8 (Retézové pravidlo)
Necht funkce g mé konec¢nou derivaci v a a funkce f ma konecnou derivaci v bodé g(a). Potom

(fog)(a)=f(9(a)) g'(a).
Diikaz.
i F29)(@) = (fog)(a) _

r—a xr—a r—a g(x) — g(a) r —a

Diisledek 1.9 (Retézové pravidlo pro vice funkei)

(f10f20f30"'0fn),:f{ féfé fflu

kde jsou kvuli prehlednosti vynechdny body, ve kterych jsou derivace funkci vy¢isleny.

1.4 Derivace inverzni funkce

Véta 1.10 (Derivace inverzni funkce)
Necht funkce f je prosta a f~! je jejf inverzni funkce. Necht funkce f mé koneénou derivaci v

bodé z = f~!(y). Potom

1Y () =

Diikaz. Dukaz vychéazi z Véty ?? o inverzn{ funkci: f o f~! =id a Véty 1.8 o derivaci slozené

funkce takto: q q
L) =3 (v),

(L) G )=

T

odkud vydélenim

1.5 Tec¢na a normala

Véta 1.11 (Rovnice tecny)
Necht existuje kone¢nd derivace funkce f v bodé a. Potom rovnice tecny tf(a) ke grafu funkee
f v bodé a mé rovnici

ty(a) 1y = fla) = f'(a)(z - a).

Diikaz. Necht pro malé h je sj, se¢na prochézejici body [a, f(a)] a [a + h, f(a + h]. Tato setna
ma rovnici s, : y = k(h)z + q(h), kde

fla+h) = f(a)
h 7
Po limitnfm pfechodu h — 0 se se¢na s, stane te¢nou ty(a) s rovnici tf(a) : y = kx + ¢, kde

k= Jim k(h) = lim 2020 = /(@)

h—0 h—0 h

k(h) = q(h) = f(a) = k(h)a.

= f'(a), q=f(a) - f(a)a.

Odtud plyne tvrzeni véty. O]



Véta 1.12 (Rovnice normaly)
Necht existuje koneénd nenulovd derivace funkce f v bodé a. Potom rovnice normaly ns(a) ke

grafu funkce f v bodé a ma rovnici
1
nf(a) A f((l) - _f,((l> (.73 - a)‘

Dikaz. Norméla ny(a) ke grafu f v bodé a je piimka kolmd na tec¢nu ty(a) prochazejici bodem

la, f(a)]. Podle Véty 1.11 ma te¢na ty(a) rovnici v normalnim tvaru
(@) F(a)e —y+ fla) — af'(a) = 0,

kde koeficienty u = a y tvoii normélovy vektor (f'(a), —1). K nému kolmy vektor (1, f’(a)) je

pak normélovym vektorem normaly ny(a) s rovnici v normalnim tvaru
ng(a) :x+ f'(a)y +C =0.
O

Konstanta C' se uréi z podmiky protnuti n¢(a) a grafu f v bodé a jako C = a + f'(a)f(a)

Odtud jiz snadno plyne tvrzeni véty.

1.6 Derivace cyklometrickych funkci

1.6.1 Funkce arcsin
| a ma inverzni funkei, kterou znac¢ime arcsin.

—

]

Funkce sin je prostd na intervalu [—7, 7
Daresin = Hgin = [—1, 1 X [l"ad] arcsiny 0 % % % g
Harcsin = Dsin - [_g,% sinx Yy ? % g ‘/Tg \/7‘1

Véta 1.13 (Derivace funkce arcsin)
(arcsinz) = ! na (—1,1)
V1 —x? ’
Dikaz. Podle Véty 1.10: (arcsinz) = m, kde x = siny. Polozime-li y = arcsinz, mame
1

vztah
: /
(arcsinzx)’ = —.
cos(arcsin )
Uz staci jen upravit pravou stranu. Pouzijeme vztah mezi sin a cos: cos z = \/1 — sin? z, ktery

Z, 2], kde dosadime z = arcsin x:

202
cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 2.

plati pro Vz € |

Funkce arccos
Funkce cos je prostd na intervalu [0, 7] a m& inverzni funkci, kterou zna¢ime arccos.

1.6.2
Darccos = Heos = [—1,1] x [rad] [ arccosy [ 0 = 2 & =
Harecos = Deos = [0, 7] COS T y \/71 \/75 \/75 g @

Lemma 1.14
arcsin r + arccos x = g



Dikaz. Rovnost -

arcsinx = 5 — arccos r

je ekvivalentni rovnosti
. . . 7T
x = sin(arcsin x) = sin 5 ~arccosz .
Pouzijeme-li souc¢tovy vzorec pro funkci sin na pravé strané této rovnosti, dostaneme

. ™ . T ™ .
sin 5 — arccosz ) = sin 5 cos(arccos x) — cos 5 sin(arccos x) = x.

1 0
Véta 1.15 (Derivace funkce arccos)
(arccosx)' = ! na (—1,1)
V1— a2 ’
Dikaz. Plyne z Lemma 1.14. m
1.6.3 Funkce arctg
Funkce tg je prostd na intervalu (7, ) a ma inverzni funkci, kterou znacime arctg .
Darctg = Htg =R
H'arctg =Dy =(—%:3) v [rad] |arctgy |0 £ F % 7
mg{{loo arctg r = 3 tgx Y 0 \/Lg 1 /3 nedef.
lim arctg x = -3
T—r—00
Véta 1.16 (Derivace funkce arctg)
(arctg z)" = ! na R
S
Diikaz. Podle Vety ?7?: (arctg x) = @, kde x = tgy. Polozime-li y = arctg x, mame vztah
(arctg ) = cos®(arctg x).
Uz staci jen upravit pravou stranu. Pouzijeme nasledujici prevod mezi cos a tg:
1 cos? in
_co Z 4+ sz _ 1—|—tg22,
cos? z cos? z
odkud
9 1
COS™ 2 = T o
1+tg<z
kde dosadime z = arctg x. O]



1.6.4 Funkce arccotg

Funkce cotg je prostd na intervalu (0,7) a mé inverzni funkei, kterou znacime arccotg .

Darccotg = Ilcotg — R
}{fﬂrccotg = Dcotg_:O(Ov m) x [rad] | arccotg y 0 5 i 5 5
,m arccotg r = cotg x Y nedef. 3 1 \/Lg 0
lim arccotg x =7
Tr——00
Lemma 1.17
s
arctg x + arccotg x = 5
Diukaz. Rovnost -
arctg x = 5~ arccotg x
je ekvivalentni rovnosti
sin (g — arccotg x)

r = tg (arctg x) = tg <E — arccotg x) = :
2 cos (g — arccotg a:)

Pouzijeme-li souc¢tovy vzorec pro funkci sin a cos na pravé strané této rovnosti, dostaneme

1 0
~ = ~ =
. ™ .
sin (T — arccotg #) S5 cos(arccotg x) — cos B sin(arccotg )
2 — = —— = cotg (arccotg z) = x.
cos (§ — arccotg z)  cos B cos(arccotg ) + sin B sin(arccotg )
T \\1/—/

Véta 1.18 (Derivace funkce arccotg)

1
1+ 22

(arccotg x) = — na R

Dikaz. Plyne z Lemma 1.17.
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