
1 Derivace funkce

1.1 Definice

Definice 1.1 (Derivace funkce f v bodě a)
Pokud existuje limita

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě a a znač́ıme f ′(a), df
dx
(a) nebo f (1)(a).

Definice 1.2 (Jednostranné derivace)
Pokud existuje limita

lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0−

f(a+ h)− f(a)

h
,

resp.

lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
,

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě a zleva, resp. zprava a znač́ıme f ′
−(a), resp.

f ′
+(a).

Věta 1.3 (O limitě derivace)
Necht’ pro funkci f a bod a ∈ Df plat́ı, že

1. ∃δ > 0 tak, že f je diferencovatelná na (a− δ, a), resp. (a, a+ δ),

2. funkce f je spojitá v bodě a zleva, resp. zprava,

3. ∃ lim
x→a−

f ′(x), resp. ∃ lim
x→a+

f ′(x).

Potom existuje f ′
−(a), resp. f

′
+(a) tak, že plat́ı

f ′
−(a) = lim

x→a−
f ′(x), resp. f ′

+(a) = lim
x→a+

f ′(x).

Poznámka. Derivace vyšš́ıch řád̊u f (n)(x) = dn

dxnf(x) n. derivace. Definujeme pomoćı indukce
f (n)(x) = d

dx
f (n−1)(x), n ∈ N.

1.2 Pravidla pro derivováńı

Věta 1.4 (Pravidla pro derivováńı)
Necht’ α ∈ R, f a g maj́ı v bodě x konečnou derivaci. Potom

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x),

2. (αf)′(x) = αf ′(x)

3. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

4.
(

f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g(x)2
, pokud g(x) ̸= 0

D̊ukaz. Tvrzeńı 1. a 2. plynou př́ımo z definice derivace.
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3.

lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)

0︷ ︸︸ ︷
−f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)−f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)
g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x)

f(x+ h)− f(x)

h
=

= f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

4.

lim
h→0

(
f
g

)
(x+ h)−

(
f
g

)
(x)

h
=

= lim
h→0

1

h

(
f(x+ h)

g(x+ h)
− f(x)

g(x)

)
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x+ h)

h g(x)g(x+ h)
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)

0︷ ︸︸ ︷
−f(x)g(x) + f(x)g(x)−f(x)g(x+ h)

h g(x)g(x+ h)
=

= lim
h→0

(f(x+ h)− f(x))g(x) − f(x)(g(x+ h)− g(x))

h g(x)g(x+ h)
=

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2

Věta 1.5 (Derivace funkce xn)

f(x) = xn, n ∈ R ⇒ f ′(x) = nxn−1.

D̊ukaz. Důkaz matematickou indukćı pro n ∈ N.
Věta 1.6 (Vztah derivace a spojitosti)
Necht’ funkce f má v bodě a konečnou derivaci. Pak je v bodě a spojitá.

D̊ukaz.

lim
h→0

f(a+ h)− f(a) = lim
h→0

h

h
(f(a+ h)− f(a)) = lim

h→0
h
f(a+ h)− f(a)

h︸ ︷︷ ︸
↓

f ′(a)∈R

= 0,

odkud lim
h→0

f(a+ h) = f(a).

Věta 1.7 (Leibnizovo pravidlo)
Necht’ funkce f a g maj́ı konečnou derivaci n. řádu. Pak

(f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k).

Poznámka. Nultá derivace funkce f (0) označuje p̊uvodńı funkci f , tj. f (0) = f .

Poznámka. Kombinačńı č́ıslo

(
n
k

)
= n!

(n−k)!k!
pro n ∈ N, k ∈ 0, ..., n.

Poznámka. Pro n = 1 dává Leibnizovo pravidlo (f · g)′ = f ′g + fg′.
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1.3 Derivace složené funkce

Věta 1.8 (Řetězové pravidlo)
Necht’ funkce g má konečnou derivaci v a a funkce f má konečnou derivaci v bodě g(a). Potom

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a).

D̊ukaz.

lim
x→a

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)
x− a

= lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(g(a)) · g′(a).

Důsledek 1.9 (Řetězové pravidlo pro v́ıce funkćı)

(f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ · · · ◦ fn)′ = f ′
1 f ′

2 f ′
3 . . . f ′

n,

kde jsou kv̊uli přehlednosti vynechány body, ve kterých jsou derivace funkćı vyč́ısleny.

1.4 Derivace inverzńı funkce

Věta 1.10 (Derivace inverzńı funkce)
Necht’ funkce f je prostá a f−1 je jej́ı inverzńı funkce. Necht’ funkce f má konečnou derivaci v
bodě x = f−1(y). Potom (

f−1
)′
(y) =

1

f ′(x)
.

D̊ukaz. Důkaz vycháźı z Věty ?? o inverzńı funkci: f ◦ f−1 = id a Věty 1.8 o derivaci složené
funkce takto:

d

dy

(
f(f−1(y))

)
=

d

dy

(
y
)
,

df

dx

(
f−1(y)︸ ︷︷ ︸

x

)
· df

−1

dy

(
y
)
= 1,

odkud vyděleńım

1.5 Tečna a normála

Věta 1.11 (Rovnice tečny)
Necht’ existuje konečná derivace funkce f v bodě a. Potom rovnice tečny tf (a) ke grafu funkce
f v bodě a má rovnici

tf (a) : y − f(a) = f ′(a)(x− a).

D̊ukaz. Necht’ pro malé h je sh sečna procházej́ıćı body [a, f(a)] a [a+ h, f(a+ h]. Tato sečna
má rovnici sh : y = k(h)x+ q(h), kde

k(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
, q(h) = f(a)− k(h)a.

Po limitńım přechodu h → 0 se sečna sh stane tečnou tf (a) s rovnićı tf (a) : y = kx+ q, kde

k = lim
h→0

k(h) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a), q = f(a)− f ′(a)a.

Odtud plyne tvrzeńı věty.
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Věta 1.12 (Rovnice normály)
Necht’ existuje konečná nenulová derivace funkce f v bodě a. Potom rovnice normály nf (a) ke
grafu funkce f v bodě a má rovnici

nf (a) : y − f(a) = − 1

f ′(a)
(x− a).

D̊ukaz. Normála nf (a) ke grafu f v bodě a je př́ımka kolmá na tečnu tf (a) procházej́ıćı bodem
[a, f(a)]. Podle Věty 1.11 má tečna tf (a) rovnici v normálńım tvaru

tf (a) : f
′(a)x− y + f(a)− af ′(a) = 0,

kde koeficienty u x a y tvoř́ı normálový vektor (f ′(a),−1). K němu kolmý vektor (1, f ′(a)) je
pak normálovým vektorem normály nf (a) s rovnićı v normálńım tvaru

nf (a) : x+ f ′(a)y + C = 0.

Konstanta C se urč́ı z podmı́ky protnut́ı nf (a) a grafu f v bodě a jako C = a + f ′(a)f(a).
Odtud již snadno plyne tvrzeńı věty.

1.6 Derivace cyklometrických funkćı

1.6.1 Funkce arcsin

Funkce sin je prostá na intervalu [−π
2
, π
2
] a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arcsin.

Darcsin = Hsin = [−1, 1]
Harcsin = Dsin = [−π

2
, π
2
]

x [rad] arcsin y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sinx y
√
0
2

√
1
2

√
2
2

√
3
2

√
4
2

Věta 1.13 (Derivace funkce arcsin)

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
na (−1, 1)

D̊ukaz. Podle Věty 1.10: (arcsin x)′ = 1
(sin y)′

, kde x = sin y. Polož́ıme-li y = arcsin x, máme
vztah

(arcsinx)′ =
1

cos(arcsinx)
.

Už stač́ı jen upravit pravou stranu. Použijeme vztah mezi sin a cos: cos z =
√
1− sin2 z, který

plat́ı pro ∀z ∈ [−π
2
, π
2
], kde dosad́ıme z = arcsinx:

cos(arcsinx) =
√
1− sin2(arcsinx) =

√
1− x2.

1.6.2 Funkce arccos

Funkce cos je prostá na intervalu [0, π] a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arccos.

Darccos = Hcos = [−1, 1]
Harccos = Dcos = [0, π]

x [rad] arccos y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cosx y
√
4
2

√
3
2

√
2
2

√
1
2

√
0
2

Lemma 1.14

arcsinx+ arccosx =
π

2
.
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D̊ukaz. Rovnost
arcsinx =

π

2
− arccosx

je ekvivalentńı rovnosti

x = sin(arcsinx) = sin
(π
2
− arccosx

)
.

Použijeme-li součtový vzorec pro funkci sin na pravé straně této rovnosti, dostaneme

sin
(π
2
− arccosx

)
= sin

π

2︸ ︷︷ ︸
1

cos(arccosx)− cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

sin(arccosx) = x.

Věta 1.15 (Derivace funkce arccos)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

na (−1, 1)

D̊ukaz. Plyne z Lemma 1.14.

1.6.3 Funkce arctg

Funkce tg je prostá na intervalu (π
2
, π
2
) a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arctg .

Darctg = Htg = R
Harctg = Dtg = (−π

2
, π
2
)

lim
x→+∞

arctg x = π
2

lim
x→−∞

arctg x = −π
2

x [rad] arctg y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

tg x y 0 1√
3

1
√
3 nedef.

Věta 1.16 (Derivace funkce arctg)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
na R

D̊ukaz. Podle Věty ??: (arctg x)′ = 1
(tg y)′

, kde x = tg y. Polož́ıme-li y = arctg x, máme vztah

(arctg x)′ = cos2(arctg x).

Už stač́ı jen upravit pravou stranu. Použijeme následuj́ıćı převod mezi cos a tg :

1

cos2 z
=

cos2 z + sin2 z

cos2 z
= 1 + tg 2z,

odkud

cos2 z =
1

1 + tg 2z
,

kde dosad́ıme z = arctg x.
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1.6.4 Funkce arccotg

Funkce cotg je prostá na intervalu (0, π) a má inverzńı funkci, kterou znač́ıme arccotg .

Darccotg = Hcotg = R
Harccotg = Dcotg = (0, π)
lim

x→+∞
arccotg x = 0

lim
x→−∞

arccotg x = π

x [rad] arccotg y 0 π
6

π
4

π
3

π
2

cotg x y nedef.
√
3 1 1√

3
0

Lemma 1.17

arctg x+ arccotg x =
π

2
.

D̊ukaz. Rovnost
arctg x =

π

2
− arccotg x

je ekvivalentńı rovnosti

x = tg (arctg x) = tg
(π
2
− arccotg x

)
=

sin
(
π
2
− arccotg x

)
cos

(
π
2
− arccotg x

) .
Použijeme-li součtový vzorec pro funkci sin a cos na pravé straně této rovnosti, dostaneme

sin
(
π
2
− arccotg x

)
cos

(
π
2
− arccotg x

) =

1︷ ︸︸ ︷
sin

π

2
cos(arccotg x)−

0︷ ︸︸ ︷
cos

π

2
sin(arccotg x)

cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

cos(arccotg x) + sin
π

2︸ ︷︷ ︸
1

sin(arccotg x)
= cotg (arccotg x) = x.

Věta 1.18 (Derivace funkce arccotg)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2
na R

D̊ukaz. Plyne z Lemma 1.17.
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