
1 Úvod

V této úvodńı kapitole se seznámı́me se základńımi matematickými pojmy, značeńım, operacemi
s množinami a základy matematické logiky. Dále jsou zde stručně probrány č́ıselné množiny,
intervaly, pojem omezenosti množiny, horńı hranice (závora) množiny a konečně význam abso-
lutńı hodnoty č́ısla.

1.1 Množiny

Definice 1.1 (Naivńı definice množiny — Cantor 1873)
Soubor dobře definovaných a dobře rozlǐsitelných objekt̊u se nazývá množina. Množiny zapi-
sujeme ve tvaru

M = {prvek x : vlastnosti prvku x}.

Definice 1.2 (Operace s množinami)
Necht’ A a B jsou nějaké množiny a x je prvek. Potom definujeme následuj́ıćı symboly:

x ∈ A prvek x nálež́ı množině A.
x /∈ A prvek x nenálež́ı množině A.
A ⊂ B množina A je část́ı množiny B.
A ∪B sjednoceńı množin A a B.
A ∩B pr̊unik množin A a B.
∅ prázdná množina.
A = {x : V } zápis množiny, která má prvky x, o kterých plat́ı vlast-

nost V , např. V : x > 0.

Poznámka. Vlastnosti prázdné množiny ∅:

• A ∪ ∅ = A

• A ∩ ∅ = ∅

Př́ıklad. Necht’ A = {♀}, B = {♂, ♀}, pak plat́ı:

• A ⊂ B

• A ∩B = {♀} = A

• A ∪B = {♂, ♀} = B

Definice 1.3 (Kartézský součin množin A a B)
A×B = {(x, y) : x ∈ A a y ∈ B}

1.2 Výroky

Definice 1.4 (Výrok)
Výrok je tvrzeńı, o kterém můžeme rozhodnout zda plat́ı nebo neplat́ı.

Definice 1.5 (Přehled operaćı s výroky)
Necht’ V1 a V2 jsou výroky. Potom definujeme následuj́ıćı značeńı:
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V1 výrok V1 (plat́ı).
¬V1 negace výroku V1 (výrok V1 neplat́ı).
V1 ∧ V2 konjunkce - plat́ı V1 a zároveň V2.
V1 ∨ V2 disjunkce - plat́ı V1 nebo V2.
V1 ⇒ V2 implikace - když plat́ı V1 , pak plat́ı V2.
V1 ⇔ V2 ekvivalence - V1 plat́ı právě tehdy, když plat́ı V2.
∃ existenčńı kvantifikátor - existuje aspoň jeden prvek . . .
∃1 nebo ∃! existenčńı kvantifikátor - existuje právě jeden prvek . . .
∃∞ existenčńı kvantifikátor - existuje nekonečně prvk̊u . . .
∀ kvantifikátor: pro všechny prvky . . .

Poznámka. Výlučná disjunkce (exkluzivńı disjunkce, non-ekvivalence): (V1 ∨ V2) ∧ ¬(V1 ∧ V2).

Definice 1.6 (Tabulka pravdivostńıch hodnot pro operace s výroky)
V následuj́ıćı tabulce P znamená plat́ı a N neplat́ı:

V1 V2 V1 ∧ V2 V1 ∨ V2 V1 ⇒ V2 V1 ⇔ V2

P P P P P P
P N N P N N
N P N P P N
N N N N P P

Lemma 1.7
Pravidla při negováńı výrok̊u (z definice 1.6):

1. ¬(V1 ∨ V2) = ¬V1 ∧ ¬V2

2. ¬(V1 ∧ V2) = ¬V1 ∨ ¬V2

3. ¬(V1 ⇒ V2) = V1 ∧ ¬V2

4. ¬(∃x ∈ M) = ∀x ∈ M

5. ¬(∀x ∈ M) = ∃x ∈ M

1.3 Č́ıselné množiny

Definice 1.8 (Značeńı č́ıselných množin)
Přirozená č́ısla N, N = {1, 2, 3, 4 . . .}.
Celá č́ısla Z, Z = {. . .− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 . . .}.
Racionálńı č́ısla Q, Q = {p

q
: p ∈ Z ; q ∈ N}.

Reálná č́ısla R.
Iracionálńı č́ısla R \Q.
Komplexńı č́ısla C, C = {a+ ib : a, b ∈ R, i2 = −1}.

Lemma 1.9 (Vlastnosti reálných č́ısel)
Necht’ a, b, c jsou reálná č́ısla. Potom plat́ı:

1. (a < b) ∨ (a > b) ∨ (a = b)

2. (a < b) ∧ (b < c) ⇒ (a < c) transitivita

3. (a+ b < a+ c) ⇒ (b < c)
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4. (a < b) ∧ (c > 0) ⇒ ac < cb
(a < b) ∧ (c < 0) ⇒ ac > cb

Věta 1.10 (O hustotě R)
Mezi libovolnými r̊uznými reálnými č́ısly je nekonečně mnoho racionálńıch a nekonečně mnoho
iracionálńıch č́ısel.

Důsledek 1.11
Neexistuje nejmenš́ı kladné reálné č́ıslo.

D̊ukaz. Sporem. Principem d̊ukazu sporem je ukázat, že negace tvrzeńı vede ke sporu. Mate-
matická věta je obvykle zapsána pomoćı implikace výrok̊u

Předpoklad ⇒ Tvrzeńı, (1)

přičemž podle pravidel negováńı výroku (Lemma 1.7) je jej́ı negace

¬(Předpoklad ⇒ Tvrzeńı) = Předpoklad ∧ ¬Tvrzeńı, (2)

Uvažujme následuj́ıćı slovńı vyjádřeńı výroku (ozn. V ): Neńı pravda, že by existovalo kladné
reálné č́ıslo, které by bylo menš́ı než všechna ostatńı reálná č́ısla (r̊uzná od tohoto č́ısla). Kvan-
tifikovaně lze výrok V vyjádřit takto:

V = ¬(∃c ∈ R, c > 0)(∀r ∈ R, r > 0, r ̸= c)(c < r)

Tento výrok lze převést pomoćı pravidel pro negováńı výraz̊u s ∃ a ∀ na výrok

V = (∀c ∈ R, c > 0)(∃r ∈ R, r > 0, r ̸= c)(c ≥ r),

které vyjadřuje ekvivalentńı tvrzeńı Pro všechna kladná reálná č́ısla c existuje aspoň jedno
reálné č́ıslo r takové, že je ostře menš́ı než c.

Pro d̊ukaz sporem tedy předpokládejme, že plat́ı negace výroku V , to jest

¬V = (∃c ∈ R, c > 0)(∀r ∈ R, r > 0, r ̸= c)(c < r)

Označme si toto nejmenš́ı č́ıslo, které nyńı předpokládáme, že existuje, symbolem cmin. Potom
ale podle věty 1.10 mezi č́ısly 0 a cmin existuje alespoň jedno č́ıslo x tak, že 0 < x < cmin. Tedy
d́ıky větě 1.10 snadno nalezneme kladné reálné č́ıslo, které je menš́ı než údajně nejmenš́ı č́ıslo
cmin, což je spor.

1.4 Důkaz matematickou indukćı

Poznámka. Princip d̊ukazu tvrzeńı V [n] matematickou indukćı. Tvrzeńı V [n] nazýváme in-
dukčńı předpoklad.

1. Prvńı krok. Ověř́ıme, že tvrzeńı plat́ı pro nejnižš́ı index, např. že V [1] plat́ı.

2. Indukčńı krok n → n+ 1. Za předpkladu, že plat́ı V [n], dokážeme platnost V [n+ 1].

1.5 Intervaly

Definice 1.12 (Interval)
Otevřený interval (a, b) = { x ∈ R : a < x < b }
Uzavřený interval [a, b] = { x ∈ R : a ≤ x ≤ b }
Polootevřený (polouzavřený) interval [a, b) = { x ∈ R : a ≤ x < b }

Definice 1.13 (Nekonečno)
Pro symbol +∞ plat́ı, že (∀x ∈ R)(x < +∞).
Pro symbol −∞ plat́ı, že (∀x ∈ R)(x > −∞).
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1.6 Omezenost množin

Definice 1.14 (Omezenost množiny)

Ř́ıkáme, že množina M je omezená shora
def⇔ (∃h ∈ R)(∀x ∈ M)(x ≤ h).

Ř́ıkáme, že množina M je omezená zdola
def⇔ (∃d ∈ R)(∀x ∈ M)(x ≥ d).

Ř́ıkáme, že množina M je omezená
def⇔ je omezená shora i zdola.

Ř́ıkáme, že množina M je neomezená
def⇔ neńı omezená shora ani zdola.

Definice 1.15 (Závora množiny)
Č́ıslo h, resp. d z definice 1.14 nazvýváme horńı, resp. dolńı závora (hranice) množiny M .

1.7 Absolutńı hodnota

Definice 1.16 (Absolutńı hodnota)
Absolutńı hodnota č́ısla x ∈ R je

|x| =


x pro x ≥ 0

−x pro x < 0
.

Poznámka. Plat́ı |x| = max{x,−x} a hlavně
√
x2 = |x|.

Věta 1.17 (Trojúhelńıková nerovnost △ ≠)

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

D̊ukaz. Plat́ı:

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 ≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2,

kde po odmocněńı levé a pravé strany nerovnosti dostáváme

|a+ b| ≤
∣∣|a|+ |b|

∣∣ = |a|+ |b|.

Důsledek 1.18 ∣∣|a| − |b|
∣∣ ≤ |a− b|.

D̊ukaz.
(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 ≥ |a|2 − 2|a||b|+ |b|2 = (|a| − |b|)2,

kde po odmocněńı levé a pravé strany nerovnosti dostaneme tvrzeńı věty.
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