1 |Uvod

V této tvodni kapitole se seznamime se zakladnimi matematickymi pojmy, znacenim, operacemi
s mnozinami a zdklady matematické logiky. Déle jsou zde struéné probrany ciselné mnoziny,
intervaly, pojem omezenosti mnoziny, horni hranice (zdvora) mnoziny a koneéné vyznam abso-
lutni hodnoty ¢isla.

1.1 Mnoziny

Definice 1.1 (Naivni definice mnoziny — Cantor 1873)
Soubor dobte definovanych a dobfte rozlisitelnych objekti se nazyva mnozina. Mnoziny zapi-
sujeme ve tvaru

M = {prvek x : vlastnosti prvku z}.

Definice 1.2 (Operace s mnozinami)
Necht A a B jsou néjaké mnoziny a z je prvek. Potom definujeme nésledujici symboly:

reA prvek x nalezi mnoziné A.

ré¢ A prvek z nenélezi mnoziné A.
ACB mnozina A je ¢asti mnoziny B.
AUB sjednoceni mnozin A a B.
ANB prunik mnozin A a B.

0 prazdnd mnozina.

A={x:V} zapis mnoziny, kterd ma prvky z, o kterych plati vlast-
nost V, napt. V :xz > 0.

Pozndmka. Vlastnosti prazdné mnoziny §:
e AUP=A
e AND=10
Priklad. Necht A = {9}, B = {d", ¢}, pak plati:
e ACB
e ANB={g} =4
e AUB={d,9} =B
Definice 1.3 (Kartézsky souc¢in mnozin A a B)

Ax B={(z,y):x € Aaye B}

1.2 Vyroky

Definice 1.4 (Vyrok)
Vyrok je tvrzeni, o kterém muzeme rozhodnout zda plati nebo neplati.

Definice 1.5 (Ptehled operaci s vyroky)
Necht V; a V5 jsou vyroky. Potom definujeme nésledujici znaceni:



Vi vyrok Vi (plati).

-V negace vyroku Vi (vyrok V; neplati).

VinV, konjunkce - plati V} a zaroven V5.

Viv Vs, disjunkce - plati Vi nebo V5.

Vi= 1V implikace - kdyz plati V; , pak plati V5.

Viel,; ekvivalence - V; plati praveé tehdy, kdyz plati V5.

= existencéni kvantifikator - existuje aspon jeden prvek ...
J1 nebo 3! existencni kvantifikator - existuje praveé jeden prvek ...
Joo existencéni kvantifikator - existuje nekoneéné prvku ...
v kvantifikator: pro vSechny prvky ...

Pozndmka. Vyluéna disjunkce (exkluzivni disjunkce, non-ekvivalence): (V3 V Vo) A =(Vi A V3).

Definice 1.6 (Tabulka pravdivostnich hodnot pro operace s vyroky)
V nasledujici tabulce P znamena plati a N neplati:

V[ VirV [V [i= W [ ie,)

PP P P P P
P | N N P N N
N | P N P P N
N | N N N P P
Lemma 1.7
Pravidla pii negovéani vyroku (z definice 1.6):
1. =(Vi v Vy) ==V A=V,
2. 2(ViAVz) ==V V=V,
3. ~(Vi= Vo) =Vin-Vs
4. ~(FreM)=Vre M
5. a(Vx e M)=3dz e M
1.3 Ciselné mnoziny
Definice 1.8 (Znaceni ¢iselnych mnozin)
Prirozena ¢isla N, N={1,2,3,4...}.
Cela ¢isla Z, Z={...—3,-2,-1,0,1,2,3...}.
Racionalni éisla Q, Q= {§ : pEZ; q€ N}
Reélna cisla R.
Iraciondlni ¢isla R \ Q.
Komplexnf ¢fsla C, C={a+ib:a,beR,*=—1}.

Lemma 1.9 (Vlastnosti redlnych cisel)
Necht a, b, ¢ jsou realnd ¢isla. Potom plati:

1. (a<b)V(a>b)V(a=0)
2. (a<b)A(b<c)= (a<c) transitivita

3. (a+b<a+c)=(b<c)



4. (a<b)AN(c>0)=ac<ch
(@ <b)A(c<0)=ac>cb

Véta 1.10 (O hustoté R)
Mezi libovolnymi ruznymi realnymi cisly je nekoneéné mnoho racionalnich a nekonetné mnoho
iracionalnich ¢isel.

Dusledek 1.11
Neexistuje nejmensi kladné realné cislo.

Diikaz. Sporem. Principem diikazu sporem je ukazat, ze negace tvrzeni vede ke sporu. Mate-
maticka véta je obvykle zapsdna pomoci implikace vyroku

Predpoklad = Tvrzeni, (1)
pricemz podle pravidel negovani vyroku (Lemma 1.7) je jeji negace
—(Pfedpoklad = Tvrzeni) = Predpoklad A —Tvrzeni, (2)

Uvazujme nésledujici slovni vyjadieni vyroku (ozn. V'): Neni pravda, Ze by existovalo kladné
realné ¢islo, které by bylo mensi nez vSechna ostatni redlnd ¢isla (riznd od tohoto ¢isla). Kvan-
tifikované lze vyrok V' vyjadrit takto:

V==o(3ceR,c>0)(VreR,r>0,1r#c)(c<r)
Tento vyrok lze prevést pomoci pravidel pro negovani vyrazu s 9 a V na vyrok
V=WNceR,ec>0)3reR,r>0,r#c)(c>r),

které vyjadiuje ekvivalentni tvrzeni Pro wsechna kladnd redlnd cisla ¢ existuje aspon jedno
redlné cislo r takové, Ze je ostre mensi nez c.
Pro dukaz sporem tedy predpoklddejme, Ze plati negace vyroku V, to jest

“V=(FceR,c>0)(VreRr>0,r#c)(c<r)

Oznacme si toto nejmensi ¢islo, které nyni predpokladdame, ze existuje, symbolem ¢,,;,. Potom
ale podle véty 1.10 mezi ¢isly 0 a ¢,,,;, existuje alespon jedno ¢islo x tak, ze 0 < x < ¢pin. Tedy
diky vété 1.10 snadno nalezneme kladné redlné cislo, které je mensi nez tidajné nejmensi ¢islo
Cmin, COZ j& SPOT. O

1.4 Dukaz matematickou indukci

Pozndmka. Princip dukazu tvrzeni V[n] matematickou indukei. Tvrzeni V[n] nazyvame in-
dukéni predpoklad.

1. Prvni krok. Ovéiime, ze tvrzeni plati pro nejnizsi index, napt. ze V[1] plati.

2. Indukéni krok n — n + 1. Za predpkladu, ze plati V[n|, dokdzeme platnost V[n + 1].

1.5 Intervaly

Definice 1.12 (Interval)

Otevieny interval (a,b) ={z€R : a<x<b}

Uzavieny interval [a,b] ={z€R : a <z <b}

Polootevieny (polouzavieny) interval [a,b) ={ x €R : a<x <b}
Definice 1.13 (Nekone¢no)

Pro symbol +oo plati, ze (Vo € R)(x < 4+00).
Pro symbol —oo plati, ze (Vo € R)(z > —00).



1.6 Omezenost mnozin

Definice 1.14 (Omezenost mnoziny)
(3h € R)(Vz € M)(xz < h).
(3d € R)(Vz € M)(x > d).

je omezend shora i zdola.

Rikame, Ze mnozina M je omezena shora
Rikame, ze mnozina M je omezena zdola

def
=
def
=
S 1 2 > . . , def
Rikdme, Ze mnozina M je omezend &
def
=

Rikame, ze mnozina M je neomezena neni omezend shora ani zdola.

Definice 1.15 (Zavora mnoziny)
Cislo h, resp. d z definice 1.14 nazvyvame horni, resp. dolni zavora (hranice) mnoziny M.

1.7 Absolutni hodnota

Definice 1.16 (Absolutni hodnota)
Absolutni hodnota cisla z € R je

T pro x>0

|| =
—x pro =<0

Pozndmka. Plati |z| = max{z, —z} a hlavné Va2 = |z|.
Véta 1.17 (Trojuhelnikova nerovnost A #)
la +b] < la| + |b|.
Diikaz. Plati:
(a+b)" = a®+2ab+ 0" < |af* + 2lalp| + [bI* = (la| + [b])*,
kde po odmocnéni levé a pravé strany nerovnosti dostavame

a+b] < ||a] + [b]| = |a| + |b].

Dusledek 1.18

[la] = [bl] < la —0].

Dikaz.
(a —b)* = a® —2ab+b* > [a|* — 2|al|b] + [b]* = (Ja| — |b])?,

kde po odmocnéni levé a pravé strany nerovnosti dostaneme tvrzeni véty.
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