
Kapitola 1

Vlny v disperzńım prostřed́ı

1.1 Disperze světla v látkách

Jev disperze světla. Klasický model disperzńıho prostřed́ı. Disperze elektromag-
netických vln v plazmatu, aplikace na ionosféru. Rozlǐseńı prostřed́ı: disperzńı
— nedisperzńı, transparentńı — reaktivńı. Plazma a řet́ızek atom̊u jako př́ıklady
reaktivńıch prostřed́ı. Kvazimonochromatické vlnové baĺıky: vztah mezi š́ıřkou vl-
nového baĺıku a š́ıřkou jeho spektra, š́ıřeńı vlnového baĺıku v disperzńım prostřed́ı,
grupová rychlost. Fourierova transformace.

Důsledky disperze neboli rozkladu světla dobře znáte: např. duhu nebo rozklad světla
skleněným hranolem. V druhém efektu (obr. 1.1) je b́ılé světlo lomem na dvou rozhrańıch
rozloženo na viditelné spektrum sahaj́ıćı od červené až po fialovou barvu. O mechanismu
vzniku duhy si přečtěte v [?].

V kap. 6 si podrobněji ukážeme, že světlo je elektromagnetické vlněńı, které se š́ı̌ŕı
ve vakuu s fázovou rychlost́ı c = 3.108m/s. V dielektrickém prostřed́ı o permitivitě ε a
permeabilitě µ je jeho fázová rychlost

v =
1

√
µε

. (1.1)

Pro vakuum plat́ı vztah c = 1/
√
ε0µ0 . Index lomu prostřed́ı n je pak definován vztahem

n =
c

v
=

√
εµ

ε0µ0

=
√
εrµr

.
=

√
εr , (1.2)

kde ε = ε0εr, µ = µ0µr. Pro obvyklá pr̊uhledná prostřed́ı jsme položili µr
.
= 1, protože µr

se od jedničky lǐśı až na třet́ım resp. šestém desetinném mı́stě (pro paramagnetické, resp.
diamagnetické látky).

Obrázek 1.1: Rozklad světla hranolem
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Obrázek 1.2: Snell̊uv zákon lomu

Obrázek 1.3: Sklo jako disperzńı prostřed́ı

Pr̊uchod světla hranolem se ř́ıd́ı Snellovým zákonem lomu (obr. 1.2)

n1 sinϑ1 = n2 sinϑ2 ,

kde n1, n2 jsou indexy lomu po obou stranách rozhrańı. Vlnové délky viditelného světla sa-
haj́ı od 400 do 800 nm a odpov́ıdaj́ı barvám od fialové po červenou. Při rozkladu světla hra-
nolem je tedy světlo rozloženo namonochromatické (harmonické) vlny. Protože nvzduch = 1,
znamená to, že index lomu skla a tud́ıž i fázová rychlost světla ve skle jsou závislé na (va-
kuové) vlnové délce neboli ekvivalentně na úhlové frekvenci ω, v(ω) = c/n(ω). Vzhledem
k tomu, že v = ω/k, dá se tato vlastnost skla vyjádřit nelineárńım disperzńım vztahem

v(ω) =
ω

k
⇒ ω =

c

n(ω)
k. (1.3)

Z tohoto hlediska model struny z kapitol 1 a 2 představuje nedisperzńı prostřed́ı, v němž

ω

k
= v =

√
T

ϱ
= konst. (1.4)

a harmonické vlny s libovolnými frekvencemi se š́ı̌ŕı touž fázovou rychlost́ı! Důsledkem pak

je i š́ı̌reńı vlny libovolné formy beze změny tvaru fázovou rychlost́ı v =
√
T/ϱ. Disperzńı

křivka pro sklo je nelineárńı, pro ilustraci je na obr. 1.3 vynesena závislost indexu lomu na
úhlové frekvenci v oboru viditelného světla (tzv. normálńı disperze).

Nejjednodušš́ımodel disperzńıho prostřed́ı, který popisuje základńı rysy disperze, vycháźı
z elektronové teorie látek. Stač́ı k tomu sto let stará představa J.J.Thomsona, že elektrony
v atomech se v klidu nacházej́ı v rovnovážných polohách a po vychýleńı (vlivem srážek)
vykonávaj́ı malé kmity a vyzařuj́ı se speciálńımi vlastńımi frekvencemi charakteristickými
pro daný atom. Disperze světla, které dopadá na látku, pak vzniká jako odezva látky na
dopadaj́ıćı elektromagnetickou vlnu.

Reakce látky je součtem (lineárńıch) reakćı jednotlivých elektron̊u. Elektron s vlastńı
frekvenćı ω0 pod vlivem elektromagnetického pole dopadaj́ıćı vlny o úhlové frekvenci ω <
ω0 má pohybovou rovnici

mr̈ +mω2r= eE (t) = eE 0 cosωt (1.5)

vynucených kmit̊u (m
.
= 9, 1.10−31 kg, e = −1, 6.10−19C, magnetickou část Lorentzovy śıly

lze zanedbat — proč?). Ustálené kmity elektronu jsou dány partikulárńım řešeńım

r (t) =
e

m(ω2
0 − ω2)

E 0 cosωt .
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Lineárńı odezva látky vzniká součtem indukovaných elektrických dipólových moment̊u jed-
notlivých elektron̊u

p (t) = er (t) =
e2

m(ω2
0 − ω2)

E (t) . (1.6)

Výsledný vektor polarizace P (t) je dipólovým momentem objemové jednotky látky

P = Np , (1.7)

kde N je počet elektron̊u (typu ω0) v 1m3. Index lomu lze nyńı vypoč́ıtat ze vztahu

D (t) = ε0E (t)+P (t) = εE (t)

dosazeńım (1.6), (1.7):

ε0

(
1 +

Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

)
E (t) = εE (t) ,

tedy

n(ω) =
√
εr =

√√√√1 +
Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

. (1.8)

Graf této závislosti (obr.1.3) ukazuje, že frekvence ω0 lež́ı v ultrafialové oblasti. Vzorec
(1.8) se dá zapsat pro elektrony v́ıce typ̊u ωk s hustotami Nk ve formě

n(ω) =

√√√√1 +
∑
k

Nke2

ε0m(ω2
k − ω2)

.

Pro látky s malou hustotou elektron̊u se vzorec (1.8) aproximuje podle (1 + x)1/2 ≈ 1 +
1
2
x, x≪ 1,

n(ω) ≈ 1 +
1

2

Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

. (1.9)

V této formě jej naleznete v př́ıkladech [?], kap. 4. Singularity vzorc̊u při rezonančńıch frek-
venćıch se daj́ı odstranit v přesněǰśım popisu elektronu vyzařuj́ıćıho s radiačńım útlumem
[?], kap. 9.

Š́ı̌reńı elektromagnetické vlny v disperzńım prostřed́ı se tedy ř́ıd́ı př́ıslušným disperzńım
vztahem

ω = ω(k) .

Prostřed́ı je pro tyto vlny transparentńı. Podle disperzńıho vztahu však dobře definovanou
fázovou rychlost v = ω(k)/k maj́ı pouze monochromatické (harmonické) postupné vlny

ψ(z, t) = A cos(ωt− kz + φ) .

Všimněte si, že dosazeńı tohoto ψ do vlnové rovnice (??) vede d́ıky rovnostem

∂2ψ

∂t2
= −ω2ψ,

∂2ψ

∂z2
= −k2ψ (1.10)

právě k disperzńımu vztahu ω2 = v2k2.
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1.2 Elektromagnetické vlny v plazmatu

Plazma, zvané též čtvrté skupenstv́ı hmoty, je ionizovaný plyn, tedy soustava volně se po-
hybuj́ıćıch elektron̊u a kladně nabitých iont̊u. Vzhledem k velkým hmotnostem iont̊u lze
zkoumat pohyb elektronového podsystému. Abychom zjistili odezvu plazmatu na dopa-
daj́ıćı elektromagnetickou vlnu, vyjdeme (jako v odstavci 3.1) z pohybové rovnice jednoho
elektronu

mr̈ = eE (t) = eE 0 cosωt .

Vid́ıme, že je to rovnice (1.5) pro ω0 = 0, takže můžeme převźıt výsledek (1.8)

n(ω) =
√
εr =

√
1− Ne2

ε0mω2
, (1.11)

kde N je počet elektron̊u v objemové jednotce plazmatu.
Pro š́ı̌reńı elekromagnetických vln v plazmatu je d̊uležitá veličina

ωp =

√
Ne2

mε0

zvaná plazmová frekvence. Vztah (1.11) pak lze psát

ω2n2 = ω2 − ω2
p .

S využit́ım n = c/v a ω/v = k dospějeme k disperzńımu vztahu pro plazma

ω2 = ω2
p + c2k2 (1.12)

Při ω > ωp je plazma transparentńım disperzńım prostřed́ım. Jak se plazma chová
k elektromagnetickým vlnám s úhlovými frekvencemi ω < ωp ? K tomu nejprve pomoćı
(1.10) zaṕı̌seme vlnovou rovnici pro plazma, která pro harmonické vlny vede právě na
disperzńı vztah (1.12):

−ω2ψ = −ω2
pψ − c2k2ψ

(1.10)
==⇒ ∂2ψ

∂t2
= −ω2

pψ + c2
∂2ψ

∂z2
. (1.13)

Zkoumejme řešeńı (1.13) jako ustálené vynucené kmity, tj. položme

ψ(z, t) = X(z) cos(ωt+ φ) . (1.14)

Po dosazeńı (1.14) do (1.13) dostaneme obyčejnou diferenciálńı rovnici pro X(z),

X ′′ +
ω2 − ω2

p

c2
X = 0 . (1.15)

Při jej́ım řešeńı muśıme rozlǐsovat dva př́ıpady, které se od sebe kvalitativně lǐśı:



1.3. ŘETÍZEK ATOMŮ JAKO REAKTIVNÍ PROSTŘEDÍ 5

1. ω > ωp, X ′′ + k2X = 0, ω2 = ω2
p + c2k2,

2. ω < ωp, X ′′ − κ2X = 0, ω2 = ω2
p − c2κ2.

Rozbor druhého př́ıpadu dává odpověd’ na chováńı prostřed́ı při ω < ωp. Na rozd́ıl od
fundamentálńıho systému {eikz, e−ikz} , který vede na netlumené kmity v transparentńım
př́ıpadě, máme ve druhém př́ıpadě fundamentálńı systém {eκz, e−κz} vyjadřuj́ıćı útlum vln
s frekvencemi ω < ωp. Prostřed́ı pak nazýváme reaktivńı.

Zauj́ımá-li prostřed́ı např. poloprostor z ≥ 0, bude mı́t řešeńı při ω < ωp formu
ustálených vynucených kmit̊u

ψ(z, t) = Ae−κz cos(ωt+ φ) , z∈⟨0, +∞) , (1.16)

jejichž amplituda Ae−κz s rostoućım z exponenciálně klesá. Rychlost zeslabeńı charakteri-
zujeme hloubkou pronikáńı δ = 1/κ . Pro každou frekvenci ω < ωp se konstanta útlumu urč́ı
z disperzńıho vztahu (1.12). Zde je na mı́stě zd̊uraznit, že útlum kmit̊u v prostřed́ı neńı
zp̊usoben disipaćı energie, ale neschopnost́ı prostřed́ı přenášet vlny s frekvencemi ω < ωp .

Př́ıpady 1. a 2. tedy odpov́ıdaj́ı transparentńı a reaktivńı oblasti. Velice d̊uležitou prak-
tickou aplikaćı těchto poznatk̊u je š́ıřeńı elektromagnetických vln v ionosféře. Plazmová
frekvence neńı konstantńı, ale je r̊uzná podle denńıch a ročńıch obdob́ı, kdy se vlivem
slunečńıho zářeńı měńı počet elektron̊u N v objemové jednotce. Udávaj́ı se hodnoty νp =
ωp/2π v rozmeźı od 10 do 30MHz. Televizńı stanice a radiové stanice v oblasti frekvenčně
modulovaných (tj. velmi krátkých) vln pracuj́ı na frekvenćıch řádu 100MHz a vyšš́ıch, io-
nosféra je pro ně tedy transparentńı. Pro ńızké frekvence řádu 1MHz, na kterých pracuj́ı
rozhlasové stanice s amplitudovou modulaćı (pásma dlouhých, středńıch a krátkých vln),
je ionosféra reaktivńım prostřed́ım a odráž́ı tyto vlny zpět k Zemi.

1.3 Řet́ızek atomů jako reaktivńı prostřed́ı

Pro řet́ızek atomů jsme si odvodili disperzńı vztah (??)

ω = ωmax sin
ka

2
, ωmax = 2

√
K

M
.

Z pr̊uběhu této závislosti v intervalu 0 ≤ ka
2
≤ π

2
je patrné, že řet́ızek je transparentńı jen

pro úhlové frekvence od 0 do ωmax. Jak se řet́ızek chová při ω > ωmax ?
Vod́ıtkem nám bude řešeńı (1.16) v odstavci 3.2, které ve spojitém př́ıpadě expo-

nenciálně klesá směrem do prostřed́ı. Odpov́ıdá tomu fyzikálńı představa, že následuj́ıćı
atomy při kmitech o vysokých frekvenćıch již nestač́ı sledovat pohyb předcházej́ıćıch atomů
a amplitudy výchylek klesaj́ı s rostoućım n. Exponenciálńı pokles dává v diskretńım př́ıpadě
předpokládaný tvar ustálených vynucených kmit̊u1

ψn(t) = A(−1)ne−κna cos(ωt+ φ) . (1.17)

1Faktor (−1)n zaručuje stejná limitńı řešeńı při ω → ωmax+ a ω → ωmax−.
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Dosazeńım (1.17) do pohybových rovnic řet́ızku

Mψ̈n = K(ψn+1 − 2ψn + ψn−1)

dostaneme
−Mω2ψn = K(−e−κa − 2− eκa)ψn ,

odkud plyne disperzńı vztah v reaktivńı oblasti ω > ωmax ,

ω =

√
K

M

(
e
κa
2 + e

−κa
2

)
= ωmax cosh

κa

2
. (1.18)

Kdykoliv v prostřed́ı nastává exponenciálńı útlum a přitom nikoli v d̊usledku třeńı a
přeměny energie v teplo, nazýváme prostřed́ı reaktivńı. Do reaktivńıho prostřed́ı 0 ≤ z <
+∞ energie neproud́ı, vlna dopadaj́ıćı z oblasti −∞ < z ≤ 0 se odráž́ı. V optice analogická
situace nastává při totálńım odrazu. Má-li však reaktivńı prostřed́ı konečnou tloušt’ku L,
odraz neńı totálńı, nýbrž částečný: vlna projde se zeslabenou amplitudou Ae−κL. V kvan-
tové fyzice se tento vlnový jev nazývá pr̊unik potenciálovou bariérou (tunelový jev) a
vysvětluje se j́ım např́ıklad radioaktivita α.

1.4 Vlnové baĺıky

Kvaziharmonické kmity, kvazimonochromatické vlny a vlnové baĺıky. Vztah mezi
š́ıřkou vlnového baĺıku a š́ıřkou jeho spektra.

Skutečné kmity osciluj́ıćıch soustav se málokdy bĺıž́ı ideálńımu čistě harmonickému pr̊uběhu

x(t) = A cos(ω0t+ δ) , −∞ < t < +∞ . (1.19)

V některých př́ıpadech a zvláště v optice je užitečný pojem kvaziharmonických kmit̊u, které
se v dostatečně dlouhých časových úsećıch τ ≫ T0 velmi málo odlǐsuj́ı od harmonického
pr̊uběhu (1.19) Znamená to, že v časovém intervalu délky τ z̊ustávaj́ı parametry A, ω0, δ
prakticky konstantńı.

Důležitým př́ıkladem jsou kmity elektronu v Thomsonově modelu atomu. Elektron s
vlastńı frekvenćı ω0, rozkmitaný v čase t = 0 srážkou atomů, vykonává velmi slabě tlumené
kmity, nebot’ ztráćı energii vyzařováńım elektromagnetických vln (viz odd. 6.5 a [?], kap.
9). Jako jednorozměrný model nám poslouž́ı struna natažená od z = 0 do +∞, která má
na počátku z = 0 připojený harmonický oscilátor. Je-li v čase t = 0 oscilátor vychýlen,
x(0) = A, ẋ(0) = 0, začne kmitat. Protože však ztráćı energii t́ım, jak koná na struně
práci, budou jeho kmity tlumené. (Zkuste odvodit pr̊uměrné tlumeńı metodou [?], úloha
9.10 !)

Za předpokladu velmi slabého útlumu bude oscilátor vykonávat kvaziharmonické kmity

x(t) =
{ 0 pro t < 0

Ae
− t

2τ cosω0t pro t ≥ 0
, (1.20)
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Obrázek 1.4: Časový pr̊uběh velmi slabě tlumených kmit̊u,T0 ≪ τ

Obrázek 1.5: Prostorový pr̊uběh kvazimonochromatické vlny

nebot’ τ ≫ T0 = 2π/ω0 (obr. 1.4) . Energie oscilátoru klesá též exponenciálně s časovou
konstantou τ :

E(t) =
{ 0 pro t < 0

E(0)e
− t

τ pro t ≥ 0
. (1.21)

V d̊usledku rozkmitáńı počátku struny ψ(0, t) = x(t) podle (1.20) vzniká na struně,
jak v́ıme z kapitoly 2, postupná vlna

ψ(z, t) =
{

0 pro z > vt

Ae−
1
2τ

(t− z
v
) cos(ω0t− k0z) pro z ≤ vt

(1.22)

postupuj́ıćı ve kladném směru +z s fázovou rychlost́ı v = ω0/k0 =
√
T/ϱ . Při τ → +∞

by (1.22) byla harmonická postupná vlna. Pro τ ≫ T0 se přidrž́ıme názvoslov́ı z optiky a
budeme mluvit o kvazimonochromatické postupné vlně. Tato vlna má v některém časovém
okamžiku t1 > 0 čelo v mı́stě z = vt1 .

Na prostorovém grafu vlny (obr. 1.5) je kvazimonochromatičnost vyjádřena podmı́n-
kou vτ ≫ vt0 = λ0. Pro kmitaj́ıćı elektron byla z Maxwellových rovnic odvozena časová
konstanta radiačńıho útlumu energie τ ≈ 10−8 s. Během tohoto, z našeho hlediska velmi
krátkého časového intervalu, optické zářeńı vykoná řádově 107 kmit̊u s periodou T0 ≈
10−15 s. V prostorovém pr̊uběhu se na vzdálenosti cτ ≈ 3m vejde řádově 107 vlnových
délek viditelného světla (400 −− 800nm).

Vlna vyzářená elektronem má daľśı d̊uležitou vlastnost: za krátký časový interval,
řekněme 10τ ≈ 10−7s se rychle utlumı́ na zanedbatelný zlomek e−5 .

= 1/150 počátečńı
amplitudy. V prostoru je odpov́ıdaj́ıćı vzdálenost 10cτ

.
= 30m. Vlna je tedy v prostorovém

i časovém pr̊uběhu ohraničená. Taková vlna se nazývá vlnový baĺık. Vlnový baĺık vyzářený
elektronem je kvazimonochromatický.

Kvazimonochromatický vlnový baĺık lze źıskat jako spojitou superpozici monochroma-
tických vln (ω = vk)

ψ(z, t) =
∫ +∞

0
B(ω) cos(ωt− kz + δ(ω))dω . (1.23)

Ukážeme si to na velmi jednoduchém př́ıkladě (viz obr. 1.6, 1.7 a [?], př. 4.11), v němž
voĺıme

δ(ω) = 0, B(ω) =
{ 1 pro ω0 − ∆ω

2
≤ ω ≤ ω0 +

∆ω
2

0 pro ostatńı ω
. (1.24)
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Obrázek 1.6: Spektrum signálu

Obrázek 1.7: Časový pr̊uběh signálu se spektrem z obr. 1.6

Uvid́ıme, že za předpokladu, že š́ıřka spektra ∆ω je malá v̊uči dominantńı frekvenci ω0,
∆ω ≪ ω0 bude ψ(z, t) opět kvazimonochromatický vlnový baĺık!

Integrál (1.23) s použit́ım (1.24) a označeńım t′ = t− (z/v) se snadno postupně uprav́ı

na výsledný tvar

ψ(z, t) =
1

t′
2 sin

(
∆ω

2
t′
)
cos(ω0t− kz) . (1.25)

Výsledkem je amplitudově modulovaná vlna s nosnou vlnou o vlnové délce λ0 . Časový
pr̊uběh signálu v mı́stě z = 0 (obr. 1.7)

ψ(0, t) = ∆ω
sin ∆ω

2
t

∆ω
2
t

cosω0t (1.26)

má amplitudovou modulaci typu sinx/x. Pro určeńı š́ıřky signálu jsou směrodatné body
x1,2 =

∆ω
2
t1, 2 = ±π, kde modulačńı funkce poprvé procháźı nulou. Zvoĺıme-li za mı́ru š́ı̌rky

signálu ∆t = t1, plat́ı
∆ω∆t ≈ 2π. (1.27)

Podobný vztah mezi š́ı̌rkou signálu a š́ı̌rkou jeho spektra lze odvodit i pro prostorový
pr̊uběh signálu (v čase t = 0)

ψ(z, 0) = v∆k
sin ∆k

2
z

∆k
2
z

cos k0z , (1.28)

kde jsme označili ∆k = ∆ω/v. Stejná definice š́ı̌rky signálu ∆z = z1, kde
∆k
2
z1 = π, dává

∆k∆z ≈ 2π. (1.29)

Vztahy (1.27) a (1.29) vyjadřuj́ı univerzálńı vlastnost kvazimonochromatických vlnových
baĺık̊u: č́ım jsou rozměry baĺık̊u menš́ı, t́ım je jeho spektrum frekvenćı širš́ı a naopak.
Tuto d̊uležitou vlastnost muśıme bezpodmı́nečně brát v úvahu při návrźıch soustav, které
přenášej́ı signál nesoućı informace. Aby nedošlo k neopravitelnému zkresleńı, muśı přenosová
soustava být schopna přenést celé spektrum o š́ı̌rce ∆ω.

Vrat’me se ještě k př́ıkladu na začátku tohoto odd́ılu, kde je časová š́ı̌rka vlnového baĺıku
∆t ≈ τ . Ze vztahu (1.27) zde vyplývá, že hlavńı spektrálńı př́ıspěvky ke kvaziharmonickému
signálu x(t) pocházej́ı ze spojitého pásma frekvenćı o š́ı̌rce ∆ω ≈ 2π/τ kolem dominantńı
frekvence ω0. (Porovnejte s výsledky př́ıklad̊u 4.9 — 4.13 v [?], kap.4).
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1.5 Fourierova transformace

Fourierova transformace př́ımá a inverzńı. Parsevalova rovnost a jej́ı fyzikálńı
obsah.

V odd́ılu 3.4 jsme vlnový baĺık vyjádřili ve formě ’spojité superpozice’ (1.23) monochro-
matických vln. V mı́stě z = 0 je př́ıspěvek od intervalu frekvenćı (ω, ω+dω) dán výrazem
A(ω) cos(ωt+ δ(ω))dω, který představuje spektrálńı složku baĺıku. Vid́ıme, že A(ω) je am-
plituda vztažená na jednotkový interval frekvenćı.

Matematickým vyjádřeńım přechodu od signálu x(t) k jeho spektrálńım složkám a
naopak jsou vzorce Fourierovy transformace

x(t) =
∫ ∞

0
A(ω) cos(ωt+ δ(ω)) dω =

=
∫ ∞

0

[
a(ω) cos(ωt) + b(ω) sin(ωt)

]
dω (1.30)

a

a(ω) = A(ω) cos δ(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
x(t) cos(ωt) dt ,

(1.31)
b(ω) = −A(ω) sin δ(ω) = 1

π

∫ ∞

−∞
x(t) sin(ωt) dt .

Formule (1.30) a (1.5) udávaj́ı inverzńı a př́ımou Fourierovu transformaci. Všimněte si
podobnosti se vzorci odd́ılu 1.2.3 pro Fourierovy řady. Rozd́ıl je v tom, že Fourierovy řady
jsou definovány pouze pro periodické funkce, zat́ımco Fourierovu transformaci lze použ́ıt
pro obecné neperiodické signály x(t), −∞ < t < +∞.

Vzorce Fourierovy transformace maj́ı elegantńı jednoduchou formu, vyjádř́ıme-li kosinus
a sinus pomoćı Eulerových vztah̊u. Nejprve uprav́ıme

a(ω) cos(ωt) + b(ω) sin(ωt) = c(ω)eiωt + c(ω)e−iωt , (1.32)

kde

c(ω) =
1

2

[
a(ω)− ib(ω)

]
. (1.33)

Ze vzorc̊u (1.5) plyne, že a(ω) je sudou funkćı ω, b(ω) lichou funkćı ω. To nám dovoĺı
formálně rozš́ı̌rit definičńı obor funkce c(ω) do záporných hodnot ω vztahem

c(−ω) = c(ω) (1.34)

Inverzńı Fourierova transformace (1.30) se uprav́ı pomoćı (1.32) a (1.34) a po substituci
ω′ = −ω ve druhém integrálu

dostaneme výsledný vzorec pro inverzńı Fourierovu transformaci c(ω) 7→ x(t)

x(t) =
∫ ∞

−∞
c(ω)eiωtdω. (1.35)
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Vzorce (ref3*.13) př́ımé Fourierovy transformace x(t) 7→ c(ω) se spoj́ı pomoćı (1.33)

c(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
x(t)(cosωt− i sinωt)dt

na výsledný vzorec 2

c(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
x(t)e−iωtdt (1.36)

Pro spektrálńı rozklad energetických veličin (intenzit) má velký význam Parsevalova rov-
nost ∫ ∞

−∞

[
x(t)

]2
dt =

∫ ∞

−∞
x(t)

(∫ ∞

−∞
c(ω)eiωtdω

)
dt =

=
∫ ∞

−∞
c(ω)

(∫ ∞

−∞
x(t)eiωtdt

)
dω =

= 2π
∫ ∞

−∞
c(ω)c(−ω)dω =

= 2π
∫ ∞

−∞
|c(ω)|2dω. (1.37)

Vyjadřuje celkovou energii signálu jako superpozici př́ıspěvk̊u k intenzitě od jednotlivých
spektrálńıch složek. (Z matematického hlediska vztah (1.5) ř́ıká, že kvadraticky integrabilńı
signál x(t) má kvadraticky integrabilńı spektrum c(ω).)

1.6 Š́ı̌reńı vlnového baĺıku v disperzńım prostřed́ı

Dva hlavńı efekty: grupová rychlost a rozplýváńı grupového baĺıku.
Přenos informace modulovanou vlnou.

Zkoumejme řešeńı kvazimonochromatického vlnového baĺıku (1.23) ( bez újmy na obecnosti
s δ(ω) = 0) v disperzńım prostřed́ı ω = ω(k).

Vlnový baĺık (1.23) můžeme (po substituci ω = ω(k)) vyjádřit jako integrál přes k,

ψ(z, t) =
∫ ∞

0
B(k) cos(ω(k)t− kz) dk .

Pro daľśı úpravy je užitečný komplexńı zápis (ψ = Re ψ̂)

ψ̂(z, t) =
∫ ∞

0
B(k)ei(ω(k)t−kz)dk. (1.38)

2Vzorce (1.35), (1.36) Fourierovy transformace se obvykle zapisuj́ı v symetrickém tvaru

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
X(ω)eiωtdω ,

X(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t)e−iωtdt ,

který dostaneme, polož́ıme-li X(ω) =
√
2πc(ω).
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Obrázek 1.8: Disperzńı vztah prostřed́ı a spektrum kvazimonochromatického vlnového
baĺıku

Vzhledem k tomu, že spektrum signálu je podle obr.1.8 soustředěno v úzké oblasti š́ı̌rky
∆k ≪ k0 kolem dominantńıho vlnového č́ısla k0, můžeme disperzńı vztah s dobrou přesnost́ı
vyjádřit Taylorovým rozvojem v bodě k0 do 2. řádu

ω(k)
.
= ω(k0) + ω′(k0)(k − k0) +

1

2
ω′′(k0)(k − k0)

2. (1.39)

Signál (1.38) snadno uprav́ıme dosazeńım (1.39) na tvar

ψ̂(z, t)
.
= ei(ω(k0)t−k0z)

∞∫
0

B(k)e−i(k−k0)[z−ω′(k0)t]e
i
2
ω′′(k0)(k−k0)2tdk . (1.40)

Exponenciálńı faktor před integrálem představuje nosnou vlnu s dominantńı frekvenćı
ω(k0). Samotný signál představuje modulaci amplitudy a fáze nosné vlny a záviśı na
proměnných z, t v kombinaci F (z − ω′(k0)t, t). Vlnový baĺık se tedy pohybuje jako ce-
lek F (z − ω′(k0)t, . ) grupovou rychlost́ı

vg =
dω

dk
(k0) (1.41)

a měńı přitom s časem sv̊uj tvar F ( . , t). Nosná vlna má fázovou rychlost v0 = ω(k0)/k0,
která obecně neńı rovna grupové rychlosti vg.

Změna tvaru signálu s časem v praxi znamená jeho zkresleńı, deformaci během přenosu
disperzńım prostřed́ım. Následuj́ıćı velice hrubá úvaha ukazuje, že toto zkresleńı má cha-
rakter rozplýváńı vlnového baĺıku s časem.

Je-li (∆t)0 doba potřebná k vysláńı baĺıku, pak jeho š́ı̌rka právě po vysláńı bude zřejmě
(∆z)0 ≈ vg(∆t)0 . Na počátku plat́ı též vztah (∆z)0∆k ≈ 2π. Abychom viděli, jak rychle
se baĺık ψ bude v disperzńım prostřed́ı rozplývat, rozp̊uĺıme jeho pásmo vlnových č́ısel
(k0−∆k

2
, k0+

∆k
2
) na dva p̊ulintervaly (k0−∆k

2
, k0) a (k0, k0+

∆k
2
). Spektra v p̊ulintervalech

dávaj́ı dva signály ψ−, ψ+, jejichž součet je roven našemu ψ, ψ− + ψ+ = ψ. Signály ψ±
maj́ı rozd́ılná dominantńı vlnová č́ısla k0 ± ∆k

4
a tedy i r̊uzné grupové rychlosti

vg± = ω′(k0 ±
∆k

4
).

Na počátku se sice překrývaly, ale s časem se jejich středy budou vzdalovat úměrně rozd́ılu
grupových rychlost́ı

∆vg = |vg+ − vg−| .=
dvg
dk

(k0)
∆k

2
= ω′′(k0)

∆k

2
.
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Proto i š́ı̌rka baĺıku ψ poroste s časem přibližně podle vztahu

(∆z)t
.
= (∆z)0 +∆vgt

.
= (∆z)0 +

1

2
ω′′(k0)∆kt > (∆z)0 .

Pro rozplýváńı baĺıku je v této aproximaci rozhoduj́ıćı nenulovost druhé derivace ω′′(k0),
stejně jako v integrálu (1.40).

Důležitým d̊usledkem efektu rozplývańı je korekce vztah̊u (1.27), (1.29) mezi š́ı̌rkou
signálu a š́ı̌rkou jeho spektra na nerovnosti

(∆z)t∆k>˜2π , (∆t)t∆ω>∼2π .

Druhá nerovnost vyplývá z prvńı, nebot’ ∆ω ≈ ω′(k0)∆k = vg∆k a dále (∆z)t ≈ vg(∆t)t,
protože celý baĺık projde daným bodem rychlost́ı vg za čas (∆t)t .

Na závěr je nutná poznámka k některým př́ıpad̊um tzv. anomálńı disperze (n < 1), jako
např. v př́ıpadě plazmatu s disperzńım vztahem ω2 = ω2

p + c2k2. Snadná úvaha zde dává
([?], př. 4.4) nerovnosti v > c, vg < c. Tato skutečnost, že fázová rychlost v může převýšit
c, vyvolala obavy o př́ıčinnost již brzy po vytvořeńı speciálńı teorie relativity. Problém
byl značně diskutován kolem r. 1910 a posléze v r. 1914 vyřešen A. Sommerfeldem a
L. Brillouinem (viz [?], str. 101) v tom smyslu, že ne každé řešeńı Maxwellových rovnic
představuje signál schopný přenášet informace. Tak např. rovinná monochromatická vlna
(s fázovou rychlost́ı v > c) homogenně vyplňuj́ıćı celý prostor neńı signálem přenášej́ıćım
informace. Naopak vlnový baĺık s prostorovou nehomogenitou je signálem, který přenáš́ı
informace grupovou rychlost́ı vg < c.


