1. MATEMATICKY APARAT

1.1. Stirlingova formule. Vime, Ze ve statistice a kombinatorice ¢asto pouzivany objekt je fakto-
ridl. S tim se vSak nesmirné tézko pracuje. Proto je vhodné si jej vyjadrit néjak priblizné. Vyjdeme
z jeho logaritmu:

Inn! = Zlnk
k=1

Pro dostate¢né vysoké n je mozné nahradit sumu integralem a z diskrétniho problému udélat
spojity. Zintegrovat Inz uz ale umime:

k k)"
Inkdk=Fk(lnk—1)=k(lnk —Ilne)=kln—=In( —
e e

Porovname-li vyse uvedené vyrazy, zjistime, ze

n n
Inn! ~In (2) = n! ~ (ﬁ>
e e

To je tzv. Stirlingova formule odhadujici faktorial pro vysokd n. Presnéjsi odhad je v/2wn (%)n

1.2. Zéakladni definice po¢tu pravdépodobnosti. Zavedme si potiebné pojmy poctu pravdeé-
podobnosti:

KLASICKA PRAVDEPODOBNOST je definovana jako limita podilu

. na
p(4) = lim =7
kde n je celkovy pocet pozorovanych opakovani ndhodného pokusu a n 4 pocet pripadt prizni-
vych jevu A. Pravdépodobnost p udéva relativni ¢etnost vyskytu jevu A. Tato definice je svazana
s pocatky rozvoje teorie pravdépodobnosti a je jiz vpravdé historickd, nam vsak bude stacit. Je
ovsem pouzitelnd jen pro diskrétni ilohy — ve spojitych problémech si musime vypomoci hustotou
pravdépodobnosti. Pravdépodobnost (i ve spojitém piipadé) mé nasledujici vlastnosti:

(1) 0<p(A) <1

(2) p(S) =1, p(@) =0
(3) p(AUB) =p(A) +p(B)  prop(ANB)=0

kde S znadi jev jisty, 0 jev vylouceny a vyraz p(A U B) pravdépodobnost toho, Ze se realizuje
alespon jeden z jevu A, B.

HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI g je funkce, analogické s oby¢ejnou hustotou (hmotnosti). Stejné
tak, jako hustota hmotnosti hovoii o rozdéleni hmoty v télese (a hmotnost télesa nebo jeho ¢asti
ziskdme integraci), tak hustota pravdépodobnosti udéva rozloZeni pravdépodobnosti a pravdépo-
dobnost toho, Ze nastane jev z néjaké spojité oblasti (napiiklad ze A : z € (—1,+1)), ziskdme inte-
graci pres tuto oblast (zde p(A) = fjll o(x)dx). Pravdépodobnosti toho, Ze padnou ¢isla {2, 3,4}
na kostce a Ze velifina z je z intervalu (2,4), se pak ziskaji opticky velmi podobné:

4 4
p(4) =3 w, p(A) = / o(@)dz

V tomto pripadé we = w3 = wy = %, funkce o(x) pak mé tvar podle toho, o jaky jev se jedné.
Povsimnéme si, ze pravdépodobnost toho, ze x = presné cislo, je ve spojitém pripadé nulova. Na
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pravdépodobnosti zékladnich jevia (tj. takovych, ktera se neskladaji z néjakych jinych, napt. jev:
na kostce padne ¢islo k) lze pohlizet jako na diskrétni hustotu pravdépodobnosti.

Typickym prikladem hustoty pravdépodobnosti je Gaussovo rozdéleni:

p(x)

X
1 (z — p)?
o(z) = exp | — 55—
2mo2 20
Takové rozdéleni 1ika, ze provedeme-li nahodny pokus, hodnota x padne nejspise nékam do

okoli p.
Dtlezitou podminkou je tzv. normovaci podminka

Zwy =1 /g(x)dx =1

¥
Zde v jde pres vSechny jevy, které viibec mohou nastat. Toto tvrzeni je vcelku zfejmé —
zrealizujeme-li pokus, pak je jisté, ze nékterou z ptripustnych moznosti vysledku uréité uvidime.

STREDN{ HODNOTY (nebo také o¢ekdvané hodnoty) definujeme jako
(z) = Z Ly Wy
2l

(x) = /xg(x)dx

p

Udévaji nam, ktera oblast je pro dané rozdéleni nejvyznamnéjsi, tj kde mame s nejvétsi prav-
dépodobnosti o¢ekdvat vysledek pokusu. Pro jiz zminéné Gaussovo rozdéleni je (x) = p, coZ je
nanejvys nazorné.

Stredni hodnoty libovolné funkce = pak definujeme jako

(f(z)) = Z fzy)wy
(f() = / f(2)o(z)dz

ROzPTYL (téz varianci) definujeme jako



resp.

Vzhledem k vlastnostem integrélii a sum lze rozptyl vyjadiit také takto (nezapomete, ze (x)
je redlné ¢islo):
D(@) = ((z—(@)?) = (a* = 2(@)a — ()*) =
2 2
= (¢%) —2(2) (z) + ()" = (2”) — (2)
Dale se zavadi tzv. smerodatnd odchylka:
c=VD

Pozndmka 1. V dals$im textu budeme vzdy mnozinu vSech pfipustnych jevi znacit v. Nebudeme
jiz ale rozliSovat, zda se jednd o diskrétni mnozinu (jako kostka) ¢i kontinuum (hodnoty fyzikalnich
veli¢in jako t¥eba rychlost). Viechny pravdépodobnosti budeme znagit pomoci sum a vyraz

Z“’v
Y

/Q(as)dx

y
je-li v spojité. Neni-li v textu feceno néco jiného, jsou obecné vzdy pripustné obé moznosti a
zavisi pak na konkrétnim fyzikdlnim problému.

prechézi na

Na zavér nékolik prikladu rozdélovacich funkei:

BINOMICKE ROZDELENT vyuZijeme tam, kde sledujeme jeden ur¢ity jev, ktery bud nastane s
pravdépodobnosti p, nebo nenastane (s pravdépodobnosti 1 — p). Bud N celkovy pocet pokusii.
Potom pravdépodobnost toho, ze uvidime pravé n priznivych pripadi, kdy jev nastal, bude

wl) = ()= p)¥

Stfedn{ hodnota poé¢tu piiznivych pokusit pfi binomickém rozdéleni je (n) = Np, kde vi-
dime jasny vztah ke klasické definici pravdépodobnosti. Rozptyl binomického rozdéleni je D(n) =
Np(1 —p), tedy ve zvlastnich pripadech p =1 (pokus vzdy vyjde) a p = 0 (pokus nevyjde nikdy)
je rozptyl nulovy.

POISSONOVO ROZDELENT je limitnim pifpadem binomického rozdéleni za pfedpokladu, Ze p — 0,
N — 00, pN — X = const. Pomoci Stirlingovy formule n! ~ /271 (2)" nebo pifmym limitnim
prechodem je mozné binomické rozdéleni upravit na nasledujici tvar:

)\n
wi(n) = 7 exp(-)
Primym vypoctem, nebo limitnim prechodem v prislusnych vzorcich pro binomické rozdélent,
snadno odvodime, zZe stfedni hodnota i rozptyl nadhodné veli¢iny n jsou pro Poissonovo rozdéleni



rovny hodnoté parametru A\. Méjme vsak na paméti, ze rozptyl je tfeba odmocnit, pokud chceme
mluvit o smérodatné odchylce!

1.3. Vazané extrémy. V mnoha fyzikalnich aplikacich se setkdvame s problémem najit extrém
funkce jedné ¢i vice proménnych. Jednd-li se o obyCejny extrém na celém definiénim oboru (¢i
podmnoziné definiéniho oboru o stejné dimenzi), neni to nic tézkého — stacéi polozit vSechny
parcialn{ derivace rovny nule a vyfesit soustavu rovnic. Uloha se v8ak zkomplikuje, ma-li uvazovana
podmnozina definicniho oboru dimenzi nizsi nez sdm defini¢ni obor — chceme napriklad znét
extrém funkce vzhledem k néjaké kiivce.

Tento problém je diikladné teoreticky rozebran v predmétu Matematickd analyza 4. V Termo-
dynamice a statistické fyzice na néj ale narazime diive, a proto si ukazme prakticky postup, jak
vazané extrémy Tesit.

Meéjme redlnou funkci

f:f(xlv"'vxn)
nékolika redlnych proménnych. Hledejme extrém na varieté (obecné nikoliv linedrni), ktera je
popséana rovnicemi

<I)1(;U1,a:2,...,xn) =0
CI)Q({L‘l,(EQ,...,LCn) :0

Dp(x1,29,...,2,) =0
Jako prvni krok utvorime tzv. Lagrangeovu funkci nasledujicim zptsobem:

k
Az, 22, xn) = f(z1, 22, ... 2p) — Z)\g@g(xl,xg,...,xn)
=1

Cisla A¢ se nazyvaji Lagrangeovy multiplikitory a mohou byt obecna. Vyéisluji se spolu s
hodnotami (x1,xa,...,x,), nicméné jsou na nich nezavisld. Nyni vypocitdme vSechny parcidlni
derivace Lagrangeovy funkce a polozime je rovny nule. Tim jsme ziskali n rovnic, oviem neznamych
je n + k, nebot mame navic Lagrangeovy multiplikdtory. Proto pridame jesté rovnice popisujici
varietu a tim je urc¢ena soustava n + k rovnic o n + k neznamych:

oA

== _0

8$1

oA

0

8%2

oA

o

0xy,
by (z1,22,...,2,) =0
@2(1’1,%2, e ,xn) =0
(I)k(a?h Loy ... ,xn) =0

Tuto soustavu vyfesime a ziskdme tak body (x1,22,...,2,) a (A1,...,Ag). Déle bychom urdili,

zda se jednd o minimum, maximum ¢i sedlo, to ale v této prednasce nebude treba a tak se tim zde
neni nutné zabyvat.

PRIKLAD. Mé&jme redlnou funkci



flr,y,2) =zy+yz+zz

a zjistéme jeji extrém véazany na povrch koule

Oy (z,y,2) =2 +y* +22—4=0

Tedy nejprve Lagrangeova funkce:

A(‘rvyvz) = f(‘rvyvz) - >‘(I)1(‘T7yaz) =xy+yz+zz— )\((E2 + y2 + 22 - 4)

a z ni soustava rovnic:

A
8—:y+z—2)\x20
Ox

A
a—:x+z—2)\y:0
dy
%:m—i—y—Q)\z:O
0z

4yt 422 =4

Resme. Odectéme od prvni druhou rovnici a také od druhé tieti:

y—zr+2\y—2z)=(y—z)(1+2X) =0

z—y+2Mz—y)=(z—-y)(1+2)\) =0
r+y—2Xz=0
4yt 422 =4

Prozkoumejme pripad, kdy A % Potom z prvnich dvou rovnic plyne, ze © = y = z a z
posledni pak 322 =4 =2 =y = :I:% Nakonec muzeme spocitat A ze zbylé rovnice:
1 1 73 1
: 7
Otéazkou zustava, co by se stalo, kdybychom pripustili, ze A = —%. V takovém pripadé vidime

z puvodni soustavy, ze prvni tfi rovnice jsou zavislé a soustava prejde na tvar

r+y+2=0
2yt =4
Tato soustava rovnic ovSem zjevné neméa jedno feseni. Jednd se o prunik roviny s kouli a
vysledkem bude kruznice. To ovSem neni ostry extrém. Nasli jsme tedy pouze body %(1, 1,1)
—%(1, 1,1). Lagrangetuv multiplikdtor lambda uZ nyn{ neni k ni¢emu pot¥ebny, ve fyzikdlnich
aplikacich muze mit ale velmi konkrétni smysl.

1.4. Legendreova transformace. Méjme funkei f(x;,t;) n€kolika nezévislych proménnych. Dejme
tomu, Ze se nam jeji proménné nelibi a vice by se nam hodlly promeénné jiné, tfeba (y;,t;), které
jsou rovnéz mezi sebou nezavislé, a plati y; = (%i . Prejdeme proto k nové funkci podle vztahu

9(i, t5) = flaist; Z TiYi

To je vzorec pro tzv. Legendreovu transformaci, ve kterem je za x; provedena substituce x; =
x;(y;,tk), vypoctend z rovnic
_ af(xjv tk)
Yi = o
Prozkoumejme, co se stane s diferencidly.



c@z#—d}]mm

Pro jednoduchost sledujme pouze i-té a j-té proménné

dg(7) = of dx; ngdtj — xidy; — yidz;
J

i

o 0 0
dg") = yidx; + a—fdtj — widy; — yidw; = affd’fj — @idy;
J J

a zaroven

. dg dg
dg®) = —Ldy; + —Zdt,
9= By Y gy,
Porovname-li koeficienty, pak vidime, ze
of _ 99
ot; 0Ot

a tedy proménné t; maji stejny vyznam pro obé funkce, ovSem

o
B 8% vi= 8:51

T4

.....

1.5. Homogenni funkce. Mé&jme funkci f = f(z1, o, ...,z,) takovou, Ze plati

FOT1, . Azn) = N f(ag, 20, .., @)
Takové funkci fikdme homogenni funkce k-tého stupné. M4 zajimavé vlastnosti. Zderivujeme

obé strany predchozi rovnice podle A:

n

= kART! Ty,
a /\xl a)\ f(xlv‘r% y L )
coz plati pro libovolné /\. Zvolme tedy A = 1 a dosadme jej:

Z 83511:1 =kf(x1,22,...,%n)
Funkci se nam tedy podarilo VyJadrlt pomoci nezavislych proménnych x; a parcidlnich derivaci

podle nich. To se hodi napriiklad pri vyjadfovani termodynamickych potenciali v zavislosti na
latkovém mnozstvi (viz. str. ?7), nebot vnitini energie U je homogenni funkci prvniho stupné

1.6. Gaussovy integraly. Gaussuv se nazyva kazdy integréal ve tvaru

+o0
I(n,a,b) _ / ZL,nefaz%rbac

— 00

Obecné fesen{ pro I(n,a,b) neni v principu nijak komplikované, ale velmi, velmi pracné. Na-
znacime:

Vzorec —az? + bxr upravme na ¢tverec:

2 2 2 2
—az® + b = —a [L’—i _ =—a x—i —|—b—
2a 4a? 2a da



Pro n = 0 provedme v integrdlu substituci y = v/a(z — %), Vadr = dy:

a nyni, kdyZz zndme vzorec pro I(0, a,b), dopracujeme se k dalsim pomoci véty o derivaci podle
parametru:

+o0 oo

d 0 2 2
I n_—azx‘+bx n+1l_—axz“+bx I 1
A (n,a,b) = / e dr = /x e dr=1I(n+1,a,b)

— 0o

+oo +oo
d 0 2 2
iy _ & n_ —ax“+bx — _ n+2 —ax*+bx -7 )
= (n,a,b) /8(136 e dx /a: e dz (n+2,a,b)
Potom tedy
d 2 b w2
I(1,a,b) = %I(O,a, b) = 8ab Teta = 7r2a§ e
d 1 b2 b2
1(2,a,b) = < 1(1,a,b) = |2
2at) = GILad) = VA | Lk L] o

d 0 T b2 1 b2 b2
I1(2 = —1 = — —eta | = Ia
(2,a,b) - (0,a,b) %a (”ae ) ﬁ[2a§ +4ag} e

a tak déle. Pro nase ,jednoduché“ potreby si uvedme vzorce pro prvnich nékolik n, je-li b = 0.
Pro n liché je i integrand lichy, tedy integrél je nulovy. Pro n = 0 plati:

400

/ e~ dy = \/?
a

— 00

Pro vyssi n se integral spocte derivaci predchoziho vzorce podle parametru a.

+oo +oo
—az? T a2 3y/m
/1‘26 az” Jp — \/: /1’46 az” g — \/:
2a2 4a2

—00 —00

Dalsi moznost feseni je prevod Gaussova integrdlu na Eulerovu gama funkci pomoci substituce
ax® = t. Je viak potieba nejprve integral piepsat pomoci integrace od nuly do nekoneéna, abychom
po substituci neintegrovali od 400 do 4o00. Pro lichd n ziskdme okamzité nulovy vysledek ze
stejného duvodu jako vysSe, zabyvejme se tedy pouze sudymi hodnotami.

400 400
/x"e‘axzdxza_%l /t%ﬂ_le—t:a—%ﬂ[‘ (n—;—l)

—o00 0
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