
1 Reprezentace Lieových grup a algeber

Definice 1. Reprezentace Lieovy grupy G na vekt. prostoru V je hladký homomorfismus ϕ :
G Ñ GL(V).

Poznámka 1. V přı́padě dim G = +8 je vhodné uvažovat H a ϕ : G Ñ B(H ).

Definice 2. Reprezentace Lieovy algebry g na vekt. prostoru V je (hladký) homomorfismus
ϕ : g Ñ gl(V). (Tedy ϕ je lineárnı́ a platı́ [ϕ(X), ϕ(Y)] = ϕ([X, Y]).

Přı́klad 1. Reprezentace so(3) na C8(R3): ϕ(Xi) = εijkxkBj (sumace podle dolnı́ch indexů).

Definice 3. Reprezentace G (resp. g) je věrná, právě když ϕ je prosté zobrazenı́ (monomorfis-
mus).

Poznámka 2. Na základě věrné reprezentace jsme schopni zrekonstruovat G (resp. g), proto
nazýváme věrné reprezentace realizacı́ dané G (resp. g), např. so(3) jako matice nebo vektorová
pole z př. 1.

Definice 4. Buď Σ Ă gl(V). Σ je

• reducibilnı́ ô (DW ĂĂ V, W R tV, t0uu)(ΣW Ă W),

• ireducibilnı́ ô (@W ĂĂ V, W ‰ V)((ΣW Ă W) ñ W = t0u),

• úplně reducibilnı́ ô (@W ĂĂ V, ΣW Ă W)(DW̃ ĂĂ V, ΣW̃ Ă W̃)(V = W ‘ W̃).

Reprezentace G (resp. g) je ireducibilnı́ (reducibilnı́, úplně reducibilnı́) právě tehdy když ϕ(G)
(resp. ϕ(g)) je ireducibilnı́ (reducibilnı́, úplně reducibilnı́).

Přı́klad 2. Reprezentace ϕ : G Ñ U (H ) (unitárnı́ reprezentace) jsou úplně reducibilnı́, protože
z unitarity platı́ ϕ(G)W Ă W ñ ϕ(G)WK Ă WK. Navı́c na úrovni algeber platı́ ϕ˚ : g Ñ u(H ) a
pomocı́ exponenciely dostaneme pro X P g:
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Ve fyzice se obvykle použı́vajı́ hermitovské matice, proto se definujı́ fyzikálnı́ veličiny

A ÞÑ AF = ´iA . (1)

AF již splňujı́ A+
F = AF.

Shurovo lemma

Věta 1. V vektorový prostor nad C, dim V ă +8, Σ Ă gl(V) ireducibilnı́. Potom @A P gl(V) :
([A, Σ] = 0 ñ (Dλ P C)(A = λ1)).

Důkaz. A P gl(V) ñ σ(A) ‰ H ñ Dλ P C : W = ker(A ´ λ1) ‰ t⃗0u ñ (A ´

λ1)ΣW = Σ(A ´ λ1)W = 0 ñ ΣW Ă ker(A ´ λ1) ñ W je invariantnı́ podprostor ñ

W = V

Věta 2. V nad C, Σ Ă gl(V) úplně reducibilnı́. Pokud platı́ (@A P gl(V))([A, Σ] = 0 ñ (Dλ P

C, A = λ1)), potom Σ je ireducibilnı́.

Důkaz. W ‰ t⃗0u invariantnı́ podprostor ñ D rW invariantnı́ podprostor takový, že V = W ‘

rW, @S P Σ, S : W Ñ W, S : rW Ñ rW ñ definujeme A : A|W = λ1, A|
rW = Člambda1, tj.

AW Ă W, A rW Ă rW ñ [A, S] = 0, @S P Σ ñ Dλ P C, A = λ1 ñ rW = t⃗0u ñ

V = W.
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