1 Reprezentace Lieovych grup a algeber

Definice 1. Reprezentace Lieovy grupy G na vekt. prostoru V je hladky homomorfismus ¢ :
G — GL(V).

Pozndmka 1. V pfipadé dim G = 4+ je vhodné uvazovat # a ¢ : G — AB(H).

Definice 2. Reprezentace Lieovy algebry g na vekt. prostoru V je (hladky) homomorfismus
¢ :g— gl(V). (Tedy ¢ je linearni a plati [¢(X), ¢(Y)] = ¢([X, Y]).

Pfiklad 1. Reprezentace s50(3) na C*(R%): ¢(X;) = €;jkx0; (sumace podle dolnich indext).

Definice 3. Reprezentace G (resp. g) je vérna, praveé kdyz ¢ je prosté zobrazeni (monomorfis-
mus).

Poznimka 2. Na zakladé vérné reprezentace jsme schopni zrekonstruovat G (resp. g), proto
nazyvame veérné reprezentace realizaci dané G (resp. g), napf. so(3) jako matice nebo vektorova
pole z pt. 1.

Definice 4. Bud = c gl(V). Zje
¢ reducibilni < (AW cc V,W ¢ {V,{0}})(EW < W),
e ireducibilni & (YW cc V,W # V)((EW < W) = W = {0}),
* tplné reducibilni & (YW cc V,EW c W)W cc V,ZW c W)(V = WO W).

Reprezentace G (resp. g) je ireducibilni (reducibilni, aplné reducibilni) pravé tehdy kdyz ¢(G)
(resp. ¢(g)) je ireducibilni (reducibilni, aplné reducibilni).

Priklad 2. Reprezentace ¢ : G — U(#) (unitdrni reprezentace) jsou tuplné reducibilni, protoze
z unitarity plati $(G)W < W = ¢(G)W= < W. Navic na trovni algeber plati ¢, : g — u(#) a
pomoci exponenciely dostaneme pro X € g:

¢<ex) — (X)) (d,(eX))Jr _ 4)(eX)_1 — o 9x(X)
_ (e¢*<x>)+ — o))

= (4)*(){))Jr = —¢4(X), §j. ¢« (X) jsou antihermitovské matice, u(#’) = {B € gl(#)|B + BT = 0}.
Ve fyzice se obvykle pouZzivaji hermitovské matice, proto se definuji fyzikdlni veli¢iny

A Ap = —iA. (1)

A jiz spliuji Af = Ap.

Shurovo lemma

Véta 1. V vektorovy prostor nad C, dimV < +w, £ < gl(V) ireducibilni. Potom VA € gl(V) :
([AZ] =0= (3Ir e C)(A = AD)).

Ditkaz. A€ gl(V) = o(A)# P = FAeC:W =ker(A—Al) # {0} = (A-
ADEW =2(A-A1)W =0 = ZXWcker(A—Al) = W jeinvariantni podprostor =
W=V O
Véta 2. V nad C, X < gl(V) tplné reducibilni. Pokud plati (VA € gl(V))([A,Z] = 0= (FA €
C, A = Al)), potom X je ireducibilni.

Diikaz. W # {0} invariantni podprostor = JW invariantni podprostor takovy, ze V = W@
W, VSex, S: W ->W,S: Wo-W = definujeme A : Al = A1, A\W = lambdal, 4.

AWC W, AWcW = [AS=0,VS5eX = 3AecC A=A = W={0} =
V=W O
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