
1 Nástin teorie integrabilnı́ch distribucı́

Definice 1. k-rozměrná distribuce na varietě M, dim M = n ě k, je hladké zobrazenı́, které
každému p P M přiřazuje k-rozměrný podprostor v Tp M. Značı́me ∆k(p) Ă Tp M, dim ∆k(p) = k.

Poznámka 1. Hladkost z předcházejı́cı́ definice chápeme ve smyslu: @p P M, DU = U˝, p P

U, X1, . . . , Xk P X (U) tak, že ∆k(q) = span
!

X1|q , . . . , Xk|q
)

, @q P U.

Definice 2. Integrálnı́ podvarieta dimenze l distribuce ∆k je vložená podvarieta N dimenze l
taková, že @p P N je TpN Ă ∆k(p).

Definice 3. Distribuce ∆k je (úplně) integrabilnı́ právě tehdy, když @p P M existujı́ na okolı́ U
bodu p souřadnice

(
x1, . . . xk, y1, . . . , yn´k

)
takové, že rovnice yj = konstj, @j P zn ´ k definujı́

k-rozměrné integrálnı́ podvariety distribuce ∆k. Takové (x, y) se nazývá Frobeniova mapa.

Věta 1. (Frobeniova) ∆k je úplně integrabilnı́ ô [∆k, ∆k] Ă ∆k, to znamená
@U = U˝ Ă M, @X, Y P X (U), @p P U : X(p), Y(p) P ∆k(p) ñ @q P U, [X, Y](q) P ∆k(q).
Bez důkazu.

Poznámka 2. Použı́vá se zápisu [X, Y] P ∆k ô @q P U, [X, Y](q) P ∆k(q).

Poznámka 3. [∆k, ∆k](p) = span
!

[X1, X2]|p
ˇ

ˇ

ˇ
X1, X2 P X (U), p P U = U˝, @q P U : X1|q , X2|q P ∆(q)

)

Poznámka 4. Integrabilnı́ podvariety M, N, pro které M X N ‰ H lze navazovat, tj. vytvářet
podvariety postupem O = M Y N.

Definice 4. Sjednocenı́m ntegrrálnı́ch podvariet zı́skáme listy distribuce ∆k. Maximálnı́ list je
takový, ke kterému už nelze přidat žádnou integrálnı́ podvarietu. Maximálnı́ listy tvořı́ tzv.
foliaci variety danou integrabilnı́ distribucı́.

Poznámka 5. Nejedná se obecně o vloženı́, protože se vloženost může narušit nekonečným sjed-
nocenı́m (viz přı́klad s T2).

Věta 2. (Chevalley) Maximálnı́ listy integrabilnı́ distribuce jsou prostě vnořené podvariety. Bez
důkazu.

Důsledek 1. Pro Lieovu grupu G a algebru g a podalgebru h Ă g, splňujı́cı́ [h, h] Ă h je podvarieta
H z poznámky ?? maximálnı́ list integrabilnı́ distribuce určené h procházejı́cı́ e. H je podgrupa,
protože dı́ky levoinvariantnosti h je gH opět maximálnı́ list. Ten je z definice buď totožný s
původnı́m nebo s nı́m má prázdný průnik. Ale pokud g P H ñ ge = g P H ñ gH = H.
Obdobně g P H ñ g´1H = H, protože g´1g = e P H ñ g´1 P H.
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