1 Definice Lieovy grupy a Lieovy algebry

Definice 1. Lieova grupa je diferencovatelnd varieta G vybavend navic zobrazenim - : G x G — G
takovym, Ze (G, ) je grupa a zobrazeni - a (-)(=1 jsou hladka.
Pozndmka 1. Podle V. Hilbertova problému postacuje - a (.)~! spojité, G topologicky prostor
lokalné homomorfni IR", z toho uZ plyne hladkost. Bez diikazu.
Priklad 1. G = GL(n,R) = {A € R""|detA # 0} je Lieova grupa (- je ndsobeni matic ),
dim GL(n,R) = n?.

Zobrazeni det : R"" — R je C*(R™",R), G je tedy podmnoZzina R"™" a varieta protoze plati
G = det™V(R\{0}) = GL(n,R)°. Podminka hladkosti na - a ()~! plyne z (AB)ij = AikBkj a
ATl = dAd
Pozndmka 2. GL(n,C) < C™" = C"" = R*"",dim GL(n,C) = 2n?

Definice 2. Maticové Lieovy grupy jsou podgrupy GL(n,R) nebo GL(n,C).!

Priklad 2. SL(n,R) = {A € GL(n,R)| det A = 1} je maticova Lieova grupa.

SpInéni podminky pro varietu je pfimo vidét z rovnice Y s sgnm [ [}, A n(iy = 1 (Ajj znadi
prvky matice A). Pro n = 2 lze zménou baze pfevést podminku dokonce na kvadriku x3 +
23 —x3—x3 -1 = 0vRYL Ze sejednd o podgrupu je ziejmé z det(AB~!) = 4 — 1 4
AB~le SL(n,R).

Pozndmka 3. Vyznaéné difeomorfismy na G jsou pro ¢ € G Lg, Rg : G — G definované Lgh = gh,
Rgh = hg, Vh € G. Nazyvaji se levé a pravé translace.

Definice 3. Levoinvariantni a pravoinvariatni vektorova pole X € X'(G) jsou vektorové pole
spliiujici X = Lgx X, X = RgxX.

Pozndmka 4. Bodové piedchozi definice znamend X|g;, = Lgx(X|y), resp. X|pg = Rex(X|3), Vg, h €
G.

Pozndmka 5. Levoinvariantni vektorové pole je jednozna¢ne ur¢eno te¢nymi vektory v libovolném
pevné zvoleném bodé ¢ € G (obvykle se voli ¢), tj. X|, = Lg«(X|,) protoze Lg - Ly = Lgp,
Lg* “Lyy = Lgh*-

Véta 1. Vektorovy prostor levoinvariantnich vektorovych poli g c< X (G) je izomorfni T,G, tj.
g~ TeG.

Diikaz. M&me X € T,G, pak X : G — TG, X(8) = Lg+(X), tj. X, € T,G. PouZitim
v:i(a,b))cR—>Ga<0<b70)=X = ¢(gt)=g 7(t) =Lg(y(t) eC®

je diky hladkosti ¢ vidét, ze X(g) = & ‘t*O ¢(g t) € TgG zavisi na g hladce:

L) = Lo 5| () = Lea(®)
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Pti vypoctech tak mohou vzniknout nejasnosti ve znaceni, kdy symbolem X € g mtGZeme
znacit vektorové pole na G nebo pouze vektor z T,G. V pfikladech, kde budeme tyto pojmy ilus-
trovat v praxi, budeme tyto pojmy rozliSovat. (Obvykle X vektorové pole, X|, vektor v bodé
g, X(g) jeho slozky). Jinak budeme za prvky g povazovat vektory z T,G, protoZze je s nimi
jednodussi prace nez s vektorovymi poli (v pfipadé maticovych grup se vypocty zjednodusi na
pocitani s maticemi).

1S grupami, které nejsou maticové se v LIAG p¥imo nesetkdme, ale Ze tento pojem neni prazdny ukazuje existence
Lieovy grupy, kterd neni maticova (viz http://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group).



Poznimka 6. P¥ipomenuti, kote¢né zobrazeni ptisobi na funkce (¢*f)(p) = (f o ¢)(p). Lze tak
ekvivalentné definovat te¢né zobrazeni (¢ X)(f) = X(¢*f).

Véta 2. Levoinvariantni pole splfiuje Ly o X = X o L.

Diikaz. Proy: M — N,pe M, X € T,M, f € C*(N) plati:

P (X)f = X(foy) = X(@*(f)) = (Xo9™)f.
Tudiz pro Lgs, X € g plati:

Lew(X[,)f = (X| o LE)f = ((XoL2)f) ()
= Xlgp f = (XF)(gh) = (Xf)(Leh) = (LEX () (h) = ((Lg = X)f ) ()
= XoLi=LioX. O
Dtsledek 1. L7 o [X, Y] = [X,Y]oLg.
Diikaz.
Lgo[X,Y]=LgoXoY—-LyoYoX=XoLyoY—-YolLioX=XoYoLy—YoXoLy=[X,Y]oLyg
U

Definice 4. g = {X € X'(G)|X = Lg« X} nazyvame Lieova algebra Lieovy grupy G.

Definice 5. Lieova algebra (A,®,O, [, ]) je vektorovy prostor (A,®,®) vybaveny bilinedrnim
zobrazenim [, -] : A x A — A spliiujicim:

1 [X,Y] = —[Y,X],VX,Y € 4,

2. [[X,Y),Z]+][Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0,VX,Y, Z € A (Jacobiho identita).
[-,-] se nazyvé Lieova zévorka.
Definice 6. Uvazujme bazi (X;) prostoru 4, [, -] je uréena ptisobenim na bazické vektory, [X;, X;| =
c; ijk. ¢ ].k se nazyvaji strukturni konstanty, spliuji

1 1 !
C..m = —C: , Cilmcjk +C]'lkai +Cklmcij =0. (1)

Pozndmka 7. Pro maticové Lieovy grupy jsou Lieovy algebry vektorové prostory matic odpovidajici
dimenze a Lieova zdvorka je komutator matic.

Te¢né vektory z gl jsou v soufadnicovém zapisu X{ 6]1: e (standardni baze v GL). U maticovych
grup tak mame navic operaci sklddani prvki z gl a dokonce miiZeme i ndsobit prvky z gl a GL.
Ukaze se, Ze v praktickych vypoctech si tim usnadnime dost prace oproti obecnym Lieovym
grupam a algebram, kde takové operaco vtibec k dispozici nemame.

Pfiklad 3. Afinni transformace Af(1) naR. Af(1) = (R* xR, (x,y)(%,7) = (x% x7 +y)). Tato
struktura lze zapsat maticové (operace nasobeni matic) Af(1) = {(3¥) ,x € Ry,y € R}.

Lieova algebra se ur¢i z pozadavku na levoinvariantnost obecného vektorového pole v e =
(1,0), tj. uvazujeme pole ve tvaru X|, = adx|e + B0y|e. Aplikovanim tohoto pozadavku

0 0 0 0
Xliap) f = Liap)s X\(1,0)f = (“ax +5ay) fax,ay + b)\(x,y):(m) =a (lx&x f(xry)|(a,b) + ﬁ@ f(x/y)|(a,b))

, Zjistime, Ze X = ax0y + px0dy. Tedy Lieova algebra je af(1) = span{Xy, X}, X1 = x0y, Xp = xdy,
protoZe [Xj, Xa] = X» je af(1) uzaviend a tedy je to skute¢né algebra.

V piipadé matic mame af(1) = T,Af(1) 3 (gg),takie Xi=(33)aXa=(3}).



Ptiklad 4. Maticové grupy.

Uvazme maticovou grupu G > g (za soufadnice povaZujeme slozky matice gj.). Podobné
jako v minulém pfikladé najdeme jak vypada obecné levoinvariantni vektorové pole X, které
je urteno hodnotou v e, tj. X|, = oc;.é’ﬂe, v obecném bodé X|, = X]l(g)é’ﬂg Bud f € C*(G),

f=f (x;) Podminka levoinvariance:

Xi(g)allef = Xlof = (LeuXlo)f = Xlo(f o Lg) = af'dl, f(giat) =
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= (5],‘,1(5;, = uc;-‘g = g;;a;-‘(?ﬂgf.
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Takze Xj(g) = 8-
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