
Kapitola 1

Volná částice

Cvičeńı 1 Pomoćı Fourierovy transformace určete řešeńı Schrödingerovy rovnice pro
volnou částici, které v čase t = 0 má tvar

ψ(x⃗, 0) = g(x⃗) = C exp[−Ax2 + B⃗x⃗] (1.1)

kde Re A > 0, B⃗ ∈ C3, C ∈ C.

Návod: Při řešeńı použ́ıváme Fourierovu transformaci (FT) ve tvaru

ψ̃(p⃗, t) =
1

(
√
2πh̄)3

∫
R3

e−
i
h̄
p⃗·x⃗ψ(x⃗, t)d3x,

která převede Schrödingerovu rovnici na obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu v čase

ih̄
∂ψ̃

∂t
=

p2

2M
ψ̃.

Řešeńı této rovnice je

ψ̃(p⃗, t) = e−
i
h̄

p2

2M
tψ̃(p⃗, 0), (1.2)

kde ψ̃(p⃗, 0) je FT počátečńı podmı́nky ψ(x⃗, 0), tj.

ψ̃(p⃗, 0) =
1

(
√
2πh̄)3

∫
R3

e−
i
h̄
p⃗·x⃗ψ(x⃗, 0)d3x =

C

(
√
2Ah̄)3

e
(B⃗− i

h̄
p⃗)2

4A

Řešeńı v proměnné x⃗ źıskáme inverzńı FT

ψ(x⃗, t) =
1

(
√
2πh̄)3

∫
R3

e
i
h̄
p⃗·x⃗ψ̃(p⃗, t)d3p = Cχ(t)−3/2e

B⃗2

4A e−A
[x⃗−B⃗/(2A)]2

χ(t) , (1.3)

kde χ(t) = 1 + 2iAh̄
M
t.
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Cvičeńı 2 Čemu je úměrná hustota pravděpodobnosti pro řešeńı (1.3) z př́ıkladu 1? Jak
se měńı poloha jej́ıho maxima s časem? Čemu je rovna jej́ı středńı kvadratická odchylka?
Jak se měńı s časem? Za jak dlouho se zdvojnásob́ı ”š́ıřka”vlnového baĺıku pro elektron
lokalisovaný s přesnost́ı 1 cm a pro částici s hmotnost́ı 1 gram, jej́ı̌z těžǐstě je lokalizováno
s přesnost́ı 10−6m?

Návod: Je zapotřeb́ı spoč́ıtat |ψ(x, t)|2 ∼
∣∣∣∣∣e−A

[x⃗−B⃗/(2A)]2

χ(t)

∣∣∣∣∣
2

(nezaj́ımá nás časový vývoj

normalizace, i v daľśım poč́ıtáńı je vhodné vynechávat celkové faktory nezávisej́ıćı na
x). Odvod’te si a využijte |ez|2 = e2Rez. Pro určeńı středńı kvadratické odchylky atd.
porovnejte výsledek s tvarem Gaussovy rozdělovaćı funkce a najdete

x⃗0(t) =
ReB⃗

2ReA
+

h̄

M
ImB⃗ t− h̄

M

ImA

ReA
ReB⃗ t,

σ2(t) =
1

4ReA
+

h̄2

M2
ReA t2 +

h̄2

M2

(ImA)2

ReA
t2 − h̄

M

ImA

ReA
t.

Neurčitost polohy je stejná ve všech směrech, tj. (∆xj) = σ(t). Vlnový baĺık se může
po konečnou dobu zužovat, pokud je ImA ̸= 0. Pro A > 0 se pouze rozšǐruje, vztahy se
zjednoduš́ı na

x⃗0(t) =
ReB⃗

2A
+

h̄

M
ImB⃗ t,

σ2(t) =
1

4A
+

h̄2

M2
A t2.

Zdvojnásobeńı: pro elektron cca 3 s, pro částici cca 1012 let.

Cvičeńı 3 Částice s hmotnost́ı m a hybnost́ı p let́ı kolmo proti stěně se dvěma štěrbinami
v bodech ±x0. Š́ıřka štěrbin je σ0. Ve vzdálenosti d od štěrbin je st́ıńıtko. Určete hustotu
pravděpodobnosti nalezeńı částice na st́ıńıtku. Předpokládejte, že po pr̊uchodu horńı, resp.
spodńı štěrbinou, je stav částice možné popsat vlnovým baĺıkem se středńı hodnotou polohy
±x0 a středńı kvadratickou odchylkou rovnou σ0.

Návod: Vlnová funkce popisuj́ıćı stav částice po pr̊uchodu štěrbinami je superpozićı
vlnových baĺık̊u

ψ(x, t) = ψ1(x, t) + ψ2(x, t), ψ1,2(x, t) = e
− (x∓x0)

2

4σ2
0
χ(t) = e

(x∓x0)
2(2σ2

0−i h̄
M

t)

2(4σ4
0
+ h̄2t2

M2 ) .

Doba letu částice od štěrbin na st́ıńıtko je t = dM
p
. Hustota pravděpodobnosti nalezeńı

částice v mı́stě x na st́ıńıtku je tedy rovna∣∣∣∣∣ψ(x, t = dM

p
)

∣∣∣∣∣
2

= |ψ1(x) + ψ2(x)|2 = |ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2 + ψ1(x)ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(x).
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Prvńı dva členy odpov́ıdaj́ı situaci jen s horńı (resp. spodńı) štěrbinou

|ψ1,2(x)|2 = e−
(x∓x0)

2

2σ2 , σ2 = σ2
0 +

(
h̄d

4pσ0

)2

.

Zbylé dva členy jsou zodpovědné za interferenci

ψ1(x)ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(x) = 2e−
x2+x20
2σ2 cos

(
4h̄dpxx0

4p2σ4
0 + h̄2d2

)
.
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