
Kapitola 1

Spin

Cvičeńı 1 Určete tvar matic operátor̊u projekce spinu do osy x, y, z v bázi společných
vlastńıch vektor̊u Ŝz a Ŝ2 pro spin 1

2
.

Návod: Spin je moment hybnosti. Společné vlastńı vektory Ŝz a Ŝ
2 jsou |1

2
, 1
2
⟩ a |1

2
,−1

2
⟩

splňuj́ıćı

Ŝz|
1

2
,±1

2
⟩ = ± h̄

2
|1
2
,±1

2
⟩,

Ŝ2|1
2
,±1

2
⟩ =

3

4
h̄2|1

2
,±1

2
⟩.

Ŝz je v bázi svých vlastńıch vektor̊u reprezentováno diagonálńı matićı

Sz =
h̄

2

(
1 0
0 −1

)
.

Matice Sx a Sy urč́ıme pomoćı posunovaćıch operátor̊u

Ŝ± = Ŝx ± iŜy,

jejichž p̊usobeńı na kety |1
2
,±1

2
⟩ známe (viz. př́ıklad ??). Matice posunovaćıch operátor̊u

maj́ı tvar

S+ =

(
0 1
0 0

)
, S− = S†

+ =

(
0 0
1 0

)
.

Odtud už snadno źıskáme matice operátor̊u Ŝx a Ŝy. Výsledek lze zapsat ve tvaru

Sj =
h̄

2
σj,

kde σj jsou Pauliho matice

σ1 =

(
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
.
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Cvičeńı 2 Ukažte explicitně, že S2 = 3
4
h̄21. Porovnejte tento výsledek s L̂2.

Návod: Pro výpočet je vhodné použ́ıt komutačńı a antikomutačńı relace pro Pauliho
matice

[σi, σj] = 2iεijkσk, {σi, σj} = 2δij1,

ze kterých plyne vztah

σiσj =
1

2

(
[σi, σj] + {σi, σj}

)
= δij1+ iεijkσk.

Porovnáńı s L̂2 - odpov́ıdaj́ıćı l pro spin je 1
2
, tj. spin elektronu je poloč́ıselný.

Cvičeńı 3 Napǐste vlnovou funkci Ψ(x⃗, ) základńıho stavu elektronu ve vod́ıku s hodnotou
z–ové, resp. x–ové, resp. y–ové složky spinu rovné h̄/2.

Návod: Bez spinu je základńı stav popsán vlnovou funkćı ψ1(r) = Ce−
r
a . Protože Ĥ je

ve spinovém prostoru diagonálńı, bude mı́t základńı stav stejnou energii, jako když spin
neuvažujeme, a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor má tvar Ψ1,i(r) = Ce−

r
a (a, b)T . Koeficienty

a, b urč́ıme tak, aby to byl současně vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı složky spinu Ŝi. Výsledek:

Ψ1,z+(r) = Ce−
r
a

(
1
0

)
, Ψ1,x+(r) =

C√
2
e−

r
a

(
1
1

)
, Ψ1,y+(r) =

C√
2
e−

r
a

(
1
i

)

Cvičeńı 4 Jakým vektorem z H = C2 m̊užeme popsat spin elektronu, jestlǐze v́ıme, že
má kladnou (zápornou) projekci spinu do směru n⃗ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)?

Návod: Hledáme vlastńı vektory operátoru

n⃗ · σ⃗ =

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)

s vlastńımi č́ısly ±1. Řešeńı je (včetně normalizace)

ψn⃗+ =

(
e−iφ

2 cos θ
2

ei
φ
2 sin θ

2

)
, ψn⃗− =

(
e−iφ

2 sin θ
2

−eiφ2 cos θ
2

)
.

Cvičeńı 5 Necht’ pro volnou částici se spinem 1/2 je naměřena hodnota z–ové složky
spinu sz=h̄/2. Jestlǐze vzápět́ı měř́ıme hodnotu spinu do směru n⃗ daného prostorovými
úhly θ, φ, jaké m̊užeme naměřit hodnoty a s jakou pravděpodobnost́ı? Jaká je středńı
hodnota projekce spinu do směru n⃗?
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Návod: Stav spinu po měřeńı do osy z je dán vektorem ψz+ = (1, 0)T . Amplituda
pravděpodobnosti naměřeńı kladné (záporné) hodnoty projekce spinu do směru n⃗ je
dána skalárńım součinem ψz+ s př́ıslušným vlastńım vektorem (viz. předchoźı př́ıklad).
Pravděpodobnosti jsou nezávislé na úhlu φ, výsledek je

P+ =
1

2
(1 + cos θ), P− =

1

2
(1− cos θ).

Středńı hodnota je rovna

⟨n⃗ · ˆ⃗S⟩z+ =
h̄

2
cos θ.

Cvičeńı 6 Částice se spinem 1/2 je umı́stěna v konstantńım magnetickém poli B⃗ =
(0, 0, B). V čase t = 0 byla naměřena hodnota x-ové složka spinu částice +h̄/2. Jakým
vektorem bude popsán stav částice v čase t > 0? S jakou pravděpodobnost́ı nalezneme
v libovolném daľśım čase hodnotu jej́ı x-ové složky spinu +h̄/2 (resp. −h̄/2)? Jak se s
časem měńı středńı hodnota projekce spinu do osy x?

Návod: Hamiltonián částice je roven

Ĥ = µ0B⃗ · σ⃗ = µ0Bσ3.

Jeho vlastńı č́ısla jsou ±µ0B, př́ıslušné vlastńı vektory ψz±.
Stav v čase t > 0 je dán jako řešeńı Schrödingerovy rovnice

Ĥψ = ih̄
∂ψ

∂t
,

s počátečńı podmı́nkou

ψ(t = 0) = ψx+ =
1√
2

(
1
1

)
=

1√
2
(ψz+ + ψz−).

V našem př́ıpadě tak dostaneme (označ́ıme ω = µ0B
h̄
)

ψ(t) =
1√
2

(
e−iωtψz+ + eiωtψz−

)
=

1√
2

(
e−iωt

eiωt

)
.

Pravděpodobnosti naměřeńı kladné (záporné) projekce spinu do osy x v čase t jsou rovny

P+ = |(ψx+, ψ(t))|2 =
1

2
(1 + cos (2ωt)) ,

P− = |(ψx−, ψ(t))|2 =
1

2
(1− cos (2ωt)) .

Středńı hodnota projekce spinu do osy x v čase t je

⟨Ŝx⟩(t) =
h̄

2
(P+ − P−) =

h̄

2
cos(2ωt).
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Cvičeńı 7 Ukažte, že pokud výraz exp[i⃗a · σ⃗] definujeme pomoćı řady

exp[i⃗a · σ⃗] :=
∞∑
n=0

(i⃗a · σ⃗)n

n!
,

pak plat́ı

exp[i⃗a · σ⃗] = cos(|⃗a|)1+ i
a⃗ · σ⃗
|⃗a|

sin(|⃗a|).

Návod: Spočtěte nejprve (⃗a · σ⃗)2 a povšimněte si, že je to násobek jednotkové matice,
pak sumu rozdělte na součet přes sudé a liché indexy.

Cvičeńı 8 Částice se spinem 1/2 je umı́stěna v konstantńım magnetickém poli

B⃗ = (B, 0, 0). V čase t = 0 byla naměřena hodnota jej́ı z-ové složky spinu +h̄/2. S jakou
pravděpodobnost́ı nalezneme v libovolném daľśım čase hodnotu jej́ı y-ové složky spinu
+h̄/2? Jak se s časem měńı středńı hodnota projekce spinu do osy z?

Návod: Počátečńı stav spinu je popsán vektorem

ψ(t = 0) = ψz+ =

(
1
0

)
.

V čase t > 0 má řešeńı Pauliho rovnice v homogenńım magnetickém poli tvar

ψ(t) = exp
(
− i

h̄
µ0σ⃗ · B⃗t

)
ψ(0).

V našem př́ıpadě dostaneme (označ́ıme ω = µ0

h̄
B)

ψ(t) = (cos(ωt)1− i sin(ωt)σ1)ψ(0) =

(
cos(ωt)

−i sin(ωt)

)
.

Amplituda pravděpodobnosti naměřeńı kladné projekce spinu do osy y v čase t je dána
skalárńım součinem ψ(t) a ψy+. Výsledná pravděpodobnost je rovna

PSy=
h̄
2
=

1

2
(1− sin (2ωt)) .

Středńı hodnota projekce spinu do osy z v čase t je

⟨Ŝz⟩(t) =
h̄

2
ψ†(t)σzψ(t) =

h̄

2
cos(2ωt).

Cvičeńı 9 Najděte energie a vlnové funkce základńıho a prvńıho excitovaného stavu dvou
nerozlǐsitelných částic se spinem 0, respektive 1/2, v poli isotropńıho harmonického os-
cilátoru.
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Návod:

• Spin 0:

– základńı stav - E = 3h̄ω, nedegenerovaný

– 1. excitovaný stav - E = 4h̄ω, degenerace 3

• Spin 1/2:

– základńı stav - E = 3h̄ω, nedegenerovaný

– 1. excitovaný stav - E = 4h̄ω, degenerace 12
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