Kapitola 1
Spin

Cviceni 1 Urcete tvar matic operdtoru projekce spinu do osy x,y,z v bdzi spolecnijch
vlastnich vektori S, a S* pro spin 1.

Navod: Spin je moment hybnosti. Spoleéné vlastni vektory S, a S jsou 3,3) al3,—3)
splnujici
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S, je v bazi svych vlastnich vektoru reprezentovano diagonalni matici

hi1 0
&_2<0-4>'

Matice S, a S, uréime pomoci posunovacich operdtoru
Sy =5, £iS,,

jejichz pusobeni na kety |3, £3) zndme (viz. pifklad ?7?). Matice posunovacich operdtoru

maji tvar
(01 ot (00
s(01), smsio(00).

Odtud uz snadno ziskdme matice operdtori S, a §y. Vysledek lze zapsat ve tvaru

h
Si =5,

kde o; jsou Pauliho matice

(Vi) (00) ()



Cvi€eni 2 Ukazte explicitné, e S* = 3h*1. Porovnejte tento vysledek s 12

Navod: Pro vypocet je vhodné pouzit komutacni a antikomutacni relace pro Pauliho
matice

[O'Z‘, O'j] = 2i€ijk0-ka {O'Z', O'j} = 252‘3‘]1,
ze kterych plyne vztah

1
O'iO'j = 5 ([O’i,O'j] + {O'Z',O'j}) = 52]]1 + igijkak'

Porovnani s L? - odpovidajici [ pro spin je %, tj. spin elektronu je polociselny.

Cviceni 3 Napiste vinovou funkci V(Z,) zdkladniho stavu elektronu ve vodiku s hodnotou
2-0Vé, resp. 1—ové, resp. y—ové slozky spinu rovné h/2.

Navod: Bez spinu je zékladni stav popsan vinovou funkef ¢ (r) = Ce~a. Protoze H je
ve spinovém prostoru diagonalni, bude mit zakladni stav stejnou energii, jako kdyz spin
neuvazujeme, a odpovidajici vlastni vektor ma tvar Wy ,;(r) = Ce™a (a,b)”. Koeficienty
a, b urcime tak, aby to byl souc¢asné vlastni vektor odpovidajici slozky spinu S,. Vysledek:

Ba) =0 (3 ) Wit = St (1) v = e ()

Cviéeni 4 Jakym vektorem z H = C? miZeme popsat spin elektronu, jestlize vime, Ze
ma kladnou (zdpornou) projekci spinu do sméru 7i = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) ?

Navod: Hledame vlastni vektory operatoru

L ( cos 6 sin@e_i*”)

n-0= : '
sinfe*¥ —cosf

s vlastnimi ¢isly +1. Resenf je (véetné normalizace)

_;¥ 4
e 'z cosg et
Yy = i 0 y Yr- = i
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Cviceni 5 Necht pro volnou cdstici se spinem 1/2 je namérena hodnota z-ové slozky
spinu s,=h/2. Jestlize vzdpéti mérime hodnotu spinu do sméru @i daného prostorovymi
thly 6,¢, jaké muzZeme namérit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti? Jakd je stredni
hodnota projekce spinu do sméru n?

wrs NS



Navod: Stav spinu po méfeni do osy z je ddn vektorem ., = (1,0)7. Amplituda
pravdépodobnosti naméfeni kladné (zaporné) hodnoty projekce spinu do sméru 7 je
déna skalarnim souc¢inem v, s prislusnym vlastnim vektorem (viz. predchozi piiklad).
Pravdépodobnosti jsou nezavislé na thlu ¢, vysledek je

1 1
P+:§(1+COSQ)7 P 25(1—0050).

Stiredni hodnota je rovna

= h
(M- S)s = B cos .

Cviceni 6 Cdstice se spinem 1/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli B =
(0,0,B). V ¢ase t = 0 byla namérena hodnota x-ové slozka spinu cdstice +h/2. Jakym
vektorem bude popsdn stav cdastice v case t > 07 S jakou pravdépodobnosti nalezneme
v libovolném dalsim case hodnotu jeji x-ové slozky spinu +h/2 (resp. —h/2)? Jak se s
casem meni stredni hodnota projekce spinu do osy x?

Navod: Hamiltonian ¢astice je roven
ﬁ = /,Loé . 63 = IU()BO'g.

Jeho vlastni ¢isla jsou +poB, prislusné vlastni vektory ...
Stav v ¢ase t > 0 je dan jako feseni Schrédingerovy rovnice

%%

Hip = ih——
¢ 7 at7

s pocatecni podminkou

1 1 1
t - 0 = 4+ = ——= = — » _.I_ ).
V nasem piipadé tak dostaneme (oznaéime w = %)
I e iwt R
D) = 5 (s + €0 ) = ( ) |

Pravdépodobnosti naméreni kladné (zdporné) projekce spinu do osy x v Case t jsou rovny

Pro= |(ar (D) =
P (0t =

Stfedni hodnota projekce spinu do osy = v case t je

(S,)(t) = Z(P+ —P)= Zcos(?wt).

(14 cos (2wt)),

N DN =

(1 — cos (2wt)) .



Cviceni 7 Ukazle, Ze pokud vijraz explid - &) definujeme pomoci rady

< (i@ - §)"

explid - 7] :== )

pak plati
-— — — -6‘ 5: . —
explid - ] = cos(|a|)1 + i—= sin(|d]).

|_»|

a

N&avod: Spoctéte nejprve (@ - 7)? a poviimnéte si, Ze je to ndsobek jednotkové matice,
pak sumu rozdélte na soucet pres sudé a liché indexy.

Cviceni 8 Cdstice se spinem 1/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli

—

B = (B,0,0). V case t = 0 byla namérena hodnota jeji z-ové slozky spinu +h/2. S jakou
pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalsim case hodnotu jeji y-ové slozky spinu
+h /22 Jak se s casem méni stredni hodnota projekce spinu do osy z?

Navod: Pocatecni stav spinu je popsan vektorem

w<t=0)=wz+=(é>.

V case t > 0 ma feSeni Pauliho rovnice v homogennim magnetickém poli tvar

0(0) = exp (—mod - Br) 6.0)

V nasem piipadé dostaneme (oznacime w = £2B)

_ . B cos(wt)
¥(t) = (cos(wt)1 — isin(wt)oq) ¥(0) = ( _isin(wt) ) :
Amplituda pravdépodobnosti naméreni kladné projekce spinu do osy y v ¢ase t je dana
skaldrnim soucinem v (t) a 1,4. Vysledna pravdépodobnost je rovna

1
Py 1= 5 (1 —sin (2wt)).

Yy—2

Stredni hodnota projekce spinu do osy z v Case t je

(3:)(t) = ZwT(t)Uzw(t) = Zcos(th).

Cviceni 9 Najdéte energie a vinové funkce zakladniho a proniho excitovaného stavu dvou
nerozlisitelngjch castic se spinem 0, respektive 1/2, v poli isotropniho harmonického os-
cildtoru.



Navod:
e Spin 0:

— zakladni stav - F = 3hw, nedegenerovany

— 1. excitovany stav - E' = 4hw, degenerace 3
e Spin 1/2:

— zékladni stav - ' = 3hw, nedegenerovany

— 1. excitovany stav - E = 4hw, degenerace 12



