1 Propagator

Otéazka drahového integrdlu a propagatorti se historicky vaZze hlavné k postavé Ri-
charda Feynmana, jehoZ pojednani o Stérbinovém experimentu Ize doporucit jako zaji-
mavou Cetbu pro rozsifeni motivacni ¢asti pozndmek. Tato kapitola jinak vychdzi hlavné
z knihy Quantum Field Theory [?].

1.1 VSechny mozné historie

Uvazujme vlnovou funkci (pro jednoduchost jednorozmérnou) ¥(g;, t;) v Case t;. Propa-
gétor K (g s ti) je jednoznaéné urcené integra¢ni jadro, které nam umozni napsat
vlnovou funkci v néjakém pozdéjsim Case {y podobné jako v Huygens-Fresnelové prin-
cipu pro vInéni:

P(qp te) = (qelU(ts, b)) = /K (a5t qiti) 9(qi ti)dg; (1.1)

Pokud bychom za pocétecni stav formalné dosadili zobecnény vlastni stav polohy, z{-
stal by na pravé strané (1.1) propagétor samotny, ktery je tak moZné interpretovat jako
amplitudu pravdépodobnosti pfechodu z mista q; v ¢ase t; do gy v Case ty. Nicméné
odpovidajici rozdéleni pravdépodobnosti je pochopitelné nenormalizovatelné (protoze
takové bylo pro pocéate¢ni stav).

Rozdélme nyni tasovy interval (t;, tf) do dvou podintervalt (t;, t,,) a (tm, t). Po-
kud pouZijeme definici propagatoru dvakrét pro vypocet ¥ (qs,tr) z (q;,t;) pres po-
mocnou funkci ¢ (g, tm), dostaneme

coz ndm déva rovnost platnou pro propagator

Jinymi slovy na pfechod z (g;,t;) do (qf,tf) mtZeme nahliZet jako na pfechod skrz
vsechny moZné mezibody q,, které mohou leZet i kdekoli mimo interval vymezeny g;
a q, jak ukazuje obr. 1.

Hezka ilustrace tohoto principu je priichod svétla optickou $térbinou. Vime, Ze do-
chézi k difrakci (ohybu), namisto toho, aby nékteré paprsky prosly a jiné byly pohlceny.
Teprve kdyZ tloust’ka stérbiny jde k nekone¢nu a svételné viny tak skrz ni mohou projit
kterymkoli bodem roviny, dostdvdme v limité neporuseny priichod paprsku.

UkdZeme nyni, Ze propagator je vlastné maticovy element operatoru ¢asového vy-
voje. Ve Schrodingerové obraze

p(ap ty) = aglp(te)) = aplUts t) (k) = / (qr|ULty, i)lgi) (qilg () dgi-

K(aptqiti) ¥(qiti)




Obrazek 1: MoZné vyvoje systému mezi fixnimi polohami g; v Case t; a q¢ v Case tg,
uvazujeme-li mezistav v ¢ase t,;, t; <t <t f-

Jesté elegantnéjsi zapis ziskdme v Heisenbergoveé obraze, kde

) = Ut o) Mg (1)

pro libovolné fixné zvoleny referen¢ni &as t. Definujme zobecnény stav |g, t), ktery od-
povida zobecnénému vlastnimu stavu |g) v Case ¢, tedy

lg,t) == U(t,to) ' |q).

Tyto stavy maji vyznam pohybujici se vztazné soustavy, protoZe

(q,t[p™) = (glU(t, ) [9°(t)) = (gl (t)) = ¥(q,1). (14)

Diky tomu, Ze ortonormalni baze stavii zlistdva p¥i casovém vyvoji ortonormdlni, mi-
Zzeme psat

(p telp™) = /(% trlqi, ti) qi, til ") dg;, (1.5)
coz diky (1.4) znamena
(qp tr) = /(fifz trlgi ti)(qi ti)dq;, (1.6)
odsud plyne zapis
K (qr tr:qiti) = (ar trlqi ti)- (1.7)



1.2 Rovnice pro propagator

Jakou rovnici propagétor musi spliiovat zjistime, kdyz zkusime spocitat jeho ¢asovou
derivaci (a qf, tf pfeznac¢ime na g, ):

. d L d o .

ih o K(q,t:qi 1) = (qlin U 4)|gi) = (q[HU(E 1) |g:)

/dy<q|ﬂ|y><y|ﬁ(t,ti)|qi> = /dy<q|ﬂ|}/>1<(yzt;qi,ti)- (1.8)
Je-li A = Zma 2+ V(q,t), potom

. n? 92
Hly) = —5—=50(@q—-y) +V(qt)d(q—y), (1.9)

(4] 2m 3

a po pretazeni derivace z delta funkce k propagatoru dostaneme

. d 2\ 2
lhaK(q,t;qi,ti)Z/dyé(q—y) “om | 32K Wt ti) +
Yy (1.10)

+ /dyV(q, 1)o(q —y)K (y, t;qi ti) -

To dava:
2 32

. d h
lhﬁK (9,t:9i,t;) = __8_qZK (q,t;9:,t) +V(q,t)K(q,t;9:, i), (1.11)

coz je hledand rovnice, kterd by ve 3D vypadala (postup tplné stejny):

2
ZH%K (3_5, t; J_C)i/ ti) = —Zh—AK( ir ti) + V(f, t)K (3?, t; fi, ti) . (112)

Neboli K (X, t; X;, t;) je feSenim Schrodingerovy rovnice (jakozto funkce proménné X pa-
rametrizovand ¢asem t) s pocate¢ni podminkou

K(% t;; %, t;) = 6 (¥ - %). (1.13)

Mnoho vypocth se pozdé&ji zjednodusi, kdyz navic zavedeme propagatory respektu-
jici kauzalitu, tj. nulové pro ty < t; resp. ty > t;: retardovany propagétor

K (Xf, tf/ X, t ) = Q(tf —t; ) (ff, tf,' X;, ti) (1.14)
a advancovany propagator
K( ) (Xf, tf,xl, ) = 9(t - tf) (Xf, tf;fir ti) , (115)

kde 6 je Heavisideova funkce.



1.3 Volna ¢astice

Zde se budeme, jak nizev napovida, zabyvat systémem s hamiltonidnem H = Zﬁ_m‘
Abychom si usnadnili postup, pfejdeme nyni do hybnosti reprezentace, kde
K(ﬁ/ t/ ﬁi/ tl) = <ﬁ/t’ﬁi/ ti>/ (116)

podobné jako dfive. KdyZ se podivame na Schrddingerovu rovnici v této reprezentaci,
obdrzime

. d > — — _’2 r — —
ZFZ&K (p/ t; Pi, ti) = zp_mK (p/ t; Pi, ti)' (117)
Ta ma feSeni
- i 2
R (B, &7, t;) = em mt=1)505) (5 — 7)), (1.18)

resp. pro retardovany/advancovany propagator obdobné:

—i

=2
RS (5,65, 1) = 0 (£(t — 1)) 6O (F — i) e T =10, (1.19)

N4S cil je ovSem propagétor v g-reprezentaci. Abychom se k nému dostali, pfipome-

neme si ,

(27h)?

a prepiSeme vysledek v hybnosti reprezentaci do g-reprezentace

=l

(®|p) = e, (1.20)

R&E) (%1%, t;) = /(ﬂﬁ)K(i) (. t; pi t:) (Pi| %) pdp;

(1.21)
coz je ale divergentni integrél. To pro nds ale neni pfekvapivé, i na levé strané je zobec-
nénd funkce. Integral Ize pfesto riiznymi zptisoby spocitat. Jedna cesta vedouci k cili by
byla vektor |¥;) v (1.21) nahradit funkci k J-funkci konvergujici a limitu provést az jako
na tomto snadném piikladu ilustrujeme.

Regularizaci provedeme nahrazenim!

i i
— — —+¢ 1.22
2m 2m * (1.22)
ve findlnim tvaru integrélu v (1.21), diky ¢emuz dostaneme v (1.21) integral gaussov-
ského typu s kladnou redlnou ¢ésti koeficientu, ktery rozhoduje o konvergenci. To ndm
umozni integral vycislit, pro¢ez provedeme limitu a posleme ¢ do nuly.

1Casto se potka ve tvaru funkéné ekvivalentniho pozadavku m — m + ie.

4



Pro zapomnétlivé pfipomeneme vzorecek platny pro Rea > 0

/ dxe= ™ +bx — uze%. (1.23)
R a

Po nahrazeni a pouZiti tohoto vzorecku dostdvame

2

i G (EE 1)) U exp —(¥—x)?
=0 @)\ (g Fie) (£ 1) 4 (& Fie) (- )

coz po zkrdceni konstant a provedeni limity ddva vysledek

. (1.24)

2 im(% — 7;)2
K& (%63, t) = 0 (£(t— 1)) (mmEnTt)) exp (%) (1.25)

ktery si dobfe zapamatujeme, protoZe spolu s vysledkem v hybnostni reprezentaci ho
budeme extenzivné vyuzivat v dalsich kapitolach.

1.3.1 Rozplyvani vinového baliku

Nyni znovu navstivime prvni cviceni z prvniho semestru kvantové mechaniky. Necht'
je na poc¢atku nas systém ve stavu jednorozmérného gaussovského baliku, zbaveného
fyzikélnich rozmér,

¥i(x, t =0) = <—> e (1.26)

¢asovy vyvoj tohoto stavu je uren propagétorem volné ¢éstice jako

P(x, t) = (%) ' /dx’K (x, 5", ¢ =0) ¢;(x), (1.27)

pokud oznacime & = »z;, dosadime za propagator z pfedchozi kapitolky a za ¥; dosa-
dime gaussovsky balik, dostaneme

1
P(x,t) = (%) [y e (1.28)

coz je gaussovsky integral. Za pomoci (1.23) tak dostdvame

2 74v¢2x2
) = — 4(1—ia)
plx1) (n) V ir 1—11xe
2 —in .2
- (;) ‘/ux—fm P (1.29)

W[ =

=




Z tohoto feSeni dostaneme hustotu pravdépodobnosti

2062 242 2

= 2 _ 1442
p =[x, )" = me , (1.30)

a to je na prvni pohled Gaussovo rozdéleni se stfedni kvadratickou odchylkou

1 4a% [m? 4 (2ht)?

VInovy balik se rozplyva stejné jako v zimé. VSimnéme si hlavné limit pro t — 0, kde
dostavame ptivodni vinovou funkci, a t — +o00, kde ¢ roste asymptoticky linedrné
v Case (shodné jako u Brownova pohybu).




	1 Propagátor
	1.1 Všechny možné historie
	1.2 Rovnice pro propagátor
	1.3 Volná částice
	1.3.1 Rozplývání vlnového balíku



