1 Matice hustoty a smiSené kvantové stavy

Ve fyzice se setkdvame se situacemi, kdy nelze experimentdlné ziskat dplnou informaci
o stavu systému v dany okamZik (napt. z dtvodu pfilis velkého poctu castic, nedo-
statecné kvality aparatury, ¢i z nemoZnosti dostatecné rychle zpracovat ziskana data).
V takovém ptipadé se uchylujeme ke statistickému popisu. Nejprve si pfipomeneme,
jak ke statistickému popisu pfistupuje klasickd hamiltonovska fyzika.

Ve statistické fyzice je stav systému popsén funkci p : TM — R, nazyvanou hus-
tota pravdépodobnosti, urcujici pravdépodobnostni rozdéleni na fdzovém prostoru.
Tato funkce musi spliiovat normaliza¢ni podminku

/ p(x,p)dxdp = 1.
™

Stfedni hodnota pozorovatelné A popsané funkci a(x, p) ve stavu uréeném hustotou
pravdépodobnosti p je ddna

(A)p = / a(x,p)p(x,p) dx dp.
™

Vyvoj hustoty pravdépodobnosti v ¢ase fidi rovnice kontinuity (viz [?])

do N T 9 dxy 0 dpx
%=k [ow () o ()|
Za ptfedpokladu, Ze pohyb kazdého bodu fazového prostoru je ur¢en Hamiltonovymi
pohybovymi rovnicemi

dg _oH =~ dpe _oH

dt N apk’ dt N axk'

plyne odsud pro ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti Liouvillova véta

dp 3N[oHo oHIp]
3 = (oo apean| ~ Y (-0

Pozndmka. Nenechme se zmdst forméalni podobnosti s ¢asovym vyvojem ¢asové neza-
vislé pozorovatelné, uréenym téz Poissonovou zdvorkou, ovSem s opa¢nym znamén-
kem:

9 _ o HY = —{H,a).
dt

V analogii ocekdvame, Ze kvantové hustoty pravdépodobnosti budou operatory na
S, které kazdému stavu pfifadi pravdépodobnost, Ze se v ném systém nachazi.

V dal$im odvozovéani uvazujeme kone¢ny pocet normalizovanych stavii (|¢,))" _;,
ve kterych se systém muiZe nachdzet. Zobecnéni vysledkd, jeZ obdrzime, na spocetny

pocet stavil se formuluji jako postulaty.



Stav systému v kvantové mechanice je popsan vektorem |ip) € #. Tomuto stavu
je moZno piifadit projektor Py, = [¢)(¢|. Projektor P, ma tu vlastnost, Ze stav [¢)

(a libovolny jeho komplexni ndsobek)' je jeho vlastnim stavem pf¥islusejicim vlastnimu
Cislu 1 a Ze stavy ortogondlni na |¢) patii do nulového prostoru (jadra). To budeme
interpretovat, Ze stavu |¢) je pfifazena pravdépodobnost 1 a vS§em staviim kolmym na
|¢) nulova.

Pokud stav systému nezname s jistotou, ale vime, Ze s pravdépodobnosti p,, mu Ize
pfifadit vektor |¢;,), mohli bychom zobecnénim stejné myslenky tuto védomost vyjad-
fit operatorem

n
0= Z m|¢m lpm| (1.2)
UkéaZeme, Ze takto sestaveny operator skutecné obsahuje veSkeré informace pro popis
kvantového systému a pfedpovédi vysledkt méteni.

Definice 1.1. Bud’ B operétor na ., (]i));c., ortonormalni baze .. Potom definujeme
stopu operatoru B dle pfedpisu

Tr B =) (i|Bli)
i

S touto definici je podminku normalizace

moZzno na trovni p vyjadfit jako Trp = 1.

Se stopou operatoru se v této kapitole budeme setkdvat casto, shriime proto (bez
dikazi) nékolik jejich zdkladnich vlastnosti. Ty plati pro tfidu tzv. jadernych operatort,
o kterych se prednasi vice ve funkciondlni analyze; v pfipadech, které budou pro nas
relevantni, nejsou pfedpoklady limitujicim faktorem.

1. Stopaje linedrni: Tr (¢ A + BB) = a Tr A + BTr B.

2. Hodnota Tr B nezéavisi na vybéru baze ([7)), jinymi slovy je téZ invariantni viici
podobnostni transformaci B +— SBS~! - Volbou béze, v niZ je operator diagonali-
zovatelny, snadno odvodime Tr B = Y"¢(B), kde s¢itani bere v tivahu algebraické

nasobnosti.”
10bzvlast’ si v§imnéme, Ze takto piifazeny projektor nezdvisi na vybéru faze, tedy pw = 1351,,,‘1/}),
Vo € R.

2Pfipomeﬁme, Ze dalsi znamy invariant podobnostnich transformaci, determinant, je zase roven sou-
¢inu vSech hodnot spektra.



3. Pravidlo cyklické zamény: Tr(AB) = Tr(BA). To plati, i pokud operatory A, B
zobrazuji mezi rtiznymi Hilbertovy prostory (napiiklad pokud odpovidaji obdél-
nikovym maticim) a dokonce i pro bra, resp. kety. V pfipadé soucinu vice opera-
tort plati v libovolném uzavorkovani, napt. Tr(ABC) = Tr((AB)C) = Tr(CAB),
ne viak Tr(CBA).

Véta 1.2. Necht' p je operator definovany dle (1.2) s pravdépodobnostmi p,, > 0. Pak
pro kazdé |¢) € S plati

(Wlply) = 0.
(tedy p je pozitivni operétor).

Diikaz. Dle definice p plati

Vyndsobenim této rovnosti zleva bra (| dostavame

WIAle) = 3 pul o)

coZ je soucet samych nezdpornych ¢lenti. O

Operator (1.2) je tedy pozitivni, ma jednotkovou stopu a navic (jak snadno nahléd-
neme zjeho definice) je samosdruzeny. Kvantovd mechanika postuluje, Ze kazdy takovy
operétor popisuje mozny fyzikalni stav systému.

Definice 1.3 (Postulat 1). Stavy v kvantové mechanice jsou popsany operatory p nazy-
vanymi matice hustoty (operator hustoty, statisticky operator) s vlastnostmi

(i) Trp=1,
(ii) p je samosdruZeny (p = p*),
(iii) P je pozitivni (V|yp) € A : (P|p|yp) > 0).

Matice hustoty majici hodnost rovnu jedné (coZ jsou pravé vsechny projektory na jed-
norozmeérné podprostory .7°) nazyvame Cisté stavy. VSechny ostatni stavy nazyvame
smiSené.

Pozndmka. Podminky (i) + (ii7) implikuji omezenost p.

ProtoZe vypocet hodnosti neni v obecném ptipadé prakticky, setkdvdme se i s jinymi
ekvivalentnimi zptisoby, jak poznat ¢isté stavy od smiSenych, pfipadné miru smiSenosti
kvantifikovat. Zakladni takovou mérou je &istota stavu definovand jako Tr(p?). Cisté
stavy spliiuji Tr 9> = 1 a pro vSechny ostatni leZ{ ¢istota v intervalu (0, 1).
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Cisté stavy popisuje matice hustoty tvaru Opy = |)(]. Pfechod zpét k vektoro-
vému vyjadieni |¢) je nejednoznaény, matice hustoty smazava informaci o komplexni
tazi vektoru. To vSak fyzikdlné nicemu nevadi, protoZe vime, Ze i ve vektorové formu-
laci kvantové mechaniky faze (stejné jako délka vektoru) nema vtibec Zadnou fyzikalni
podstatu. V jistém ohledu je tak formulace pomoci matice hustoty dokonce blize méfi-
telné realité diky tomu, Ze tuto nejednoznacnost v popisu stavu neobsahuje.

Poznamenejme jesté, Ze ani v ramci projektort neni rozklad (1.2) jednoznacny: v obec-
ném piipadé miize existovat vice riznych kombinaci stavi a jejich pfifazenych pravdeé-
podobnosti, které davaji stejné p. Pomoci vzorcti, které jsou vyjddiené prostiednictvim
0, pak takové situace neni mozné vzajemné od sebe poznat, jejich chovéni je identické.

Vénujme se nyni casovému vyvoji 0. Pfedpokladejme, Ze se vyvoj kazdého ze stavii
| (t)) Fidi Schrodingerovou rovnici

B (1) = Alpu(D), resp. — i (pu(0)] = (g (13)

a Ze k jiné zméné smési (napt. dalsimu smésovani) stavii nedochdzi. Casovy vyvoj ma-
tice hustoty g je tedy moZno zapsat

= 3 Pl () (g 1)

Zderivovanim posledni rovnosti podle ¢asu a dosazenim ¢asovych derivaci stavii z (1.3)
dostavame

ZP = ih Z Pm _Zﬁhbm( )><¢m(t)|+%|¢m(t)><lpm(t)|ﬁ

~ (s ) —p(OH = [Hp(1)] .
Pozndmka. V tomto pfipadé plati pfesnd analogie s klasickou statistickou mechanikou,
viz (1.1). Znamena to ale také to, Ze je zde opacné znaménko (opacné pofadi v komuta-
toru), nez u ¢asového vyvoje operatoru v Heisenbergoveé obrazu (??)!

Definice 1.4 (Postulat 2). Pro izolovany fyzikdlni systém se ¢asovy vyvoj matice hustoty

p(t) ¥di rovnici®

L d A
zrﬁp(t) = [H,p(t)] . (1.4)

Pozndmka. V soustavéch, které nejsou izolované, muZze dochazet i ke zméndm pravdé-
podobnostniho rozdéleni. Pro soustavy, které mohou jednosmérné interagovat s kla-
sickym okolim, pak existuje tplnéjsi verze vysSe uvedeného vztahu, zndma jako fidici
rovnice (master equation). Lindbladova verze této rovnice je

“o="11A, ﬁ]+Nilv (L oLt — 2 {LiL ﬁ}) (15)
R = k k B ks ’ .
" h = ko2 Uk

3Zndma je jako von Neumannova rovnice.



kde N je dimenze matice hustoty p, ¥, jsou kladné konstanty popisujici silu interakce
s prosttedim a L jsou Lindbladovy operétory, které musi byt bezestopé. Je tudiz plné
vyjadfitelnd pomoci operétoru p, bez nutnosti znét detaily jeho rozkladu (1.2). V tomto
pfedmétu se ji nebudeme hloubéji vénovat.

Podivejme se nyni, jak bude potieba upravit nase dosavadni znalosti o méteni fyzi-
kalnich veli¢in v kvantové fyzice. Ve srovndni s minulym semestrem bude tfeba prefor-
mulovat

¢ pravdépodobnost naméfeni vysledku a pozorovatelné A,
¢ stfedni hodnotu pozorovatelné A v daném fyzikalnim stavu,
¢ zménu stavu v dlisledku méfeni.

Ve vsech ptfipadech samoziejmé plati, Ze mtiZeme vysledky spocitat v jednotlivych ¢le-
nech |¢y,) rozkladu (1.2) a spocitat primér vazeny odpovidajicimi pravdépodobnostmi.
Tak budeme postupovat i pfi odvozeni o¢ekavanych tvart, které pak potvrdime formou
postulati.

Mgjme ortonormdlni bazi vektort (|a, k))!_; tvotici vlastni podprostor operdtoru A
(pfifazeného méftitelné velic¢iné A) prislusejici jeho vlastni hodnoté a, tedy

Ala, k) = ala, k) k=1,...,L

Ze zimy vime, Ze pravdépodobnost W;_, |, Ze pfi méfeni pozorovatelné A na systému

=a,|y
ve stavu |¢) naméfime hodnotu 4, je rovna

1 l
Wiy = kZiI(lPla 2= Y (lak)(a kly) = (p|Psi_, ),

k=1
kde Pj;_ je projekéni operator spliujici

l

Z a, k a k| 7 pA:a = :24:”_ (16)

Je pfirozené ocekavat, zZe pravdépodobnost W;_ » Naméfeni A = ana systému popsa-
ného matici hustoty p definované dle (1.2) bude rovna

WA:a,p - Zl meA:a,hpm) - Zl Pm<lpm|pA:a|¢’m>-



K tpravé do péknéjsiho tvaru si dopomtizeme nasledujicim trikem, ktery pak vyuZi-
jeme i do budoucna. Bud’ (]7));c.» (libovolnd) ortonormdlni baze .7, potom

Wi—ap

Z P;_.|¢m) (rozklad jednotky)
i

m: ﬁm:

Z(i]pA:a |Qm) Pm(Pm|i)  (Cisla komutuiji)

m=1 i
=Tr | Ps_, Z \gbm)pm(tpm|> (definice stopy a linearita)
m=1
=Tr (P4_.0) (definice p).

Tyto pravdépodobnosti miZeme vyuZit k vypoctu stfedni hodnoty pfi méfeni ope-
ratoru A na stavu p (oznatme (A) p) — vyuZitim linearity stopy:

(A= ¥ aWip=Tr( L, c0a) i p) = Tr (Ap) .
aco(A) ~ ~~ .
spektralni rozklad A

Ke stejnému vysledku mazeme alternativné dospét i pouZitim vzorce pro (A) e

o= 2 pnlAhipy = 3 putpulAlpn) = 3 pu E(0ul A1) 1) =

= L. T gm)putpnl A1) = T (pultin) pul4) = Te (04).

Zbyvéa ndm vyfesit, jak se zméni matice hustoty , provedeme-li na systému méfeni
pozorovatelné A. Méjme Cisty stav |i), na némz naméfime hodnotu a pozorovatelné A.
V diisledku méfeni piejde systém do stavu P;__|), kde P;__ je projektor na vlastni
podprostor prislusejici vlastni hodnoté a (projekéni postulat). Tento stav neni norma-
lizovany, ale 1ze normalizovat pravé tehdy, kdyZ existuje nenulova pravdépodobnost
uddlosti. Fazi pfifazenou v nové normalizaci kvantovd mechanika ponechdva neurce-
nou.

Pokud vysledek a ziskdme pfi méfeni smiSeného stavu g, uvazujme opét konvexni
kombinaci vyslednych stavti po projekci, ale s pravdépodobnostmi p,, jeSté vynédsobe-
nymi pravdépodobnostmi, Ze konkrétni stav |¢,,) vysledek a vibec da:

\ (Paalm)) (Pa_ylom))”
- m<¢’m‘PA:a’lpm> A A
aeg(:/i) ’ A (Paalm)) (Paylm))

Druhy ¢len (skaldrni soucin) se pokrati s jmenovatelem tfettho diky samosdruZenosti
projektord a jejich idempotenci (1.6) a ztistane

(1.7)

A

Z pmpA:g|lpm><¢m|p:§:u = PA:appA:a'
aco(A)



Takovy stav by ale nebyl sprdvné normalizovany. Ukazuje se, Ze jeho stopa je
A? 5. AD A P2
Tr pA:g = Tr( A=aP A:a) = Tr(p A:a) = Wflza,ﬁ'

Divod je jednoduchy, upravené pravdépodobnosti py (m|P4_, |m) vystupujici v (1.7)
netvofi pravdépodobnosti rozdéleni. Jejich sou¢tem misto jednotky je pravdépodob-
nost, Ze k méfeni a viibec dojde. Cely vyraz bychom tedy ji méli vydélit, protoZe pfi
zkoumani stavu po méfeni nds uz zajimaji jen situace, kdy méfeni prob&hlo tspésné.*
To vlastné znamend operator Tr ﬁj@:u opravit vydélenim jeho vlastni stopou:

Vidime, Ze vSechny vysledky vySe je mozné Vyjédfit pomoci operétoru p bez potieby
znalosti jeho kompozice tvaru (1.2). To shrnuje nas tieti postulat.

Definice 1.5 (Postulat 3). P¥i m&feni pozorovatelné A na kvantovém stavu popsaném
matici hustoty p mutze vysledek a € o(p) nastat s pravdépodobnosti

WA:a,p Tr( A= ap) (1-8)

Kvantovy stav v tom pfipadé piejde na

=a__ (1.9)

Stfedni hodnota pozorovatelné A odpovidajici témto vysledkdm je rovna
(A)s =Tr (pA) = Tr (Ap) . (1.10)

Formalizmus smiSenych stavi nAm umoZnuje klast si i novy druh otazky, na ktery
,vektorova” kvantovd mechanika nemohla nabidnout smysluplnou odpovéd’ — jmeno-
vité, jak popisovat méfeni, u kterych vysledek nedokdZeme rozlisit (napf. z ddvodu
velkého mnoZstvi méfeni, méfeni provedené jinym pozorovatelem, omezené rozliSo-
vaci schopnosti apod.) — a tim ilustrovat kvantovou operaci, u které dochdzi ke zménam
vlastnich &isel p.

V takovém pifipadé miZeme jednoduse matice hustoty (1.9) smisit s pravdépodob-
nostmi, kdy ktery pfipad nastane, danymi (1.8). Vysledkem je

p b
pi= Y, Tr( Ig— Y. P 0P, (1.11)
aco(A) ( P) aco(A)

4To jinymi slovy ¥ik4, Ze ve vyrazu (1.7) jsme spravné méli pouZit podminéné pravdépodobnosti.



Transformace (1.11) typicky vyrabi i z &istych stavii smiSené a smiSenym staviim
dale sniZuje Cistotu. S podobnymi operacemi se mtiZeme setkat i v jinych situacich, nez
pfi provadéni kvantovych méfeni bez zaznamendvani vysledkt. Podobné transformace
popisuji dalsi jevy doprovazené ztratou kvantové koherence — vliv tepelného Sumu,
interakce s okolim v pfipadé nedostate¢né odizolovaného systému, ...

Priklad. Matice hustoty na /# = C2.

Matice hustoty p € C*? musi dle definice 1.3 spliiovat tfi podminky. P¥i jejim hle-
danim piejdeme do baze (61,02,03,1), kde 0; jsou Pauliho matice (??) a 1 pfedstavuje
jednotkovy operator.

Jelikoz 6; = 07 a1 = 1%, je operétor p definovany obecnd linedrni kombinace

p = w0, +a4ll, o €C

e

I
—_

1

samosdruZeny, a tak splnéna podminka (ii), pravé tehdy, kdy koeficienty «; jsou redlné.
Dale snadno nahlédneme, Ze Tro; = 0 a Tr 1 = 2. Abychom zarucili jednotkovou stopu
matice hustoty p, musi byt ay = 3. Budeme tedy niZe hledat jej vyjadfeni p jiZ jen ve

tvaru 5
A_l ~ _1 14+a3 a1 —inp
p—§@+Z¥M>—§<M+m21_% , (1.12)

kde bylo uzito explicitnich tvart Pauliho matic (??) a navic jsme pro pohodlnost pfezna-
¢ili a; — a;/2. Zbyva ndm zarucit pozitivnost . Snadno nahlédneme, Ze vlastni ¢isla

matice (1.12) jsou rovna
/02 1 22 1 a2
() 1+ /a7 +a5+a3

2 7

a tudiZ je podminkou pozitivity p nerovnost
0 +a3 +af < 1. (1.13)

Posledni nerovnost tvoii mnozinu, jeZ byva nazyvédna Blochovou kouli. MnoZina v3ech
kvantovych stavi je (i v obecnéjsich pfipadech) vzdy konvexni, pficemZ na jejim po-
vrchu leZi ¢isté stavy, uvnitf potom stavy smiSené.

Predpokladejme nyni pro ilustraci ¢isty stav, tedy rovnost v (1.13). Ta zaruci vlastni
¢isla A(t) = 1a A=) = 0. Vektor popisujici &isty stav |¢) je vlastnim vektorem p pi¥islu-
Sejici vlastnimu &islu A(+) = 1. Jeden z jeho moznych tvarti je

. 1 a1 — ing o
)= (202), v =1

Snadno nahlédneme, Ze

) (a1 +ing, 1—a3) =p.



Zkoumejme asovy vyvoj matice hustoty. Pfedpoklddejme hamiltonian H ve tvaru
A E;y O y ; o Ao
H = <01 E ), E; < E;. Polozme a; = w;(t). Vime, Ze Casovy vyvoj p se fidi von
2
Neumannovou rovnici (1.4), kterd po dosazeni H, p a po dpravé ziskava tvar

. 0'(3 0'(1 - iO'CZ o o 0 X1 — i(Xz
ih (1561 + io'cz 563 ) o (El Ez) (—061 — ith 0 ) ’

Redeni pro a3(t) je trividlni. ?eéeni a1(t), a1(t) se naleze elegantné pfechodem k nové
funkci z(t) = aq(f) — i (t). Casovy vyvoj matice hustoty p = p(t) je pak mozno zapsat

(1) = 1 1+ a3(0) [21(0) — i (0)] exp{—%(El—E2)t}
’ 2\ [w1(0) +ia(0)] eXP{ (Ex— Ez)t} 1—a3(0)

Dale zkusime urcit stfedni hodnotu energie v ¢ase t = 0 ve stavu p v piipadé vyse
zavedenych p a H. K tomuto ticelu si pojmenujeme standardni bazi v prostoru /# = C?:

= (om0

Ze (1.10) vime, Ze stfedni hodnota energie systému ve stavu p je urcena

2
) » 1
(H)p =Tr (pH) =) (ilp =5 [E1(1+a3) + E2(1 —a3)].
i=1
Snadno nahlédneme (H), € (E;, E;), nebot as € (—1,1). Pravdépodobnost Wr_k,
naméfeni H = E; je dle (1.8) rovna

o« . R 1
Wig, = Tr (Pa_g,0) = (1611) = 5(1+ ),

10
0 0)°

Po pritichodu filtrem pfechéazi matice hustoty ¢ na novou matici pp podle vztahu
(1.11). Pfimo mtiZeme psat

A 5 R 1 /1+a;3 0
P = Z Py_gp H_EZE( 0 1_“3)'

protoZe Py g, Pfedstavuje projekéni operator tvaru pH:E1 = [1)(1] =

Méfenim energie tedy byla vytvofena staciondrni matice hustoty.

Ptiklad. Méjme kanonicky soubor kvantovych jednorozmérnych harmonickych oscilé-
tor(i s ur¢enym multiplikdtorem g = kBLT' Urcete stfedni hodnotu energie a jeji rozptyl.
Vysledky ovéfte limitnimi pfechody g — 0, p — +co.
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Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni p(x, p) klasického kanonického souboru popsaného
hamiltonidnem H (x, p) ma tvar (viz [?])

p(x,p) = A exp{—pH(x,p)},

kde A je normaliza¢ni konstanta. Ocekdvame, Ze kvantovémechanicky soubor urcéeny
hamiltonidnem H bude popsan matici hustoty ¢ definovanou
1 e_ [3 H

P= Tre—BH

4

Délenim stopou Tre P je zajisténa jednotkovd stopa p, samosdruZenost ¢ plyne ze
samosdruZenosti H a pozitivnost g je evidentni z pozitivity funkce exp ve vyjadfeni
v diagondlni bazi. p je tedy matici hustoty v korektnim smyslu. Ze zimy vime, Ze sou-
bor vlastnich funkci jednorozmérného harmonického oscildtoru (|n)) % tvoti tplnou
ortonormalni bazi J#. Navic

A 1
Hn) = hw (n + E) |n).
Stfedni hodnotu energie urc¢ime ze (1.10)

1 = 7oA
Z<n|e_ﬁHH|n).

Tr e_ﬁH n=0

(H)p = Tr (pH) =

S operédtorem v exponentu se vypordddme provedenim rozkladu dle jeho spektra, ha-
miltonidn v sumé mimo exponent nechdme ptisobit na ket |n)

A 1 e 1 1
L 2N\ ,—phw(n+3)
(H)p Fre (D H;Ohw(n +5)e 7). (1.14)

Oznacne

+o0 .
Z(‘B) _ Z o Phw(n+tsz)
n=0
Jedna se o geometrickou fadu, jeZ miZzeme secist s vysledkem

ez 1
T - P 2sinh (ﬁhTw> '

Z(p)

Vyraz (1.14) je mozno zapsat pomoci Z(p)

W1 —dzZ(p)
=z
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a tim snadno najit hledanou stfedni hodnotu

B—0 (T—+o0)

v hw Bhew LntlUnasiNueY
A), = 2 oth (B2
(H) 5 €0 ( 5 ) B—-+o0 (T—0) he.

Podobnymi tipravami ziskdme vyjadfeni pro rozptyl energie
B—0 (T—+c0)
- s

A N N o\ 2 1 +o0
o3 = (8~ 187 = (57) gy = { e '
4 4 2 sinh2 <ﬁh2w> B——+00 (T—0)

=N
I

0.

Zamysleni nad ziskanymi limitnimi vysledky ponechdme na ¢tenéfi.

1.1 SlozZené systémy a provazané stavy

Mohlo by se zdét, Ze smiSené stavy viibec nemusime uvazovat v situacich, kdy mame
presné informace o systému, neni tomu ale tak.

Pfipomerime si nejprve posledni zbyvajici postulat kvantové mechaniky. Ten je ve
formulaci pomoci matice hustoty jen mélo odlisny od zimy:

Definice 1.6 (Postulét 4). Pro fyzikdlni systémy A, B s Hilbertovymi prostory ¢4, 73
pfifazujeme sloZenému systému AB Hilbertv prostor 4. Jestlize pak systémy A a B
jsou nezévisle pripraveny ve stavech p?, p?, p¥itazujeme slozenému systému stav

0B = pA @ pB. (1.15)

SloZené stavy mtizeme déle superponovat a nyni i michat. Zddna verze postulatu ale
nemluvi o opacéné dloze —jak zredukovat stav sloZeného systému na stav, ktery bychom
mohli pfifadit jedné jeho soucasti a vyuZivat k pocitani vysledk@t méfenych pouze na
ni.

Uvazujme pro ptiklad Hilbertdv prostor C* dany sloZzenim dvou identickych sys-
tém, kazdy s Hilbertovym prostorem C? (C? ® C? je izomorfni C*), 4 vektory baze
takového prostoru oznacime

{]00),101), |10}, [11)}, (1.16)

coz je zkraceny zapis tenzorového soucinu, zavedeny uz v zimé.
Zkoumejme linedrni superpozici
|00) + [11)
1) = . (117)
V2

Na tomto stavu je zajimavé, Ze pokud zméiime jeden z podsystémi, zptisobime kolaps
celé vlnové funkce, po némz vime s jistotu také to, v jakém stavu je druhy podsys-
tém (to vede na EPR paradox,’ diskuzi mezi EPR trojici a N. Bohrem doporucujeme

5A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen 1935
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jako zajimavou Cetbu). To je disledkem skute¢nosti, Ze neexistuji stavy |a) a |b) takové,
aby |yn) = |a)|b), jak si snadno ovéfime. Stavy, které by takto $ly rozlozit, se nazyvaji
faktorizovatelné nebo separovatelné. Viechny ostatni stavy, mezi které patii 1), se
nazyvaji provazané.

(MtiZeme dokonce sestavit celou novou ortonormadlni bazi sestdvajici pouze z pro-
vazanych stavi, kdyz doplnime |i1) o

_100) —[11)
2) = — 5
_ ‘10) + |01>
¥3) = A
_|01) —10)

Této ¢tveftici se dohromady fika Bellovy nebo bellovské stavy.)

Pro faktorizované stavy na systému sloZeném z podsystémut A a B je moZné mluvit
o stavu, ve kterém se nachdazi kazdy z podsystémi zvlast' (aZ na fazi, kterd mtize v ten-
zorovém soucinu byt mezi oba ¢initele libovolné prerozdélena). Pro provdzané stavy ale
podsystémum pridélit jejich vlastni stav, ze kterého by stav celého systému bylo mozno
zrekonstruovat, nelze. Matice hustoty vSak nabizi alespori ¢aste¢nou pomoc.

Ozna¢me matici hustoty sloZeného systému p*B. Napiiklad pro bellovsky stav |¢;)

g0 — (LY (004 ). w1

Pfipomernime kritérium ¢&istoty stavu pro kvadrat matice hustoty

je

Trp® <1, (1.19)

které pro p¢'8 d4 jedni¢ku, jak ma.

Pokud pottebujeme mluvit oddélené o stavu podsystému A, pfitadime mu redu-
kovanou matici hustoty p*, ktery se z pB ziska operaci zvanou &4steéné stopa pres
systém B, oznacenou a definovanou jako

pA =Trp (pAB) )
Trp (|a1b1) (azba) :=[aq)(az| Tr (|b1) (b2]),

pro v8echna |a1), |ap) € 4, |b1),|b2) € 3. Hodnota ¢astecné stopy pro vechny
ostatni matice hustoty se ziskd rozkladem do béze operétort tvaru |a;by1) (azb,| a pied-
pokladem linearity operace Trp.

Takto ziskany stav dava spravné statistické pfedpovédi pro veskerd lokdlni méfeni
na podsystému A. Navic je kompatibilni s opa¢nou procedurou, kdy zndme stavy pod-
systémti a sloZzenému stavu pfifazujeme tenzorovy soudin jejich matic hustoty (4 ® p°):

Trp (o @ p”) = p™.
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Nejednd se vsak o reverzibilni operaci. Provdzanym staviim sloZeného systému AB pfi-
fadi ¢4stené stopy pres B, resp. A smigené stavy p, resp. pB, pro které obecné

ot @p® £ P

Konkrétné vysledek levé strany piedchozi rovnice bude v téchto pfipadech smiSeny
stav, pfestoze jsme zacinali s Cistym.

Vrat'me se nyni k naSemu bellovskému stavu (1.17) a ur¢eme pro ilustraci redukova-
nou matici hustoty podsystému A (pro B vychdzi stejné). Po kratkém vypoctu ziskdme

o = Tep (pf%) = Ty (|00><oo| + [11)(00] + [00) (11| + |11><11|>

P 2
_ 10)(0[(0]0) + [1){0]{0[1) + |0) (1[(1]0) + [1){1[{1]1)
2
1

A jelikoZ stopa jednotkové matice ve dvourozmérném systému je 2, pro ziskany stav
najdeme cistotu

T (o) = 5 <1,

takZe jsme dostali smiSeny stav z ¢istého. Jedna se dokonce o nejvice smiSeny stav, jaky
je na dvourozmérném stavovém prostoru mozny: pro libovolné bindrni méteni dava
pravdépodobnost 1/2 pro oba vysledky. Odsud vidime, Ze smiSené stavy maji v kvan-
tové mechanice vyuZiti i bez statistické neurcitosti.

Cistotu redukovaného stavu (za pfedpokladu ¢istého stavu slozeného systému) mi-
Zeme brat jako moZznou miru provdzanosti dvou podsystémii. V ramci daného tenzoro-
vého rozkladu systému na podsystémy je provdzanost stavu nezavisld na volbé jejich
jednotlivych bazi. To je evidentni z nezavislosti ¢astecné stopy na volbé baze systému,

ev ee

pfes néjz ji s¢itdme, a nezavislosti ¢istoty na volbé baze druhého.
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