1 Kvantovani klasickych poli

Tato, posledni, kapitola pozndmek si klade za cil stru¢né shrnuti latky z pfednasky, ale je
na misté poznamenat, Ze kvantovanim poli se bude p¥isti rok zabyvat dvousemestralni
predmét a tudiz zde neni ani zdaleka mozné projit vSechny aspekty latky. Berte kapitolu
jako pfipravu na dalsi rok. Z historickych d@ivodl se tomuto postupu nékdy fika druhé

kvantovdini, kvantovani poli je ale ndzev vérnéjsi.

1.1 Pfipomenuti: klasicka teorie pole

Zac¢neme stru¢nym zopakovanim zdkladnich vzorct a poucek klasické teorie pole v Lag-
rangeové a Hamiltonové formalismu.

Hustota lagrangianu

Centrélni vyznam lagrangidnu L(ql, R ql, ..., 4%, t) v teorii pole piebira hustota lagran-
gidnu
L9 @@L @, X), (1.1)

z niz mizZeme urcit L = [ £dV.V takto utvofeném lagrangidnu na misté obecnych
soufadnic vystupuji pole ¢'(x"), typicky zavisejici na soufadnicich a ¢ase, kompaktné
dohromady zapsanych jako ¢tvefice prostorocasovych soufadnic. V hustoté lagrangi-
&nu se kromé obecnych rychlosti ¢ := (pft := 0;¢' muiZe vyskytovat zavislost i na deri-
vacich ¢ podle x, y, z. Tomuto museji byt uzptisobeny Euler-Lagrangeovy rovnice, které
ziskdvaji tvar
0 0. 0%
; oxt d¢l,  d¢

=0. (1.2)

Derivace zcela vlevo se rozumi po¢itand v soustavé soufadnic (x/), tedy ¢’ apod. se v ni
jiz neuvaZzuji jako nezdvislé proménné lagrangidnu, ale jako funkce soufadnic a casu.
V soustaveé jedné proménné by se takto chovala tiplna ¢asova derivace.

Hustota hamiltonianu

Teorii pole mtiZeme formulovat i v Hamiltonové formalismu. Na rozdil od pfedchoziho
pfipadu, nezavislého na volbé vztazné soustavy, v Hamiltonové formalismu ziskdva
¢asova soufadnice vyhradni roli oproti prostorovym. Volime tedy obecné hybnosti jako
derivace podle ¢asové zmény ¢,

Y _ 7

L= 0L 9L (1.3)
dply 99!



a Legendreovu transformaci provedeme téZ pouze v zdméné ¢' <+ I1;. Vysledkem je
hamiltonian, ktery lze psét opét jako integral H = [ #°dV z hustoty hamiltonidnu

H = Hi(pi -9 = ji”(q)l,...,q)S,q),lk,...,q)fk,Hl,...,Hs,xi,t) (1.4)

Vénujte pozornost nezavislym proménnym: obecnd rychlost ¢' se nahradila obecnou
hybnosti IT;, ale ostatni (prostorové) derivace ¢’ zlistavaji! To ma vliv na mnoho aspektii
teorie. Zejména pohybové rovnice je tfeba psat pomoci funkciondlnich (¢i varia¢nich)
derivaci'

.i()_c, £ = 0H 07 (%, t)
P = SmE D T et s
. oH 9 (%t 9 0 (%, t :
() = — 5o = _9x (5 1) +Z_k#,

¢'(%,1) 9¢! ~ oxk  9¢l

které berou ohled na moZnost vyskytu nezavislé polni proménné i jejich derivaci.

Poissonovy zavorky

Podobnym zptisobem jako pohybové rovnice je potieba upravit Poissonovy zavorky.
V kazdy okamZik mtZeme vyhodnotit Poissonovu zdvorku dvou stavovych funkci jako

6G OF 6G ) . (16)

s SF
F - [ d3 : - :
{F.G) / dx ; (54)1(55,,5) SIL(Z, 1) OIL(%, 1) 69l (%, 1)

Pohyb soustavy pak mtiZeme tradi¢né psat jako Poissonovu zdvorku s hamiltonidnem
(ne hustotou). Ponékud je ale tfeba upravit kanonické Poissonovy zavorky: zejména ne-
miiZeme pouZivat samotné @', IT;, protoZe se nejedna o stavové funkce. Na skute¢né
trajektorii soustavy budou jak ¢ tak I'l; funkcemi soufadnic a ¢asu, a o stavovych funk-
cich tak mtiZeme mluvit pouze po vyhodnoceni téchto veli¢in v néjakych soufadnicich
(ale stejném case). Jejich Poissonova zavorka vede na zobecnéné funkce:

{¢'(%,1), TL;(§, )} = 6;0°(% — 7). (1.7)

1.2 Jak kvantovat klasicka pole
Kvantovani se standardné provadi podle ndvodu:

1. UvaZujte klasickou volnou (neinteragujici) polni teorii danou hustotou lagrangi-
anu. (Interakce za¢lenime pozdéji.)

2. Naleznéte feSeni pohybovych rovnic z Lagrangeova formalismu ve formé super-
pozice rovinnych vIn.

1Jak jsme je zavedli v kapitole 2.



3. Vyjadrete amplitudy rovinnych vin ai(k) a jejich komplexni sdruzeni pomoci poli
a jejich kanonickych hybnosti (1.3), pro které klasicky postulujeme Poissonovy
zavorky (1.7).

4. Pieskalujte velitiny a’(k), aby platilo
in{a(k), @ (k') } = 6;;6°(k — k'). (1.8)
5. Zaved'te # = I1;¢' — £, z n&j spotitejte H = [ d3x 7 a ovéite, Ze

—

H= 2/&wz% (F)a! (F) (1.9)

je souctem energii uvaZované superpozice rovinnych vin.

6. Kvantujte pouZitim principu korespondence

(1.10)

Pv‘l

Odsud okamZité plyne [&i,E, ﬁ;,rj,] = 51']'53 (E —K), jak ma platit pro spojité bosonové
kreac¢ni a anihila¢ni operatory. VSimnéte si, Ze hamiltonidn se pfepisuje v ,normal-
nim usporadani”. Pocitat jej pfimo ndhradou ¢, Il za operétory ve vzorci pro ¢
by vedlo k zdkefnym nekone¢ntim, ktera se pak museji sloZité odstrariovat.

7. Postulujte existenci a jedine¢nost normalizovaného stavu s nejnizsi energif, va-
kua 10), spltgjiciho (2?). Fockiiv prostor pak generujeme plisobenim operétorti
4 na |0). Takto ziskané stavy (&Zl ...a} |0)) interpretujeme jako stavy obsahu-
jici n kvant pole ¢. Tyto stavy pak maji energii/hybnost danou jako soucet ener-
gif/hybnosti stavi 4} |0), proto stav 4} |0) interpretujeme jako &astici pole ¢, napf.

foton, ve stavu |a) a obecné stav 4} Lo al |0) jako n-&asticovy stav.

.].

8. Interakéni ¢leny v klasickém £’ vyjadrete také pomoci 4, , & ira zapocitejte je po-

ruchové.



1.2.1 Volné redlné Klein-Gordonovo pole (c = 1,77 = 1)

Piiklad uvedeme na tzv. redlném skaldrnim poli,> daném lorentzovsky invariantni hus-
totou lagrangidnu

1 1 1 1
¥ = anq)a”qo — Emzq)z = E;ﬂ“’golygolv — Emzq)z, (1.11)

kde (x*) = (t,x,y,z). NapiSeme pohybové rovnice

0.% 1 1
g, 2l Su N Pt =0 g
5. a.,’? (1.12)
0= BKE — % = 01" ) + ”1299 =" @+ ngo = U+ mch,

kde jsme pouzili d’Alembertova operatoru L. NeZ rovnice za¢neme fesit, pfipravime si
jesté rovnou obecnou hybnost volbou x = 0 v prvni z rovnic:

0L

IMT=-—= v= . 1.13
S~ Pn =9 (1.13)

Rovnice (1.12), zndm4d jako rovnice Klein-Gordonova, m4 nekone¢né mnoho feSeni tvaru
rovinné viny

grp(%, 1) = (kT @), (1.14)
Dosazeni do (1.12) d4 podminku
w(k)? = k> +m?. (1.15)

Obecné feSeni pohybovych rovnic s poZadavkem na realnost ¢ tedy je

o(%,t) = /d3k (a(%)ei(ié’?_“’@t) + ﬁ(%)e‘i(ﬁf_w(ﬁ)t)> , (1.16)

w(k) = \/ k2 + m2. (1.17)

ReSeni rovnic dosadime do pfipravené obecné hybnosti

kde

-

(%) = ¢ = —i / a3k (F) (a(E)e“kf—w@f) - a(k’)e—ﬂkf—w(?ﬂ)) .18
Pti hledéni vyjadfeni a,a pomoci ¢, IT zkusime zpétnou Fourierovu transformaci

1 e - B
@ / dBxe 0D (7 1) = ... = a(k) + a(—k)e? (R, (1.19)

2Takovy popis se ptitfazuje Higgsovu bosonu.



Nadbyte¢ného vyrazu s @ se zbavime transformaci 11, kde vystoupi tytéz dva ¢leny se
vzajemné opanymi znaménky:

1 3 i w2 ) —  — BVl o icor YA ()20 (~Ft
(m)s/ e (% 1) = ... = —iw(R)a(k) + iw(~F)a(—K)e D" (1.20)
Celkové tedy
»o_ 1 3 - i - —i(F—w(P))
a(k) = 37)° /d X ((p(x, t) + w(lz)n(x, t)) e (1.21)

a jeho komplexni sdruZeni

1 3 N - i(FE—w(F))
207)° /d X (q)(x, t) w(E)H(x’t)> e : (1.22)

S touto volbou 8kaly by vychézelo

(al),1(0)} = g5 [ & [ @bye e @neGy-a@n

a(k) =

= — 177 /d3x/d3ye—i(zf_w(z)t)ei(w_“’(%/)t) X (1.23)

—_)5
2(271)3w (k)

namisto pozadovaného —ié® (k — k'), upravime proto definice a(k) a @(k) opravnym

faktorem 1/2(277)3w(k) na

a(F) = L [ & x50 [w(®)p(x, 1) +T1(3, 1))
2273w (R)
Ak = L [ et i@ [wE)p(,p) - 1z, 0)]
2(27)30(R) s
(p(f, ) _ 1 _ /dSk <d(k’)ei(kx—w(%)t) +E(E)e—z(7€5€—w(%) )> , .
2(27)3w(k)



Kvantujme!

(9,0, 11(%,1)] = 6®(x—7), (1.25)
[p(x, 1), p(x,t)] = 0O, (1.26)
[I1(x,t),I1(x,t)] = 0. (1.27)

PHmym dosazenim a pouZitim postulovanych komutaénich relaci pro ITa ¢ by se uka-
zalo, Ze pak skutecné také

6
[z, 87] =0, (1.28)
0

jak ma byt.
Pokusme se nyni sestavit hamiltonidn volného Klein-Gordonova pole pfimym vy-
poctem s ,ostfiskovanymi” ¢leny:®
A= [ndx= [ (11— 2)dx
1 A
= E/ H2 + (grad ¢)? + ngﬁz) d3x

/ 3k / d3k’
(U(U

— 55 Ak ) E—i(wtw )t _ 5 At Si(K—K)F+i(w—w')t _ st e st At
( ww <akak —dgaye pape” +azdy e
_ R ¥ pop AR F—i(wtw )t _ 5 st iR —K)EHi(w—w )t gt ey ot At
k-k <akak,e ag g, e apage +ap i e
2 (noa (k4K Z—i(wtw )t | & At (K —K)R+i(w—w')t _ At s At oAt
+m (akak,e + i e iz age + azae

(—ww' (a%aﬁ,(s@ (K+K) —apal, 6@ (K — k) — 4t ay0®) (K = K') + atal, 6 (k + ¥
—k-F (aﬁ,(s@ (k+K) —azal, 6O (K — k) — af ag,60) (k — &) + 4t al, 6O (k+ ¥
. . L.

3Pro stru¢nost ' := w (k).



Vzorec vysel ve smiSeném uspofdddni kreac¢nich a anihila¢nich operétort. Pokus pie-
vést jej na normélni uspotadani 4T 4 padne na skute¢nosti, Ze bychom pottebovali ko-
mutator 4" a 4 se stejnym k, ktery je podle (1.28) tmérny 6(0)! ProtoZe tento ¢&len v teorii
harmonického oscilatoru udava hladinu nulové energie, nase pole by mélo nekone¢nou
energii uz ve vakuovém stavu.

Budeme se proto drzet nasi kuchatky a hamiltonidn sestavime s vynucenym nor-

malnim uspofddanim

A= / Pk () it ag. (1.30)
Tento postup dava dobré vysledky.
Podobné by se odvodil vztah pro hybnost P
p— / Lrkal ag. (1.31)

1.3 Kvantovani elektromagnetického pole

Analogii ukdzaného postupu zkusime nakvantovat elektromagnetické pole, jehoZ jed-
notlivé excitace jsou fotony. Spocitdme také v nejhrubsi aproximaci jeho interakci s elek-
tronem.

Budeme se opét drZet kuchaiky, ovSem el.-mag. pole ma tu nevyhodu na vypocet,
Ze je kalibracné invariantni, jeho invariance vzhledem k volbé kalibrace se nesmi objevit
jako nezavislé pole s hybnostmi ve vysledku.* Tahle obtiZ se da fesit rtizné, my zvolime
kalibraci fixné a potom budeme kvantovat. Tento postup je jednoduchy a funguje dobfe,

je véak nevhodny pro préci v teorii elementdrnich ¢astic, kvantové chromodynamice

apod.
Pripomeneme, Ze hustota lagrangianu elektromagnetického pole je
1
= —— 4
<z o Fy FHY, (1.32)
kde’
F]/ﬂ/ - aVAV - avAl/{, (1.33)
a dava pro pole A, pohybové rovnice
Obecné hybnosti jsou (az na konstantni faktor) slozky elektrické intenzity:
. 1% 1 1 1 .
Il = — =- "= — — (Aig—Ap:) = —(—=A", — A% =
"7 0A;;  cdAig C‘uo( 10 0,) yoc( ¢t i) (135)
 gc? ot oxi) O

4Kalibra¢ni invariance naptiklad to znemoZiiuje prechod k hamiltonovské formulaci, protoZe obecné
hybnosti ve ,smérech” odpovidajicich témto stupniim volnosti by vysly nulové.

-

SAH = (%/ _A)



Fixni kalibraci zvolime Coulombovu, danou vzorci
p=0, vV-A=0. (1.36)

Je tfeba zdtiraznit, Ze tyto rovnice nejsou invariantni vii¢i Lorentzové transformaci: za-
visi na volb& sméru ¢asové osy. D4 se postupovat i volbou (slabsi) Lorentzovy kalibrace,
ale ta problém fe${ jen ¢astecné a je pak potieba dalsich krokii.

V rovnici (1.34) tak zmizi druhy ¢len a zbude rovnice pro netrividlni slozky (tfi)-

vektoru A: B
OA =0. (1.37)

Reseni v podobé polarizovanyjch rovinnych vin
A(%,t) = gl ®n), (1.38)

musi spliiovat

a vazbu na smér polarizace € udava kalibra¢ni podminka

vV-A=0 = k-&=0. (1.39)
To m4 pro kazdé nenulové k dvé linedrné nezdvisla feSeni.

Obecné (redlné) feseni v podobé kombinace rovinnych vin se dvéma moZnymi po-
larizacemi tak vypada®

2 - - - -
ZEHEDY / d3k3 " &k ) (a(E,A)ei<kf—W<k>t)+a(E, A)e—dkf—w(k)t)),
A1/ (2m)2 2w(k)eg

kde stéle

a obecnd hybnost
F 2 3
(1) = e = 3 [ <o S 0a(E )
o =) (2n)7 | 2w(k) (1.42)
- . :

6Zahrnuli jsme jiz spravny faktor k amplitudé a.




Hustota hamiltonidnu pak vyjadfena pomoci a vychdzi

; 1 1 €0 = 1 =
=1TA; — L = — (1) + —(A;; — Aj;)? = Z|E|*+ =—|BJ?
H 1,t 280( ) + 4]/!0( 1,] ],z) < 2| | + 2 | |

(1.43)
— = Z/d3khw a(k, \)a(k,A).

Kvantovani kalibra¢né invariantni teorie pfindsi dvé dalsi pfekvapeni: dokud ne-
mame Hamiltontv formalizmus, nemédme ani Poissonovy zavorky. Fixni kalibrace, po-
kud je dostupn4, tento problém fesi, ale naopak se mtiZe stét, Ze kalibra¢ni vzorce jsou
ve formé holonomnich vazeb (jak je tomu v p¥ipadé Coulombovy kalibrace) a musime
pak zavadét obecné soufadnice.”

My se tedy vyddme cestou nejmensiho odporu a misto komutatort soufadnic a hyb-
nosti postulujeme rovnou komutatory krea¢nich a anihila¢nich operétort

gt | = oD (E-F), (1.44)
Slozky soufadnic A(%,t) a hybnosti T1(¥, t) vyjadienych pomoci téchto operétort pak
komutuji jako

[A‘(*) (7, 1)] =
_2 - [ @ /dskf OE) M) (B2 x

=1A'=1 )31/ w(K)w (k')

A i(kE—w(k)t) | At ikZi—w(k)t) A JiKT-w®)) _ st —i(KG—w(K)t)
X [ame + am e SO y€ aE,,A, e

% (_ k=K —i(cw(k) = (k) v (5(3)@ _ %/) o ikE+iK j+i(w(K)—w (K)t Sy 5(3)@ _ E’))

2 .
_ 3, b o2 FE—7) | FG-F)
» / k3 ik Ve L) (eFE 9 4 o00)

pij(k)
) _ (145)
Pokud by nyni na misté P;;(k) vystupovalo ¢;; (jak by se stalo, kdyby pro dané k vektory
é(k,\) byly tii a tvofily ON baz1) vyraz by se z]ednodusﬂ na kanonicky komutéator
ihd;jo (3)(% — ¥/). Projektoru P(k) ale ,chybi” vektor ve sméru k, plati pro néj
> kik;
Pij(k) = 6;j — # (1.46)

7V nich pak je mozno vyjad¥it Poissonovy zavorky piivodnich soutadnic a hybnosti jakoZto stavovych
funkci.



a jeho Fourieriv obraz je namisto delta funkce takzvana transverzilni delta funkce

! i (1.47)

oz o 3) (7 _ i

S timto oznac¢enim plati

[Ai(%, 1), 11;(¥, 1)] = ihj (X — 7). (1.48)

Jedna se o disledek vazby, kterou jsme mezi soufadnice zavedli volbou Coulombovy
kalibrace.®

1.3.1 Interakce elektromagnetického pole s litkou

Nyni uZ mame vSechno pfipraveno na posledni krok kuchatky, vypocet interakce fo-
tont s ¢asticemi. Hamiltonidn nabité ¢astice v el.-mag. poli jsme samoziejmé uméli se-
stavit jiz ddvno, tam ale potenciél vystupoval jako externi proménné a nemohli jsme tak
zachytit reakci pole na pohyb c¢éstice, jen jednosmérnou akci Lorentzovy sily. Novy po-
pis ndm tak umozni kvantové popsat vztah mezi urychlovdnim nabitych ¢astic v poli a
pohlcovanim ¢i vyzafovanim energie ve formé fotonti. Budeme uvazovat elektron, tedy
q = —e.

Hilberttiv prostor naseho systému bude dan tenzorovym soucinem Hilbertova pro-
storu volného hmotného bodu a Fockova prostoru elektromagnetického pole. Celkovy

s ¥

hamiltonidn pak napiSeme do formalismu pfedchozich kapitol jako soucet tfi ¢lenti

2 .

H = % (Hééstice)
LB SR e (B (1.49)
om Y’ 2m ¢ int ’
2
+Azl / Pknw®) al a, (Fooe)

kde za A; je jesté potieba dosadit z (1.40), v operatorové verzi a s polohou vyjadienou
X. Tento hamiltonian jsme dostali piimo roznésobenim znémého
(P—gA) / 3 2 (= L oa s
H=-—F7—-— d’x E —B 1.50
oy TP (%) + 2, B°(%) (1.50)

a dosazenim kvantovych verzi viech zﬁéastnénych veli¢in. (Ve Schrodingeroveé obraze
volime t = 0, tedy

2 3 A A
5.5 d k / i >,
AX) = T é(k, M) a~ N a%’Ae—lkX) , (1.51)

8Vysledek (1.48) 1ze ziskat i zcela klasicky ve formé Poissonovych zavorek a odsud pak odvodit (1.44).
Potfebujete k tomu vSak teorii, kterou jste neprobirali.

10



o spravnou hodnotu v Case ¢ by se postaral vyvoj operatoru podle (??).)
Hamiltonidn Hgsgtice pOpisuje pohyb volné &astice a H pole Neruseny casovy vyvoj

pole, oba umime dobie pocitat. Dohromady je oznacime Hya zbyvajici ¢clen Hint budeme
uvazovat jako poruchu tohoto volného hamiltonidnu. To je oprdvnéné, pokud |eA| <
|P|. V prvnim fddu pak mutzeme zahodit druhy ¢len Hiy a rovnéZ rovnou Skrtneme
tfeti, protozZe ve zvolené kalibraci je ¢ nulové. Za parametr poruchy pro poruchovy
rozvoj muzeme vzit kupfikladu e.

Z nestacionarni poruchové teorie pro ¢asové nezavislou poruchu zndme vztah (??).
Pro nase ti¢ely uvazujme, stejné jako pfi jeho odvozeni, pocdtecni i koncovy stav jako
vlastni stavy Hp, necht’ ovéem navic jsou tenzorovymi sou¢iny né&jakych vlastnich stavti
Hesstice a Hpole- Pro pravdépodobnost pfechodu tedy plati

1 N Ef —E;
W|iériP>H|fé/fp>(T) - ? |<fé’fP|Hinf|lé’ ZP>‘ It 7 ’ (1.52)

kde

A

At = zi(ﬁfx()?) +A(X)P). (1.53)

a E; y znadi celkové energie (vlastni hodnoty Hp) potateéniho a koncového stavu. Funkce
I, jak vime z pété kapitoly, je zodpovédna za potlaceni pravdépodobnosti pfechodu
pro velké rozdily energii, a popisuje tak (pt¥iblizné) zachovani celkové energie pii inter-
akci. Pro delsi casy T se energie zachovava presnéji. Vénujme se nyni hlavné skalarnimu
soucinu vystupujicimu pfed ni.

Nisledujici odvozeni se provede nejsnadnéji, nahradime-li A jeho diskrétni verzi,
kterd umoznuje jen diskrétni hodnoty vektoru k. Toho se dosahne tak, uvazujeme-li
misto prostoru IR? jen krychle o strané 4 (s periodickymi okrajovymi podminkami). V ta-
kovém omezeném prostoru jsou rovinné postupné viny umoznény jen s vektory

2
= 77-[(1’11, ny, 1’13), nje Z. (1.54)

tau!

Kvantovéni pak dd namisto (1.51)°
5.5 2
AX)=—

N>

kde krea¢ni a anihila¢ni operétory nyni maji diskrétni stupné volnosti, tedy

h

&k A oFX |t eﬁ), 1.55
2w(K)eo )( 2 A (15

A At .
[”E,-,A'”%,,N} SN (1.56)
a volny hamiltonidn vychézi
2
H=Y Y hw(k)al a,. (1.57)
A=1 ¢

9Zkuste si to!

11



Pro dostate¢né velké a se stiraji rozdily mezi takto popsanym polem a ptivodnim, ne-
diskretizovanym, elektromagnetickému poli. Detailtim limitniho pfechodu se zde ne-
budeme vénovat, zaujaty ¢tenéf je najde ve [?].

Toto pfiblizeni mé vyhodu, Ze v ném mame elegantni vyjddfeni vlastnich stavti Hpole

— pies obsazovaci &isla jednotlivych kombinaci (k, A):

(4.)
=11 Lh}ac) (1.58)

‘ipole> = |7’l1, no, ...

Provedeme jesté jedno ptibliZzeni, takzvanou dipdélovou aproximaci. Ta pfedpoklada, Ze
typickd vlnové délka pole je mnohem vétsi nez méfitko polohy céstice — jinymi slovy,
Ze uvazujeme viny tak dlouhé, Ze pohyb castice, na kterou ptisobi, je ve srovnani s
jejich vinovou délkou zanedbatelny. V tom pfipadé mtZeme pfestat psat x-zdvislost
vektorového potenciélu, coZ nepochybné vSechny tivahy vyrazné zjednodusi:

Aw X]Z

&k, A)(ag, +a

S+

( . ) (1.59)

Pfinejmensim v (1.53) poté operatory P a A komutuji a navic ptisobi na rtizné &asti
Hilbertova prostoru, takze

1 Ef—E\ e, . 2. A2

Wit (1)~ gt (5 ) | elBlie) e Al

1 2 (1.60)
= i(:><fp|(f’zl,\+ﬁ£)\)|ip>
w(F)

Pro¢ se aproximace nazyva dip6lovd, se dozvime, vyuzijeme-li nasledujiciho triku:

€k, A) - P)

(fe

2
e
= gy 1) | L L

A mrs
P = lh [X/ Hééstice] (1-61)

¢) jsou vlastni stavy volného &asticového Hamiltonianu s energi-

a vlastnost, Ze |i¢) a

emi El( ), resp. Ej(, o,

5, m LN A B, m %)
(felPlie) = = (fel (XHe = HeX)lie) = == (B[ — E[Y) (fel Xlic). (162)
Pak totiz lze psat

2

W M~ i) | 55 2B @A) - D)) ol (3, + 2 i)
i1 % T : = ¢ % 7 ’

‘Z ZP>*>|f fP> 2h3€0V i1 E w(k) ¢ 1% k,)\ p

(1.63)



kde D = eX je operétor dip6lového momentu &éstice.

Vidime, Ze z hlediska pole jsou jediné povolené pfechody (s nenulovou pravdé-
podobnosti v prvni faddu rozvoje) takové, kde [f,) ma piekryv bud’ s ﬁ%/ \ |ip) nebo
s A, |ip). Tedy takové, ve kterych v jednom z m6da vznikne nebo zanikne pravé je-
den foton. Navic vime odpovidajici skaldrni souciny,

n]' + ]-/
V (1.64)

1’1]',

<n1,n2,...,n]-—|—1,...]ﬁ%j/)\j \nq,no, ...,

1’1]',...>
<1’11,Vl2,...,1’1j—|—1,... |ﬁEj,/\j|n1,1’l2,...,i’l]',...>

ze kterych snadno dopocitdme pravdépodobnost emise

1 AE(celk) (AE(E))Z o A 2
Wemise doEj,Aj(T ~ 2h280VIT ( h AE®) ‘<fé|(€(k')‘) ’ D)|Zé> (1’1]' + 1)
(1.65)
a pravdépodobnost absorpce
1 AE(Celk) (AE(E))Z - A 2
Watsorpee ,1,(T) = 52, 311 ( Z ) azm [IEEA) D)l n; - 66)

Pékny vysledek je, Ze pravdépodobnost emise se da rozloZit na pravdépodobnost
stimulované emise, ¢iselné rovnou pravdépodobnosti absorpce, kterd je pfimo tmérnd
poctu fotoni v daném moédu pfitomnych (a necitlivd k Zadnym ostatnim fotontim), a
pravdépodobnost spontinni emise, nezavislou na polnich proménnych. Dale ¢len s D
zodpovidad za zndmé geometrické rozloZeni vyzatovani dip6lu. Tyto vlastnosti dobie
popisuji experimentalné ovérené fakty.

Pro velké (ale kone¢né) objemy se jesté hodi asymptoticky vztah

IT(w) t—+eo
T —

6 (w), (1.67)

ktery pro velké hodnoty T zajist'uje zachovani celkové energie
AEC®) — o, AE®P) = —_AE® (1.68)

a navic umozZnuje psat vysledek ve formé pravdépodobnosti za jednotku ¢asu. Pocet
fotontt v médu |E]~, Aj) je pak mozno brét jako hustotu poctu fotonti (v po¢ate¢nim stavu)
s danou hybnosti na prostorovy tihel v jistém okoli Ej a s danou polarizaci. Detaily opét
viz [?].

Tento explicitni vypocet dava piiklad obecné interpretace nejjednodussich ¢lent in-
terakéntho hamiltonidnu. Obecné ¢leny tvaru O 4! (doprovézené Ofa; pro samosdru-
Zenost hamiltonianu) odpovidaji interakcim, pfi kterych je do pole vyzéfena / z pole
pohlcena jedna castice, za soucasné zmeény stavu druhého fyzikalntho systému. Diky
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faktortim (1.64) je pravdépodobnost absorpce pfimo timérna poctu ¢astic (excitaci) pole,
které jsou v odpovidajicim médu k dispozici, a pravdépodobnost emise je navySena o
moZnost spontanni emise. Cleny kombinujici at 4; odpovidaji volné oscilaci pole. Dalsi
¢leny vyssich f4d bychom interpretovali podobnym zptisobem:

1. Oﬁ;rﬁj + O*ﬁid;: rozptyleni ¢astice pole na bodové ¢astici za soucasné zmény stavu
Castice,

2. ﬁ:.rbj + ﬁib}r (za pfitomnosti dvou poli): zména druhu jedné polni ¢astice na jiny,

3. fl:rbjbk + ﬁib;b;{r: rozpad c¢éstice jednoho pole na dvé ¢astice jiného, syntéza jedné
¢astice srazkou dvou ¢astic druhého pole

a tak dale.
Obdobné jako u elektromagnetického pole se postupuje i ve fundamentalnich teori-
ich elementdrnich ¢astic, ale v této aplikaci je tieba zvazit i dalsi problémy, napf.

1. Focktiv prostor stavii je konstruovdn pomoci feSeni volnych neinteragujicich ¢as-
tic. Kanonickd hybnost ma jiny vyznam pro interagujici ¢astici, neZ pro volnou.
Do jaké miry je oprdvnéné pouziti Hy pro interagujici ¢astice?

2. Problémy s kalibra¢nimi stupni volnosti se jesté zvétsi pfi pouZiti neabelovskych
kalibra¢nich teorii (elektroslabé, silné interakce).

3. Poruchové rozvoje maji tendenci nekonvergovat. Jsou pak potieba pokrocilé tech-
niky jako renormalizaéni teorie a podobné.

Tyto problémy uz opravdu pfenechdme kvantové teorii pole.
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