1 Reprezentace vicecasticovych systému

z ¥ 2z

Necht' Hilberttiv prostor jedné ¢astice je néjaky separabilni .7#, na némz zvolime konec-
nou nebo spocetnou bazi (|1), 2),...) = (|i))ic.r-
UvaZujme n Castic stejného typu, t.j. nerozlisitelnych; jak vypada béaze pfislusného
Hilbertova prostoru
S(AHRA...HH),

o = n-kréat 1.1
"o ), (-1

Ve
n-krat

kde . a &/ oznacuje symetrickou ¢&i antisymetrickou ¢ést? (Pro¢ ty jsou pro nerozlisi-
telné ¢istice nutné, jsme odvozovali v [?].)

Oznacéme si my index vektoru v bazi k-tého Hilbertova prostoru v (1.1), dohromady
tak dostaneme vektor pfirozenych &isel — multiindex (my, ..., my,) € IN". Ten paramet-

rizuje bazi celkového Hilbertova prostoru, protoZe ta je tvofena normovanymi vektory

S)d (Jmy) @ |ma) @...® |my))
[l '

kde .7, resp. <7 ptisobici na vektor znaci jeho ortogondlni projekci na odpovidajici sta-
vovy prostor. Takto bychom ovSem mnoho stavil zapocitali nékolikrat, pfi vycislovani
baze si tedy zavedeme podminku my < mp < ... < my, coz takovym kolizim zabrani.
Pro fermiony je podminku jesté potieba posilit na m; < my < ... < my, jinak by antisy-
metrizace v pfipadech s rovnosti davala nulové vektory.

(1.2)

1.1 Obsazovaci ¢isla, Focktiv prostor

Ukazuje se byti uzite¢nym misto (mj,...,m,) parametrizovat bazi tzv. obsazovacimi
¢isly (nq,np,...), n; € NgaY,c,n; = n, kterd se definuji jako

Tli:#{kEfl:mk:i},

kde 1 = {1,2,...,n}. Obsazovaci &islo n; tedy predstavuje pocet &astic ve stavu |i).
Pomoci obsazovacich ¢isel zapiSeme stav (1.2) jako
nq-krét ny-krat

(N e.. ohe2e...02)...
lnq,np, ... ng,...) = / (‘>® ®|||>GT||>® @12) ) (1.3)

Pro ferminony musime vyzadovat Vi : n; € {0,1}.! P¥i pfekroceni jednoho fermionu na
bazovy stav by antisymetrizace dala nulovy vektor a normalizace by nebyla definovana.

1To znamend4, Ze v (1.3) budou hodnoty 7; znatit ptitomnost nebo nep¥itomnost daného ¢lenu.



Nasim cilem je formalizovat Hilberttiv prostor pro libovolny pocet ¢astic, tj. prostor,
ktery by obsahoval stavy se vSéemi moznymi pocty ¢astic v riznych stavech a jejich su-
perpozice. Tento prostor se nazyva Focktiv prostor a pro fermiony a bosony se definuje
zv]ast. Oznac¢me

A= .. @A, (1.4)
k-krat

kde  je stéle Hilberttv prostor jedné ¢astice, a kde dodefinujeme 5#®? = C. S pomoci
této notace napi. pro bosony hned umime napsat hledany prostor jako direktni soucet
prostoru pro vakuum (C), prostoru jedné ¢astice, dvou, ...

+oo
Fp(H)=CoH S (AN D...= Y F(H), (1.5)
k=0
a stejné tak pro fermiony
—+00
Fe(H)=CoH DA (A ®...= Y o (HF). (1.6)
k=0

Je hned vidét, Ze pro dim J# < oo tak dostdvame
dim Fp () = oo,
dim .Zp () = 24im 7
Z konstrukce Fockova prostoru déle vyplyvé, Ze pokud J# je separabilni, %5 () i

F () jsou separabilni Hilbertovy prostory, pokud dodefinujeme skaldrni sou&in pro
ny # ny, |P) € A a|p) € A" jako

{$le) =0 (1.7)

a pro ny = ny = n vyuZijeme definice skaldrniho sou¢inu na tenzorovém soucinu pro-
stortt — pro [P1) ... |Pu), |@1) - .. |@n) definujeme

(1] (Pul) (1) - - - l@n)) = (W1lo1) - . . (Pul@u). (1.8)

S pomoci téchto skaldrnich sou¢int uz umime spocitat skaldrni soucin libovolnych dvou
vektorti z Fockova prostoru, obecny direktni soucet by se rozlozil na soucet jednotlivych
skalarnich soucinf, jak je zvykem.

1.2 Bosonové kreacni a anihila¢ni operatory

Zavadeét Fockliv prostor nemda mnoho vyznamu bez operatorti, které by vyjadiovaly
zobrazeni mezi jednotlivymi ¢4dstmi direktniho souctu, tj. ménily pocet castic v sys-
tému. Zavedeme zde krea¢ni a anihila¢ni operatory, které maji velky vyznam pro dru-
hou kvantizaci.”

ZJestlize vdm ptipominaji formalizmus kolem harmonického oscildtoru ze zimy, jste na dobré cesté.
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Prvné se soustfed’'me na bosonové operatory v bosonovém Fockové prostoru. Bu-
deme pozadovat, aby krea¢ni operdtor 4] ptidaval do systému jednu &astici v i-tém
stavu, tj. pro bazové vektory

ﬁjng(%) %EB(%) :&Hnl,...,ni,...) :,Bnl.|n1,...,ni+1,...),

kde konstanta f,,; prozatim zlistdvd neurcena. KdyZz uz budeme mit krea¢ni operétor,
odpovidajici anihilaéni operator definujeme pomoci hermitovského sdruzeni

a; = (ah)". (1.9)

1

Abychom vidéli, jaké konstanty f;, zvolit u anihila¢nich operétorti, rozepiseme si
jejich ptisobeni ve skalarnim soucinu

A\ T ~
(my,...,mi,...[(a1) |ny, ... 0, ... = (my,...,mg.. &8 jmy, .. mg, )

= Bu,(n1,..., 0. My, mi+1,000)
== ﬁni5n1’m1 .. '5ni1mi+1 . e

{0 pron; =0

pron; >0

:,Bnl._l(nl,...,ni—l,...|m1,...,ml~,...>

= ﬁni_1<ml,. oMy, |n1,. N = 1,. . .>,
neboli vidime, Ze

ﬁi‘i’ll,. o ng, .. > = 0_ Pro = 0, (110)
ani_1|Vl1,...,1’li — 1,> pron; > 0.

Vhodnou volbu konstant 8, najdeme z volby komutac¢nich relaci krea¢niho a anihilac-
niho operatoru. Nejprve si ale pfipravime [4;, 4;] pro n, n; > 0

[ﬁz,ﬁ]} ’1’11,. o ng, .. .,7’1]',. . > = ,311,-—1:311]‘—1‘”1/' N (T 1,. . .,1’1]' — 1,. . >

— ,an_lﬁni_llnl,. N (e 1,. . .,Tl]' — 1,. . >
=0,
pro n; = 0V n; = 0nebo proi = jje vysledek stejny trividlné. Uplné stejné by se
ukdzalo, Ze kreaéni operatory vzdjemné komutuji. Zkusme nyni pro i # j
~ At -
[ai,a]} |7’11,. c My, N, > = [Sni_lﬁnj]nl,. oni—1,.. i +1,.. >

—,Bn]-,Bn,'71|n1""'nl’_1""/nj+1"">
=0



a nakonec proi = j

[fl,,flﬂ |n1,...,n,-,...> = ‘B_nl.ﬁni|n1,...,7’li,...> — ‘Bni,h@ni,ﬂﬂl,...,Tli,...>.

Posledni komutator poloZime roven jedni¢ce, abychom se co nejvice pfibliZili linear-
nimu harmonickému oscilatoru. Celkové tedy pokladame

[a,-,aﬂ — 5. (1.11)
Ke splnéni postaci volba B, = /n; + 1:

ﬁ_mﬁni_ﬁn,-—lmz \/ni+1\/ni+1—\/ﬁi\/n_i:1,

Shrnuti nasi volby tedy je

ﬁi|n1,...,ni,...> = \/E-|n1,...,ni—1,...>,

ﬁ”nl,...,ni,...> = \/ni—i—l\nl,...,ni—l—l,...).

Nyni stav s danymi obsazovacimi ¢isly mtiZzeme zapsat vyhodné jako

ﬁ.{nl ﬁ;nz
|n1,n2,...):\/n_1!\/n_2!...|0>,

kde |0) je vakuovy stav, ktery spliiuje
a;]0) =0,Vj € .7, (1.12)

a diky tomu lze Focktiv prostor napsat jako

at™
Fp(H) = span{ (H ! ) |0)

.l
ic.y Vi

Zn,-<+oo}.

ics
1.2.1 Operatory poctu castic

Pomoci krea¢nich a anihila¢nich operator(i 1ze zavést operdtor poctu cdstic v i-tém
stavu

At A
Nl' = 4a; aj, (1.13)

podivejme se, jak ptisobi:

I
I
~
=
~
‘; x>
/N
E)
/~
>
Bl
——
=
N——
=
S~
I
\*




kde jsme vyuZili toho, Ze operatory stejného druhu komutuji a stejné tak komutuji kre-
acni a anihilaéni operatory s riznymi indexy, dale pouzijeme n;-krat zndmy komutator
(1.11)

= 1’li|1’11,. o g, .>,
a vidime, Ze operétor N; je vérny svému nazvu.
Pomoci téchto operatorti 1ze dale definovat operator celkového poctu ¢astic
- - o a
N=)Y N=) aja. (1.14)
<84 84

Lo e y > AR ve . . oo
Také si vSimnéme toho, Ze {N;},” | tvoiina Fp(#) tplny soubor komutujicich ope-
ratort se spole¢nymi vlastnimi vektory |ny,...,n;,...).

1.2.2 Casovy vyvoj

UvaZzujme nejprve soustavu n neinteragujicich ¢astic. Z hlediska operédtoru ¢asového
vyvoje se kazdd vyviji nezavisle na ostatnich, tedy evoluci n ¢astic jsme schopni zapsat
pomoci jednocasticovych operatorti casového vyvoje jako

U,(t, to) = Up(t, to) @ Ui (t, tg) @ ... @ Uy (t, to) =: Uy (t, tg)®". (1.15)

Hamiltonian celkového systému ziskdme ¢asovou derivaci (1.15). Podle Leibnizova
pravidla, ohnutého pro tenzorovy soucin,

H=M®I®..0l + IoHI®...0] + ... + [®...@ H = H".

Pokud (|i));e.s je baze vlastnich stavii energie v 2, H,|i) = E;|i), mfizeme p¥epsat
pusobeni takového hamiltonidnu do formalizmu obsazovacich ¢isel jako

Hli’ll,. o ng, . > = 2 niE,'|n1,. o ng, . .>, (116)
i€y
coZ je vzorec pouZitelny nejen pro pevny celkovy pocet ¢astic 1, ale i na Fockové pro-
storu. Odsud uz je jen krok k pfepisu pomoci operétort poctu ¢éstic,
H|1’ll, N TR > = Z EiNi]nl, N TR > (117)
ies
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ProtoZe jsme tak rozepsali ptisobeni operdtoru na kazdém bazickém vektoru, plati i
operatorove

H =

'MS

[y

Z iata, (1.18)
=4

i—
pro neinteragujici ¢astice na .Fp ().

Pokud budeme chtit zapocitat interakci, musime pfidat dalsi ¢leny do hamiltoni-
anu, které také zapiSeme pomoci kreacnich a anihila¢nich operétort. Vyznamnou tfidu
takovych operétorti tvofi ty, pro které

[A,N] =0, (1.19)

které zachovavaji celkovy pocet ¢astic.

1.2.3 Spojité stupné volnosti

Formdlné 1ze uvaZovat popis interakce pomoci obsazovacich ¢isel pfislusejicich i opera-
tortim se spojitym spektrem ¢i kombinacim komutujicich operatorti, obvykle hybnosti
a spinu. Ozna¢me odpovidajici krea¢ni a anihila¢ni operatory jako
At A
5z 5, (1.20)
kde p predepisuje tti slozky hybnosti a § spin ¢astice, kterou takovy operator vytvoii
nebo anihiluje

M 0) «— Pp,2(X). (1.21)

Tteba
% e 2 [0), (1.22)

odpovida stavu se dvéma casticemi s danym spinem a hybnostmi p a 7/, neboli stavu
popsaném vinovou funkei . (5, (X) Y5 2 (7)) -

Postulujeme komuta¢ni relace dle stejné logiky jako vySe, ale s Diracovou funkci
misto Kroneckerovy delty u spojitych indexi:

-ﬁ-*,g, ﬁﬁ/,(;”_ = O,

st st ]

e | =0

55,5 | = 6z 20%) (7 — 7)1

Ve vyjadieni pro obecny vektor z takového Fockova prostoru je pak potfeba sumu na-
hradit integralem,

+oo k
0= Y (1[0 wn. 21135 (123
k:O =1 g 1Bk =1

kde v koeficientech apj,... p; jsou schované informace o stavu.
C1,erC



1.3 Fermionové kreacni a anihila¢ni operatory

Podobné jako pro bosony zavedeme fermionovy kreaéni operator le;.r. Rozepiseme jeho
pusobeni na stav s obsazovacimi &isly (n;);c » a budeme uvaZovat, Ze konzistentné pfi-
dava j-ty stav nalevo od jiz existujicich stavii.® To je dfilezité, protoZe antisymetrizace
pak pfida spravny znaménkovy faktor:

N (1) @ 2)0 &

A (e e2)*"me...)

B [l
(—1)2;;ﬁnk%(I1>®"l®|2>7”2<|z|9---®\f>®---)

i—1
= (15 |y, =1,

Suma v predchozim vyrazu pocitd, kolik stavli pfed j—tym je obsazeno. Fermionovy
anihilaéni operétor je potom

B| | 0 pron; =0,
imi,...,nj,...) = j—1
] ] (_1)Zk:1nk |1’11,...,n; - 0/> pro 7’1]' =1

Podivejme se, jaké relace nasSe operatory spliiuji. Bez Gjmy na obecnosti necht’ i < j.
Pokud n; nebo n; jsou 1, pak

ISZTI}}L|n1,...,ni,...,n]-,...):A}“BQL|n1,...,ni,...,n]-,...):O,
jinak
b bf |my,...,0,...,0,...) =
= (~)TA" B |y, 0,..,1,.0)
— (—D) DA (DT Ny, T,
— ()T ™, 1,1,0,
podobné

3Pochopitelné j-ty stav nesmi jiZ byt obsazen, proto uvaZzujeme n i =0.
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takZe ve vSech situacich
At 2t ~t 2t
bi b] |T11,...,Tli,...,1’l]',...>=— ]bz |n1,...,ni,...,n]~,...>. (1.24)

Z toho vidime, oproti bosonovym operatortim, Ze krea¢ni operatory fermiont anti-
komutuji!*

{61,b1} = b bf + 85 =o. (1.25)

Podobné by se ukazalo

a diky tomu lze fermionovy stav zapsat pomoci obsazovacich ¢isel jako

1, ... m,. ) =6 BT 0). (1.26)

1

(V tomto piipadé, na rozdil od bosonti, na potfadi operatora zélezi!) Z antikomutaénich

relaci je také hned vidét
1

o =2 {0t} =0, (127)

coZ je elegantné zapsany Pauliho vylucovaci princip.

1.3.1 Operatory poctu castic

Obdobné jako v pfipadé bosonti 1ze zavést operatory poctu Castic v j-tém stavu stejnym
vztahem i pro fermiony,

A ~

— it

Ty navic maji zajimavou vlastnost

2 = bbbt b, = bt (16, 6T\ — bt b )b = bt h, = N

NZ =5} bbby = 6 ({b;, 6} —b15;) by = b} b = N

kterd dava opét jinak zapsany Pauliho vylucovaci princip, nebot’ jedind nezaporna celd

¢isla, kterd splnuji n]Z = nj, a tedy mohou byt ve spektru N;, jsou jednicka a nula.
V naprosté analogii s bosony lze zavést operator celkového poctu ¢astic

8 X .
N=) Ni=) bb. (1.28)
j€I j€S

4P¥isti rok v QFT ukaZete, Ze n&jaké kreatni a anihila¢ni operatory komutuji/antikomutuji a z toho
usoudjite, Ze jste popisovali bosony/fermiony.



1.3.2 Hamiltonidn
Pro neinteragujici ¢astice mtiZeme opét zapsat hamiltonidn soustavy fermiont
N o P
H = Z E]N] o Z E]bj b]’
j€es jeS

pokud (|j));e.» je baze vlastnich stavii jednocasticového hamiltonianu.
UZite¢na identita pro préci s fermiony je

[AB,C] = ABC + (ACB — ACB) —CAB = A{B,C} —{A,C} B,
kterou vyuZzijeme napitiklad v situacich
[Hb:f] = E [b]* bj, bﬂ = E (b]* {Bj,fﬁf} -~ {b]*bf} Bj) = E; b},

~— S~

[ﬁ, Bz} = —Eib;
pro neinteragujici ¢ast hamiltoniant.

1.3.3 Vice druht ¢astic

Pokud potfebujeme teorii popisujici vice druhti ¢astic, je odpovidajici Fock@iv prostor
tenzorovym soucinem Fockovych prostorti jednotlivych druhti ¢éstic

F = Fp(H)Q...0 Fp(AH") @ Fp( )@ ... Fr(HF), (1.29)

kde A je pocet druhti bosonti a X je pocet druhiti fermionii. Je konvence oznacit ﬁj\, 5 bo-
sonovy krea¢ni operdtor A-té ¢astice s danou hybnosti a spinem {—s), —sy +1,...,5,}
a obdobné pro fermiony 13:; e Dale je obvyklé platnost komutac¢nich relaci uvedenych
vyse rozsifit i na rtizné druhy c¢astic,

[ﬁWC' ﬁx’,ﬁca’] = o8z (F— ),
{bopebope} =0= {85080 50}
{?’ P B:;’,ff’,é’} = 8008z (F = 1),

a nechat vSechny moZné kombinace r@iznych (fermionovych vs. bosonovych) operatort
komutovat,”

[a, B} — 0. (1.30)

Lze jesté napsat obecny vektor pro tento systém, ale je to jen komplikovanéjsi, zobec-
nénd analogie vztahu (1.23).

50 této volbé bude jesté mluvit vyucujici QFT piisti rok.
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