Kapitola 1

Zobrazeni indukovana zobrazenim
variet, podvariety

Te¢né a kotecéné zobrazeni

Uvazujme dvé variety M a N a hladké zobrazeni ¢ : M — N.

Definice 1.1. Te¢né zobrazeni ¢, v bodé p € M indukované zobrazenim ¢ je takové zobrazeni
¢x : TyM — Typy N, pro néz plati

(VX e T,M)(Vf e C*(N))((¢(X))f = X(f 0 ).

V soufadnicich (2*) na U = U°, kde p e U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame ¢, vyjadiené predpisem
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jak vyplyva ze vatahu (6.(X))" = (6.(X))y" = X(¢*(2")), kde 9" =y 06, X = X' ;7

Pozndmka 1.1. Zobrazeni ¢, je linearni.

»

Definice 1.2. Koteéné zobrazeni ¢* v bod¢ ¢(p) € N indukované zobrazenim ¢ je takové zobrazeni
O T;(p)N — Ty M, pro néz plati

(VX e T,M)(Vw e Tg,) N)((¢7(w)) X = w(9.(X))).

V soufadnicich (z°) na U = U°, kde p € U, (y*) na V = V°, kde ¢(p) € V, mame pro ¢* vyrazy

* * i a 2l dp® 0 . Ly « .
¢*(w) = (¢*(w)); dz W = Wa dy®| sy P+ (Wp) =& 5’y"‘¢(p) (viz vyge), z ehoZ plyne vztah
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Kote¢né zobrazeni ¢* miuZeme dale prirozené rozgifit na ¢* : A(’;(p)N - A’;M nésledujicim zpusobem:

(VXq,...,. XpeT,M)(Vwe Af;(p)N)((qﬁ*(w))(Xl, coy Xi) = w(de(X1),y -0, 04 (X))

Mame definovana zobrazeni ¢, v bodé p, ¢* v bodé ¢(p). Lze je rozsifit na zobrazeni celého X (M),
resp. Q°(M)? V piipadé kotetného zobrazeni ano. Pro libovolnou k-formu w € QF(N) definujeme
¢* (w) € QF (M) piedpisem

(VX3 X e X(M))((¢" (W) (P) (X1, -+ Xi) = w(@(p)) @+ (Xal,) -5 04 (Xil,))),

(linearita, antisymetrie, zavislost pouze na X;(p) je zfejma, hladkost je vidét v lokalnich soufadnicich).
Pozndamka 1.2. Déle budeme obvykle misto ¢, (X), resp. ¢*(w), psat ¢. X, resp. ¢*w.

Pozndmka 1.3. Pro f € C*(N) definujeme ¢* f = f o ¢, z ¢ehoZ plyne vztah (¢, X)f = X(¢* f).
Priklad 1.1. Pro v:R[t] > M méame ~, (%)L:O = [v]. Obecnéji: v (%)L =4(¢).

Definice 1.3. Vyse zavedené zobrazeni ¢* : Q*(N) - Q°(M) nazyvame pullback pii zobrazeni ¢.
Naopak ¢, : X(M) - X(N) obecné definovat nelze. Divody:

e (0. X)(¢(p)) = ¢.(X],) neni definovan na celém N, ale jen na ¢(M),
e nemusi byt korektni: pokud (3p,p e M)(¢d(p) = ¢(p) a soucasné ¢, (X,) # ¢« (Xp) € Ty IN).

Pokud je ¢ difeomorfizmus, pak ¢, : X (M) - X (N) existuje a je definovano predpisem
(0. X)(0(p)) = D (X],)-

Pokud je ¢ prosté, je ¢, (X) definovano jako prvek X (¢p(M)), kde ¢(M) neni nutné oteviend mnoZina.
Podobné, pokud pro dané ¢ a X nevznikd problém s nejednozna¢nosti, mizeme pouzit pro vysledek
konstrukce bod po bodu oznadeni ¢, (X).

Pozndmka 1.4. Mame-li difeomorfizmus ¢ : M — N, miZzeme definovat téz ¢* : X(N) - X (M) jako
(6"X)f = X(fo6™), kde [ € C=(M), tj. "X = (6. X, neboli 6" 0 6. = id|y(yy, -

Pozndmka 1.5. Zména soufadnic na U = U° je specialnim piipadem difeomorfizmu o(U) c¢ R"™ na
U c R™ a diive zavedené zmény slozek vektoru, resp. formy, pii zméné souiadnic je mozné odvodit z
obecnych vztahi pro te¢né, resp. koteéné, zobrazeni.

Pri skladani zobrazeni ¢ : M — N, ¢ : N — O dostavame pro tecné a kotené zobrazeni identity
(Vo) =tods, (Vo) =¢ oy

Dosazenim do definice vnéjsiho sou¢inu a z definice ¢* dale obdrzime vztah

’qﬁ*(wl Awy) = @ wy A PFwe ‘

Pozndmka 1.6. Plati (Vw € Q°(N))(d¢*w = ¢*dw), tj. (odvozeni je stejné jako pii dikazu nezavislosti
dw na vybéru soufadnic):

’dM°¢*:¢*°dN‘
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Vétall. Bud ¢: M > N,peM, XeT,M, we A’;(p)N. Pak plati
¢ (i, (x)w) = ix (" w).
Diikaz. Dosazenim. m

Pozndamka 1.7. Na X e X(M), w € Q°*(N) lze tvrzeni véty aplikovat, pokud je ¢ difeomorfizmus.

Véta 1.2. Pro difeomorfizmus ¢ : M - N plati (X,Y € X(M)):
(b* [X? Y] = [¢*(X)a ¢*(Y)]
Ditkaz. Vpe M, Vf e C*(N), ¢ difeomorfizmus, tj. (M) =N a

(@[ X, Y D(o()f = X(Y(fo8))(p) - Y (X(fd))(p)
= X(0.Y () 2 d)(p) - Y (¢ X(f) 2 ¢)(p)
= (. X (0.Y () 0 9)(p) = (.Y (¢ X([)) 2 9)(p)
= ([¢: X, 0.Y][)(o(p))

Podvariety

Definice 1.4. M&me ¢: M — N hladké zobrazeni. ¢ nazyvame vnofeni (angl. immersion) M do N,
pokud ¢, je prosté v kazdém bodé& p € M. M pak nazyvame vnoreni podvarieta variety N.

Definice 1.5. Pokud ¢ je prosté vnofeni takové, ze Vp € M existuje okoli U = U° ¢ N bodu ¢(p) a
soufadnice (y*)U™N na U takové, ze ¢(M)nU = {q € Uly*(q) =0, a € k}, kde k = dim N — dim M,
nazyvame zobrazeni ¢ vloZeni (angl. embedding) a M nazyvame (vloZena) podvarieta variety N

kodimenze k.

Véta 1.3. Whitneyho véta o vnofeni: Kazda diferencovatelna varieta dimenze n je difeomorfni
néjaké vlozené C¥-podvarieté Euklidovského prostoru R?". (Bez dikazu.)



