Kapitola 1

Integrace forem

Jednim z diavodi zavedeni diferencidlnich forem na varietach je to, Ze jsou pfirozenymi objekty, které
se daji integrovat. UvaZujme na n-rozmérné varieté M n-formu v lokilnich soufadnicich (x*), resp.
(7). Mame
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Tento vztah pfipomina vétu o substituci v Lebesgueové integralu (z° = ¢*(%)):

dxl...dx":f o
[o(ﬂ)f [ fog

V definici integralu n-formy ovSem narazime na dvé nesnaze:
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1. rozdil v absolutni hodnoté jakobianu — feSime zavedenim orientace
2. mozna neexistence globalnich soufadnic na M — FeSime pomoci tzv. rozkladu jednotky

Definice 1.1. Orientace vektorového prostoru V, dimV = n, je zobrazeni o pfifazujici kazdé
n-tici LN vektort ¢islo £1 a vyhovujici Vey,...,e, €V, (e1,...,e,) LN, T e GL(V):
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Definice 1.2. Mé&jme vektorovy prostor V' s orientaci o, dimV =n, U = U° c V, diferencovatelnou

varietu M, dim M > n, hladké zobrazeni F' : U -» M a formu w € Q"(M). Oznacme U = F(U).
Definujeme integral z formy w na mnoziné U pii parametrizaci F' predpisem

f(U,F) w=a(er,....en) fU(F*w)l...n dat...dz",
kde (z!,...,2™) jsou standardni soufadnice na V', z7(a’e;) = a’, ve zvolené bazi (ey,...,e,) vektoro-
vého prostoru V, e; = =%
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Takto definovany integral f(f] pyw mAa nasledujici vlastnost: p¥i vybéru jiného V' o', U" a F’ tako-
vého, ze F'(U') = U a 7e existuje difeomorfizmus ¢ : U — U’ zachovavajici orientaci ve smyslu
U'(¢*(%|p)7...,¢*( ain p)) = 0(=%,...,=%) pro viechny baze (%7... 2_) prostoru T,V = V,

oxl? ’ Oxm > Oz

pro ktery soucasné plati F' = F' o ¢, plyne z véty o substituci v Lebesgueové integralu:
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Poznamka 1.1. Pokud je F prosté, tak aZz na orientaci hodnota integralu na F' nezévisi.

Definice 1.3. Orientace o variety M, kde dim M = n, je zobrazeni prifazujici kazdému p € M
orientaci teéného prostoru T, M tak, ze VU =U° c M, VXq,..., X, € X(U) takova, ze (Xl\p ey Xn|p)
je LN Vp e U, plati:

o(p)(Xil, -, Xnl,) = f(p) je konstantni (¢i ekvivalentné hladka) funkce na U.

Varietu, na niz existuje orientace, nazyvame orientovatelna.

Pozndmka 1.2. Oznaceni: o(p)(Xil, ..., Xnl,) =0(Xil,,..., Xal,)-

Pozndmka 1.3. Pokud na M, dim M = n, existuje w € Q"(M) takova, ze (Vp € M)(w(p) # 0), tak je
M orientovatelna a (Xi,..., X, € T,M jsou LN):

Cw(Xy,. L, X))
O'(X1|pa"'7X”|P) - |w(Xy,.... X)) |

Dusledek 1.1. T* M je vzdy orientovatelna, T'M orientovatelna byt nemusi.

Pokud v M existuje kiivka v : (0,1) - M takova, ze v(0) = (1), v({0,1)) ¢ U = U° a pro pole
X e X(U) a Vt € (0,1) spliuje §(t) = X(7(t)), a LN vektory Ei,...,E, € TyyM = T,yM takoveé,
ze (Ui, (E1),..., ¥k, (E,)) je baze opacné orientovana nez (Ey,..., E,), tj. matice pfechodu z jedné
béaze do druhé ma zaporny determinant, pak M neni orientovatelna.

Priklad 1.1. Mobiuv list neni orientovatelny.

Definice 1.4. Bud M diferencovatelna varieta s orientaci o, dim M =n, U = U° soufadnicové okoli se
soufadnicemi (z'), ¢ : x(U) c R™ - U zobrazeni inverzni k soufadnicim. Bud dale forma w € Q™ (M)

a nosi¢ této formy suppw = {p € M|w(p) # 0} c U. Definujeme integral z formy w na variet& M

predpisem
f w_f w—g(i i)] ( *w) dl‘l dxn
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Pozndmka 1.4. Dle vyse uvedeného nezévisi |, u W na vybéru soufadnic na U.
Jak integrovat formy, jejichZ nosi¢ nelze pokryt jedinou mapou?

Definice 1.5. Bud M diferencovatelna varieta, {Uy }aer jeji oteviené pokryti. Indexova mnozina J
a soubor funkci fg e C* (M), B € J, tvoii rozklad jednotky podiizeny pokryti {Uy}aer pokud jsou
splnény néasledujici podminky:

1. (VB eJ)(Jae I)(supp fs c U, a soucasné je supp fz kompaktni)
2. (Vpe M)(AK, c J,#{Kp} <+0)(3U =U"®, peU)(VBe J~NK,)(supp fs nU =)
3. (VBeJ)(Vpe M)(fs(p)>0)
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4. (Vpe M)(Xpes f5(P) = Lpex, f5(p) = 1)

Véta 1.1. Ke kazdému otevienému pokryti {U, }aer variety M existuje jemu podfizeny rozklad jed-
notky. (Pfi¢emZ neni urcen jednoznacné.)

Diikaz. Bez dikazu. K platnosti véty potFebujeme parakompaktnost v definici variety. m

Definice 1.6. Bud M diferencovatelna varieta s orientaci o, dim M = n a w € Q"(M). Definujeme
integral z n-formy w na varieté M predpisem
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kde {fs}ges je rozklad jednotky podiizeny néjakému atlasu {U,, (z%,) }aer-

Pozndmka 1.5. [, w nezavisi na vybéru {Uq }aer-

Diikaz. Spoletné zjemnéni {U, N ﬁg}ae[ gei @ Jemu podifzeny rozklad jednotky. m



