Kapitola 1

Diferencovatelné variety

Geometrickymi vlastnostmi matematickych struktur se v principu zabyvaji dvé oblasti matematiky:

e Algebraicka geometrie zkoumé atvary v daném prostoru (R”,C", CP", ...) zadané jako mno-
Zina FeSeni (systémi) polynomialnich rovnic, tzv. algebraické variety (angl. variety), které mohou
obsahovat riizné typy singularit, viz napt. -y =0 v R?[x,y]. Jedna se o velice abstraktni oblast
matematiky.

e Diferencialni geometrie, neboli globalni analyza, zkouma topologické prostory, které jsou lo-
kalné ztotoznitelné s R™, ze kterého se na né prenasi pojmy znamé z analyzy. Podstatné jsou
vnitini vlastnosti a jejich popis v riiznych soufadnicich, nikoliv zpisob vnofeni do néjakého vek-
torového & afinniho prostoru. Zakladnim pojmem je tzv. diferencovatelna (neboli hladka) varieta
(angl. manifold).

V tomto skriptu se budeme vénovat zékladnim pojmtm druhé jmenované. Nejprve uvedme péar definic:

Definice 1.1. Topologicky prostor (M,7) je Hausdorffiv < (Vz,y € M,z # y)(3U = U°,z € U)
AV =Vo,y e V)(UNV = ).

Definice 1.2. Necht jsou {U, }aer € 7, {V3} ges € T dvE oteviena pokryti topologického prostoru (M, ),
ti. Uner Ua = M = Uges Vs, pak {Vs}ges je zjemnénim {U, }aer = (VB e J)(3a e 1) (Vs cUy,).

Definice 1.3. Oteviené pokryti {U, }aer topologického prostoru (M,7) je lokdln& koneéné <
(Vze M) 3T c I, #{J} <+o0)(Vae I\ J)({z} nU, = @).

Definice 1.4. Topologicky prostor (M, T) je parakompaktni < pro kazdé pokryti {U, }aer existuje
lokalné konecné zjemnéni.
Definice 1.5. Necht (M, 1) je topologicky prostor, U = U° ¢ M, V = V° c R™. Pak homeomorfizmus

@ :U — V nazyvame mapa ¢i lokalni souradnice na M. U nazyvame souradnicové okoli v M.

Definice 1.6. Oteviené pokryti {U, }aer topologického prostoru (M, 1) vybavené mapami ¢, : Uy —
va(Uy) nazyvame atlas na M a n nazyvame dimenzi atlasu. Atlas obvykle znaéime {(Uy, 00 ) }aer-
(Pfipomenme, Ze ¢q(Uy) = (pa(Uy))° c R™)

Pozndmka 1.1. Klademe dim M =n (n viz pfedchozi definice).

Pozndmka 1.2. C¥ oznatuje analytické funkce (tj. jejichz Tayloriv rozvoj konverguje v kazdém bods).
Standardné budeme uvazovat C'*°, tj. funkce libovolnékrat diferencovatelné.
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Definice 1.7. Bud k € N, popt. k € {co,w}. Atlas {(Un,¥a)}aer na M je t¥idy C* < (Va,B €I :
Ua nUps # @) je zobrazeni Tap = @50 05! : pa(Usa NUg) c R™ = p5(Uy nUg) c R™ t¥idy CF a zéroveii
zobrazeni inverzni je t¥idy C*.

Definice 1.8. Zobrazeni 7,43 z pfedchozi definice nazyvadme prechodova funkce.

Definice 1.9. Mapa (U, ¢) je C*-kompatibilni s atlasem {(Un,¢a)}acr < (Va eI :UNU, # @)
(a0t o(UnU,) = pa(UnUy,) je tiidy C* a soucasné ¢ o ol je titdy C¥, tj. v o ¢ ! je
difeomorfizmus tiidy C*).

Definice 1.10. Atlas {(Uy,¥a) }acr t¥idy C* na M je maximalni < obsahuje viechny mapy s nim
C*-kompatibilni. Maximalni atlas tfidy C* na M nazyvame diferencovatelna ¢ hladka struktura
na M.

Definice 1.11. Topologicky Hausdorffav parakompaktni prostor (M,7) vybaveny diferencovatelnou
strukturou nazyvame diferencovatelna varieta (neboli hladka varieta).

Pozndmka 1.3. Misto parakompaktnosti se ¢asto zad4 silngjsi podminka, a to aby byl prostor (M, 1)
lokalné kompaktni (tj. kazdy bod p ma kompaktni okoli, tj. kompaktni mnozinu obsahujici otevienou
mnozinu obsahujici p) se spo€etnou bazi topologie (tj. (I{Uq }aer : Us = U, I je spocetnd)(VV e 1)
(3T cI)(V =Uqpes Ua)).

Diky lokdlnimu ztotoznéni topologického prostoru M s prostorem R™ pomoci atlasu jsme najednou
schopni na M napf. derivovat, zkoumat hladkost atd. VétSinou se setkdme s varietami pokrytymi
nejvyse spocetnym systémem map. Pak lze topologii 7 pFevést pomoci ¢ ! z R™ a nemusi byt za-
dana pfedem. Maximalita atlasu se vyzaduje za ti¢elem jednoznacénosti pojmu varieta. PTi praktickém
pocitani pouzijeme spiSe atlas s minimalnim poétem map.

Definice 1.12. Spojité zobrazeni ¢ dvou diferencovatelnych variet M a N (¢ : M - N) je hladké
(tj. tfidy C*°) < pro kazdou mapu (U,, ¢o) 2z atlasu M a pro kazdou mapu (Vs, 1) z atlasu N, kde
#(Us) nVs # @, je zobrazeni ¥ 0 ¢ o it 00 (Uy N ¢CH(V3)) € R™ - 1h5(¢p(Uy) N V) c R™ hladke,
kde m =dim M a n=dim N.

Definice 1.13. Hladkou bijekci ¢ : M — N takovou, Ze ¢~ ' je téz hladké, nazyvame difeomorfizmus
variet M a N.

Pozndamka 1.4. Difeomorfni variety povazujeme za ekvivalentni a pro praktické ucely je ztotoziujeme,
% 2 1
napt. S* ~ CP".

Casto diferencovatelné variety zadavame pomoci vazeb, tj. jako vzor F (_1)(y0) néjakého vybraného
bodu yo € R" pii zobrazeni F : R™" - R". Topologii na F1 () uvazujeme indukovanou z R™*"
(indukuje se tak lokalni kompaktnost, spocetna baze a to, Ze prostor je Hausdorffav), mapy pfenasime
pomoci véty o implicitni funkci. Jeji aplikaci dostdvame nésledujici vétu.

Véta 1.1. Bud F : R™" - R” tiidy C®, yo € R", FCU(yo) = {z € R™"|F(x) = yo} a necht
vz e FCU (o) plati rank dF(z) = dimR” = 7. Pak F(y) je diferencovatelnou varietou dimenze n
s mapami vytvorenymi s vyuZzitim véty o implicitni funkci.

Pozndmka 1.5. Pokud ¢, : U, - R?" = C", tak miiZe nastat situace, kdy jsou vZechny piechodové
funkce 7,5 : C" - C" na svém definiénim oboru holomorfni. Tim padem mé&me holomorfni atlas
definujici tzv. n-rozmérnou komplexni varietu. Kazda n-rozmérna komplexni varieta je 2n-rozmérnou
redlnou varietou, opacna implikace obecné neplati.

Pozndamka 1.6. Mame-li (M, 7,{(Uq,¥a)}acr)s (N,0,{(Vs,¥)}ges), dim M = m,dim N =n, dvé vari-
ety, pak lze na M x N piirozené zavést sou¢inovou topologii 7xo (oteviené mnoziny jsou koneéné pri-
niky a libovolna sjednoceni kartézskych souéini otevienych mnozin). S mapami xqag : UaxVs - R xR",
Xas(u,v) = (pa(u),s(v)), je pak takova mnozina M x N (m + n)-rozmérnou diferencovatelnou vari-
etou.



