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0.1 Exponenciálńı generuj́ıćı funkce

Definice 0.1.1. Necht’ z ∈ C, (an)∞n=0 je č́ıselná posloupnost. Řadou s exponenciálńı generuj́ıćı funkćı
(angl. exponential generating function, EGF) rozumı́me č́ıselnou řadu

n∑
k=0

an
n!

zn.

Součet této řady nazýváme (exponenciálńı) generuj́ıćı funkćı. Korespondenci posloupnosti koeficient̊u
řady a př́ıslušné exponenciálńı generujćı funkce f(z) zapisujeme jako

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ f(z).

Poznámka. Srovnáme-li definice ?? a 0.1.1, všimneme si určité inkonzistence v názvoslov́ı. Definice ??
udává název pro řadu, ale definice 0.1.1 hovoř́ı sṕı̌se o jej́ı generuj́ıćı funkci. Tento rozpor je dědictv́ım
přednášky, kde jsme ve skutečnosti žádné formálńı definice neměli a hovořili jsme o obyčejných generuj́ı-
ćıch funkćıch (angl. ordinary power series, OPS) a o exponenciálńıch generuj́ıćıch funkćıch, které jsme
označovali jako EGF. Zájemci o korektńı (a/nebo obvyklé) označeńı jej budou muset hledat v literatuře.

Př́ıklad.

(1)
∞
n=1

EGF−−−→ ez =

∞∑
n=0

zn

n!
.

0.1.1 Pravidla pro poč́ıtáńı s EGF

Jestliže

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ f(z), (bn)
∞
n=0

EGF−−−→ g(z),

tak potom lze odvodit následuj́ıćı vztahy:

1. Pro posunut́ı indexu o 1 plat́ı

(an+1)
∞
n=0

EGF−−−→ f ′(z) ,

protože

f ′(z) =

∞∑
n=1

an
n!

nzn−1 =

∞∑
n=1

an
(n− 1)!

zn−1 =

∞∑
n=0

an+1

n!
zn.

2. Pro násobeńı indexem plat́ı

(nan)
∞
n=0

EGF−−−→ zf ′(z) ,

protože

f ′(z) =

∞∑
n=1

an
n!

nzn−1 =
1

z

∞∑
n=0

(n · an)
n!

zn.

3. Pro násobeńı mocninou konstanty plat́ı zřejmě (stejně jako u OPS)

(cnan)
∞
n=0

EGF−−−→ f(cz) .

4. Zřejmě plat́ı

(an ± bn)
∞
n=0

EGF−−−→ f(z)± g(z) . (0.1.1)
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5. Podle vzorce pro násobeńı mocninných řad plat́ı(
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k

)∞

n=0

EGF−−−→ f(z)g(z) ,

protože

( ∞∑
n=0

an
n!

zn

)( ∞∑
n=0

bn
n!

zn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

ak
k!

bn−k

(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

1

n!


n∑

k=0

n!

k!(n− k)!︸ ︷︷ ︸
(nk)

akbn−k

 zn.

6. Speciálně pro volbu bn = 1 je g(z) = ez, a tak(
n∑

k=0

(
n

k

)
ak

)∞

n=0

EGF−−−→ ezf(z) . (0.1.2)

0.1.2 Jednoduchý př́ıklad

Poznámka. Je zřejmé, že použit́ı generuj́ıćıch funkćı je podmı́něno nenulovým poloměrem konvergence
př́ıslušných řad. Jak již bylo řečeno, v kombinatorických úlohách zpravidla hledáme posloupnost koefici-
ent̊u (an)

∞
n=0. Tuto posloupnost sice neznáme, ale v mnoha př́ıpadech jsme schopni ji nějakým zp̊usobem

odhadnout, takže můžeme zdola odhadnout i poloměr konvergence.
Kritériem rozhodováńı, zda pro řešeńı dané úlohy použ́ıt OPS či EGF, může být právě fakt, že EGF

připoušt́ı pomaleǰśı klesáńı posloupnosti an (o faktor n!) při zachováńı stejného poloměru konvergence.
Při rozhodováńı nám mnohdy pomůže též

”
typ“ úlohy - např́ıklad následuj́ıćı úloha vyb́ıźı k použit́ı EGF,

nebot’ jej́ı zadáńı v mnohém připomı́ná pravidlo (0.1.2).

Př́ıklad 0.1.2. Vypoč́ıtejte součet

Sn =

n∑
k=0

(
n

k

)
k2.

Vyjděme z posloupnosti (1)
∞
n=0 a použ́ıvejme postupně pravidla z části 0.1.1:

(1)
∞
n=0

EGF−−−→ ez,

(n · 1)∞n=0
EGF−−−→ zez,(

n2
)∞
n=0

= (n · n)∞n=0
EGF−−−→ z (ez + zez) =

(
z + z2

)
ez,

(Sn)
∞
n=0 =

(
n∑

k=0

(
n

k

)
k2

)∞

n=0

EGF−−−→
(
z + z2

)
e2z.

Podle posledńıho řádku plat́ı
∞∑

n=0

Sn

n!
zn =

(
z + z2

)
e2z.

Najdeme-li tedy rozvoj funkce
(
z + z2

)
e2z do mocninné řady, budeme schopni vyjádřit koeficienty Sn.

Rozvoj sestroj́ıme šikovně, nebot’ nám postač́ı znalost rozvoje ez, který vynásob́ıme polynomem
(
z + z2

)
,

takže výsledek bude stále mocninná řada.

(
z + z2

)
e2z =

(
z + z2

) ∞∑
n=0

1

n!
(2z)

n
=

∞∑
n=0

2n

n!
zn+1 +

∞∑
n=0

2n

n!
zn+2 = z +

∞∑
n=2

2n−1

(n− 1)!
zn︸ ︷︷ ︸∑∞

n=1
2n−1

(n−1)!
zn

+

∞∑
n=2

2n−2

(n− 2)!
zn.
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Z uvedeného vztahu je už vidět, že S1 = 1 a

Sn

n!
=

2n−1

(n− 1)!
+

2n−2

(n− 2)!
,

Sn = n2n−1 + n(n− 1)2n−2.

0.1.3 Bernoulliova č́ısla

Definice 0.1.3. Bernoulliovými č́ısly rozumı́me posloupnost (Bn)
∞
n=0, pro niž plat́ı

(Bn)
∞
n=0

EGF−−−→ z

ez − 1
.

Poznámka 0.1.4. Zabývejme se korektnost́ı definice Bn, tj. je-li možné psát funkci f(z) = z
ez−1 jako součet

mocninné řady. Nejprve se pod́ıvejme na kořeny jmenovatele. Jestliže vyjádř́ıme z jako z = iφ, můžeme
řešit rovnici

eiφ = 1, tj.

cosφ+ i sinφ = 1,

která má řešeńı φ = 2kπ, neboli z = 2kπi, kde k ∈ Z. V bodě z0 = 0 (k = 0) plat́ı

lim
z→z0

z

ez − 1
= 1,

a v tomto bodě je tedy odstranitelná nespojitost funkce f . Pro k ∈ Z\ {0} a z0 = 2kπi však plat́ı

lim
z→z0

z

ez − 1
= ∞,

přičemž nejbĺıže nule jsou body ±2πi. Jiné singulárńı body funkce f nemá. To znamená, že je holomorfńı
na kruhu se středem v bodě 0 a s poloměrem 2π a jej́ı Laurent̊uv rozvoj v bodě 0 má tedy jen regulárńı
část - je to př́ımo Taylor̊uv rozvoj. Proto lze skutečně funkci z

ez−1 rozvinout do mocninné řady (v bodě
0) a poloměr konvergence této řady je 2π (nebot’ to je vzdálenost k nejbližš́ımu singulárńımu bodu).

V následuj́ıćım se budeme snažit naj́ıt hodnoty Bn. Podle definice po vynásobeńı (ez − 1) plat́ı1

z =

∞∑
n=0

Bn

n!
zn ·

∞∑
n=1

1

n!
zn︸ ︷︷ ︸

ez−1

.

Po úpravě dostaneme

1 =

∞∑
n=0

Bn

n!
zn

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
zn.

Podle vzorce pro součin mocninných řad můžeme dále upravit na

1 =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Bk

k!

1

(n− k + 1)!

)
zn =

∞∑
n=0

cnz
n,

ale to neńı nic jiného než rozvoj
”
funkce“ g(z) = 1 do mocninné řady. Protože koeficienty rozvoje jsou

jednoznačné, plat́ı

c0 = B0 = 1,

cn =

n∑
k=0

Bk

k!

1

(n− k + 1)!
= 0, n ∈ N.

1Od tohoto okamžiku jsme se zbavili odstranitelné nespojitosti funkce f(z) = z
ez−1

v bodě 0. Pokud v bodě 0 dodefinu-

jeme funkci f jej́ı limitou, tj. č́ıslem 1, tak je koeficient B0 v rozvoji funkce f do mocninné řady roven jedné, nebot’ to je
právě funkčńı hodnota v bodě 0. Jak uvid́ıme, po odstraněńı zlomku k tomuto výsledku dojdeme i jinak.
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Po vynásobeńı posledńı rovnosti č́ıslem n! přejde tato rovnost na elegantněǰśı tvar

n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0.

S pomoćı tohoto vztahu jsme schopni rekurzivně vypoč́ıtat prvky posloupnosti (Bn):

• B1 = − 1
2 zjist́ıme ze vztahu

(
2
0

)
B0 +

(
2
1

)
B1 = 0,

• B2 = 1
6 vypoč́ıtáme z rovnosti

(
3
0

)
B0 +

(
3
1

)
B1 +

(
3
2

)
B2 = 0,

a takto můžeme pokračovat. Prvńıch 16 člen̊u posloupnosti (Bn) má následuj́ıćı hodnoty:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
Bn 1 − 1

2
1
6 0 − 1

30 0 1
42 0

8 9 10 11 12 13 14 15 16
− 1

30 0 5
66 0 − 691

2730 0 7
6 0 − 3617

510

Hodnoty Bn se měńı na prvńı pohled chaoticky a explicitńı vyjádřeńı člen̊u posloupnosti Bn nevypadá
jednoduše. My se o něj ani pokoušet nebudeme. Podle hodnot v tabulce však můžeme předpokládat, že

B2n+1 = 0 pro n ≥ 1.

To je z definice Bn ekvivalentńı vztahu

z

ez − 1
= 1− 1

2
z + sudé mocniny z.

Abychom jej dokázali, stač́ı ukázat, že funkce f(z) = z
ez−1 +

1
2z je sudá. To skutečně plat́ı, můžeme ověřit

rovnost f(z) = f(−z) nebo provést úpravu f(z) na tvar

z

ez − 1
+

z

2
= z

2 + ez − 1

2(ez − 1)
=

z

2

ez + 1

ez − 1
=

z

2

e
z
2 + e−

z
2

e
z
2 − e−

z
2
=

z

2
coth

(z
2

)
,

z nejž je již sudost funkce f zřejmá.

Věta 0.1.5. (Bernoulli)
Necht’ m ∈ N. Potom plat́ı

n−1∑
k=0

km =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1

i

)
Bin

m−i+1.

Př́ıklad. Pro m = 2 máme známý vzoreček

n∑
k=0

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1), tj.

n−1∑
k=0

k2 =
1

6
(n− 1)n(2n− 1)

a podle Bernoulliovy věty vycháźı

n−1∑
k=0

k2 =
1

3

B0n
3 + 3 B1︸︷︷︸

− 1
2

n2 + 3 B2︸︷︷︸
1
6

n

 =
1

3
n

(
n2 − 3

2
n+

1

2

)
=

1

6
n
(
2n2 − 3n+ 1

)
=

1

6
n(n−1)(2n−1).
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D̊ukaz. Definujeme

Sn(m) :=

n−1∑
k=0

km

a hledáme tedy hodnotu Sn(m). Uvažujme posloupnost (Sn(m))
∞
m=0 pro index m (!!) jako posloupnost

koeficient̊u řady s EGF. Postupně upravujeme:

(Sn(m))
∞
m=0

EGF−−−→
∞∑

m=0

Sn(m)

m!
zm =

∞∑
m=0

1

m!

(
n−1∑
k=0

km

)
zm =

n−1∑
k=0

∞∑
m=0

(kz)
m

m!︸ ︷︷ ︸
ekz

=,

... napravo máme konečnou geometrickou řadu, kterou můžeme seč́ıst ...

= e0 + ez + e2z + ...+ e(n−1)z =
enz − 1

ez − 1
=

z

ez − 1
· e

nz − 1

z
=

=

( ∞∑
k=0

Bk

k!
zk

)
·

( ∞∑
i=1

(nz)
i

i!

)
︸ ︷︷ ︸

enz−1

1

z
=

... zkrát́ıme a posuneme indexy ...

=

( ∞∑
k=0

Bk

k!
zk

)( ∞∑
i=0

ni+1zi

(i+ 1)!

)
=

... použijeme vzorec pro násobeńı mocninných řad, přičemž vněǰśı sč́ıtaćı index zvoĺıme jako m ...

=

∞∑
m=0

 m∑
j=0

Bj

j!

nm−j+1

(m− j + 1)!

 zm =

... nakonec vynásob́ıme 1 = (m+1)!
m!(m+1) a dostaneme ...

=
∞∑

m=0

1

m!

 1

m+ 1

m∑
j=0

(
m+ 1

j

)
Bjn

m−j+1


︸ ︷︷ ︸

Sn(m)

zm.

Na konci máme opět mocninnou řadu s EGF a v závorce tak vystupuje právě koeficient Sn(m). Plat́ı
tedy

n−1∑
k=0

km = Sn(m) =
1

m+ 1

m∑
j=0

(
m+ 1

j

)
Bjn

m−j+1.

Odhady Bernoulliových č́ısel

Jak jsme si řekli, řada
∑∞

n=0
Bn

n! z
n má poloměr konvergence ρ = 2π. Podle vzorce z matematické analýzy

na výpočet ρ máme tedy

2π =
1

lim sup
n→∞

n

√∣∣Bn

n!

∣∣ ,
lim sup
n→∞

n

√∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ =
1

2π
.
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S pomoćı obou vlastnost́ı limes superior2 můžeme odhadnout absolutńı hodnotu Bn shora i zdola:

1. Pro každé ε > 0 plat́ı od jistého n0 poč́ınaje

n

√∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
+ ε,

|Bn| ≤
(

1

2π
+ ε

)n

· n!.

2. Pro každé ε > 0 plat́ı pro nekonečně mnoho n odhad

|Bn| ≥
(

1

2π
− ε

)n

· n!.

Ukážeme, že vhodným postupem lze zjistit nejen odhad shora a zdola, ale že lze pro každé Bn nalézt i
jeho přibližnou hodnotu, tj. č́ıslo, které se mu bĺıž́ı. Nejprve připomeňme, že funkce komplexńı proměnné
f(z) má v singulárńım bodě z0 pól p-tého stupně, právě když pro koeficienty jej́ıho Laurentova rozvoje v
bodě z0 plat́ı a−p ̸= 0 a an = 0 pro n < −p. To je ekvivalentńı s existenćı konečné limity

lim
z→z0

f(z) · (z − z0)
p ∈ C\ {0} .

Konkrétně stupeň pól̊u funkce f(z) = z
ez−1 v bodech ±2πi je 1, protože pomoćı l’Hospitalova pravidla

vypoč́ıtáme

lim
z→2πi

z

ez − 1
(z − 2πi) = lim

z→2πi

z2 − 2πiz

ez − 1
= lim

z→2πi

2z − 2πi

ez
= 2πi = a−1 = Rez2πi f.

Analogicky pro z → −2πi vyjde limita a−1 = −2πi. Má-li však (nějaká) funkce f v bodě z0 pól stupně
1, jej́ı Laurent̊uv rozvoj v tomto bodě má tvar

f(z) =
a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + ...,

takže funkce f(z)− a−1

z−z0
má rozvoj

f(z)− a−1

z − z0
= a0 + a1 (z − z0) + ...

a je tedy holomorfńı v bodě z0. Z toho plyne, že funkce

g(z) :=
z

ez − 1
−

(
2πi

z − 2πi
+

−2πi

z + 2πi

)
︸ ︷︷ ︸

−1. členy rozvoje v bodech ±2πi

je holomorfńı v bodech ±2πi a t́ım pádem je holomorfńı na kruhu se středem v nule o poloměru 4π, nebot’
daľśı singulárńı body funkce z

ez−1 jsou ±4πi. Jej́ı Laurent̊uv rozvoj v bodě 0 je rozvojem do mocninné
řady s poloměrem konvergence 4π.

2Připomenut́ı pojmů z matematické analýzy: A ∈ R ∪ {±∞} je hromadná hodnota reálné posloupnosti (An), právě když
existuje z ńı vybraná posloupnost taková, že limn→∞ Akn = A. Každá č́ıselná posloupnost má hromadnou hodnotu. Množina
hromadných hodnot posloupnosti má nejmenš́ı a největš́ı prvek. Limes superior je největš́ı hromadná hodnota posloupnosti.

Z těchto definic a tvrzeńı plynou dvě vlastnosti limes superior. lim supn→∞ An = A, právě když:

1. Pro každé ε je jen konečně mnoho prvk̊u větš́ıch než A+ ε, tj. (∀ε > 0) (∃n0) (∀n > n0) (An < A+ ε).

2. Pro každé ε existuje nekonečně mnoho prvk̊u větš́ıch než A− ε, tj. (∀ε > 0) (∃∞n) (An > A− ε).
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Tato skutečnost nám umožńı źıskat přibližné hodnoty Bernoulliových č́ısel. Nejprve uprav́ıme

g(z) =
z

ez − 1
− 2πi

2πi+ 2πi

z2 + 4π2
=

z

ez − 1
+

8π2

z2 + 4π2
=

z

ez − 1
+ 2

1

1 + z2

4π2

,

takže posledńı zlomek je ve tvaru součtu geometrické řady s kvocientem − z2

4π2 . Celou funkci g(z) nyńı
snadno rozvineme do řady, přičemž ještě využijeme, že liché členy posloupnosti Bn poč́ınaje B3 jsou rovny
nule.

g(z) = −1

2
z︸︷︷︸

B1
1! z1

+

∞∑
n=0

B2n

(2n)!
z2n + 2

∞∑
n=0

(−1)
n

(4π2)
n z

2n = −1

2
z +

∞∑
n=0

(
B2n

(2n)!
+ 2

(−1)
n

(4π2)
n

)
︸ ︷︷ ︸

a2n

z2n.

Tato řada má poloměr konvergence ρ = 4π. Nyńı odhadneme Bn zcela stejným postupem, jako jsme
to již jednou udělali. Plat́ı

1

4π
= lim sup

n→∞

n
√
|an| = lim sup

n→∞

2n
√
|a2n| = lim sup

n→∞

2n

√∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)
n

(4π2)
n

∣∣∣∣.
Využijeme jen prvńı vlastnosti limes superior, tj. že pro každé ε > 0 plat́ı od jistého n0 poč́ınaje

2n

√∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)
n

(4π2)
n

∣∣∣∣ ≤ 1

4π
+ ε,∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)
n

(4π2)
n

∣∣∣∣ ≤
(

1

4π
+ ε

)2n

.

Posledńı vztah vlastně odhaduje vzdálenost č́ısla B2n

(2n)! od č́ısla −2 (−1)n

(4π2)n . Proto můžeme napsat

B2n

(2n)!
= −2

(−1)
n

(4π2)
n +O

((
1

4π
+ ε

)2n
)

a definovat posloupnost C2n jako posloupnost přibližných hodnot B2n vztahem

C2n = −2 (2n)!
(−1)

n

(4π2)
n .

Následuj́ıćı tabulka udává srovnáńı skutečných hodnot Bn a jejich odhad̊u:

2n 2 4 6 8 10 12 14 16
B2n

1
6 − 1

30
1
42 − 1

30
5
66 − 691

2730
7
6 − 3617

510

B2n ≈ 0.166̄ −0.0333̄ 0.0238 −0.03333̄ 0.07575 −0.25311 1.166666̄ −7.092156
C2n ≈ 0.10132 −0.03079 0.0234 −0.03319 0.07568 −0.25305 1.166595 −7.092048

Poznámka. Posloupnost C2n pro n → ∞ nekonverguje k B2n, pro daľśı členy by už rozd́ıly mezi B2n a
C2n rostly. To neńı překvapeńım, protože odhad rozd́ılu je

(2n)!O

((
1

4π
+ ε

)2n
)

n→∞−−−−→ +∞.

Pokud bychom chtěli źıskat přesněǰśı odhady B2n, mohli bychom odečteńım potřebných člen̊u vyrobit
funkci, kterou lze rozvinout do mocninné řady s poloměrem konvergence 2kπ > 4π.
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0.1.4 Invertovaćı formule

Věta 0.1.6. Necht’ (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 jsou dvě posloupnosti, necht’ ∀n ∈ N\ {0} je

an =

n∑
k=0

(
n

k

)
bk.

Potom

bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
ak (−1)

n−k
.

Poznámka. Je zřejmé, proč se tato věta nazývá invertovaćı formule. Udává totiž vyjádřeńı člen̊u bn
pomoćı an při znalosti vyjádřeńı an pomoćı bn. Podobných invertovaćıch formuĺı je v́ıce.

D̊ukaz. Dokázat tuto větu s použit́ım EGF je snadné. Uvažujme následuj́ıćı EGF:

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ A(z),

(bn)
∞
n=0

EGF−−−→ B(z).

Podle pravidla (0.1.2) plat́ı 
n∑

k=0

(
n

k

)
bk︸ ︷︷ ︸

an

 EGF−−−→ ezB(z).

Dostáváme tedy vztah A(z) = ezB(z). Zpětně vyjádř́ıme B(z) = e−zA(z) a provedeme rozvoj funkce e−z

do mocninné řady. Dojdeme tak k rovnosti

∞∑
n=0

(−1)
n

n!
zn ·

∞∑
n=0

an
n!

zn = e−zA(z) = B(z) =

∞∑
n=0

bn
n!

zn.

Vynásob́ıme řady podle součinového vzorce a źıskáme

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

ak
k!

(−1)
n−k

(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

bn
n!

zn.

Porovnáńım koeficient̊u potom dostaneme

n∑
k=0

ak
k!

(−1)
n−k

(n− k)!
=

bn
n!

,

n∑
k=0

(
n

k

)
ak (−1)

n−k
= bn.

Použit́ı invertovaćı formule

Označme dn počet permutaćı π na množině {1, 2, ..., n}, které nemaj́ı pevný bod, tj. plat́ı pro ně

(∀k ∈ n̂) (π(k) ̸= k) .

Plat́ı

• d1 = 0,
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• d2 = 1 (pouze permutace 2, 1),

• d3 = 2 (permutace 2, 3, 1 a 3, 1, 2).

Snadno se odvod́ı následuj́ıćı rekurentńı vztah.

n! = dn + n · dn−1 +

(
n

2

)
dn−2 + ...+

(
n

k

)
dn−k + ...+

(
n

n− 2

)
d2 +

(
n

n− 1

)
d1 + 1.

Všechny permutace množiny n̂ lze totiž rozdělit na permutace bez pevného bodu (těch je dn), permutace
s jedńım pevným bodem (těch je n · dn), permutace s dvěma pevnými body atd. Obecně permutaćı s k
pevnými body je

(
n
k

)
dn−k, protože pevné body lze vybrat

(
n
k

)
zp̊usoby a zbytek je permutace n− k č́ısel

bez pevného bodu, kterou lze vybrat dn−k zp̊usoby). S použit́ım rovnosti(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
a s dodefinováńım d0 := 1 lze tento vztah upravit na

n! =

(
n

n

)
dn +

(
n

n− 1

)
dn−1 + ...+

(
n

1

)
d1 +

(
n

0

)
d0 =

n∑
k=0

(
n

k

)
dk.

Potom můžeme aplikovat invertovaćı formuli, takže lze postupně upravovat:

dn =

n∑
k=0

(
n

k

)
k! (−1)

n−k
= n!

n∑
k=0

1

(n− k)!
(−1)

n−k
= n!

n∑
k=0

1

k!
(−1)

k
=

... využijeme
∑∞

k=0
1
k! (−1)

k
= e−1 a přeṕı̌seme na ...

= n!

e−1 −
∞∑

k=n+1

(−1)
k

k!︸ ︷︷ ︸
R

 .

Nyńı aplikujeme Leibnizovo kritérium, které ř́ıká, že zbytek R po alternuj́ıćı řadě je v absolutńı hodnotě
menš́ı nebo roven než prvńı zanedbaný člen, v našem př́ıpadě 1

(n+1)! . Plat́ı tedy

dn = n!e−1 − n!R,

kde n! |R| ≤ 1
n+1 < 1

2 pro n ≥ 2. Lze tedy napsat, že dn = n!e−1 − ε, kde |ε| < 1
2 , neboli ε ∈ (− 1

2 ,
1
2 ).

Dále uprav́ıme na n!e−1 = dn + ε, a tedy

n!e−1 +
1

2
= dn + ε̃,

kde ε̃ ∈ (0, 1). Protože dn ∈ N, tak pokud vezmeme celou část levé i pravé strany této rovnosti, dostaneme
explicitńı vyjádřeńı pro dn: [

n!

e
+

1

2

]
= [dn + ε̃] = dn.

0.1.5 Stirlingova č́ısla

Definice 0.1.7. Necht’ n ≥ k ≥ 1. Stirlingovo č́ıslo (druhého druhu){
n

k

}
definujeme jako počet rozklad̊u množiny n̂ na k neprázdných podmnožin.
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Př́ıklad. {
4

2

}
= 7,

protože rozklady množiny {1, 2, 3, 4} na dvě neprázdné podmnožiny mohou být 1 234 , 2 134 , 3 124 ,

4 123 , 12 34 , 13 24 , 14 23 .

Poznámka 0.1.8. Zřejmě
{
n
1

}
= 1,

{
n
n

}
= 1. Dále

• {
n

2

}
=

2n − 2

2
= 2n − 1,

protože když množinu n̂ rozdělujeme na dvě neprázdné podmnožiny, tak z ńı vybereme libovolnou
podmnožinu kromě ∅ a n̂ (a takových podmnožin je 2n − 2). Druhou podmnožinu pak tvoř́ı zbytek.
Výsledný počet děĺıme dvěma, nebot’ na pořad́ı podmnožin (která je ta prvńı a která ta druhá)
nezálež́ı.

• {
n

n− 1

}
=

(
n

2

)
,

protože počet rozklad̊u n̂ na n − 1 neprázdných podmnožin odpov́ıdá počtu dvouprvkových pod-
množin n̂ (právě jedna podmnožina v rozkladu má totiž dva prvky).

Poznámka 0.1.9. Je zřejmé, že v rozkladu množiny n̂ plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

• Bud’ prvek n tvoř́ı jednoprvkovou podmnožinu,

• nebo prvek n patř́ı do nějaké v́ıceprvkové podmnožiny množiny n̂.

Podle této úvahy lze sestavit následuj́ıćı rekurentńı vztah:{
n

k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
. (0.1.3)

{
n−1
k−1

}
je totiž počet rozklad̊u, kde n je

”
zvlášt’“ v jednoprvkové množině a k

{
n−1
k

}
je počet rozklad̊u,

kdy n
”
přihod́ıme“ do jedné z k neprázdných podmnožin z rozkladu n̂− 1, takže vznikne v́ıceprvková

podmnožina.
Vzpomeňme si na obdobný vztah, který plat́ı pro kombinačńı č́ısla:(

n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
.

Definice 0.1.10. Pro n, k ∈ Z rozšǐrujeme definici Stirlingova č́ısla takto:

{
n

k

}
=


0 pro n < k nebo k < 0,

0 pro k = 0 a n ̸= 0,

1 pro n = k = 0.

V tom př́ıpadě plat́ı vztah (0.1.3) pro každé n, k ∈ Z kromě n = k = 0.

Nyńı najdeme explicitńı vyjádřeńı Stirlingova č́ısla. Necht’ k ≥ 0. Potom definujeme mocninnou řadu

Bk(x) =
∑
n∈Z

{
n

k

}
xn

a naš́ım ćılem tedy opět bude naj́ıt jej́ı koeficienty. Podotkněme, že
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1. Bk je skutečně mocninná řada, protože podle rozš́ı̌rené definice Stirlingových č́ısel plat́ı
∑

n∈Z
{
n
k

}
xn =∑∞

n=k

{
n
k

}
xn. Rozsah sč́ıtaćıho indexu n ∈ Z však bude velmi šikovný při manipulaci se sumami.

2. Opět podle definice 0.1.10 plat́ı B0(x) = 1.

Nyńı použijeme rovnost (0.1.3) a dosad́ıme do definice Bk. Přitom s výhodou využ́ıváme rozsah indexu
n ∈ Z.

Bk(x) = x
∑
n∈Z

{
n− 1

k − 1

}
xn−1 + kx

∑
n∈Z

{
n− 1

k

}
xn−1 = xBk−1(x) + kxBk(x).

Z toho vyjádř́ıme

Bk(x) =
x

1− kx
Bk−1(x)

a postupným dosazováńım Bk−1(x), Bk−2(x),... dostaneme

Bk(x) =
x

1− kx
· x

1− (k − 1)x
· x

1− (k − 2)x
· · · x

1− 2x

x

1− x
· 1︸︷︷︸
B0(x)

. =
xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
.

Jestliže tuto (generuj́ıćı) funkci rozvineme do mocninné řady, tak koeficient u xn bude d́ıky jednoznačnosti
rozvoje právě

{
n
k

}
. Abychom byli schopni rozvoj provést, rozlož́ıme nejprve funkci Bk(x)/x

k na parciálńı
zlomky. Obecně má tento rozklad tvar

1

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
=

α1

1− x
+

α2

1− 2x
+ ...+

αk

1− kx
. (0.1.4)

Nyńı je třeba nalézt koeficienty αj . Zvolme si konkrétńı j ∈ k̂. Rovnost (0.1.4) vynásob́ıme výrazem
(1− jx) a poté dosad́ıme x = 1

j . Dostaneme

1

(1− x)(1− 2x) · · · (1− (j − 1)x)(1− (j + 1)x) · · · (1− kx)

∣∣∣∣
x= 1

j

= αj ,

1(
1− 1

j

)(
1− 2

j

)
· · ·
(
1− j−1

j

)(
1− j+1

j

)
· · ·
(
1− k

j

) = αj .

Pokud nyńı rozš́ı̌ŕıme zlomek nalevo výrazem jk−1 tak, že každou závorku ve jmenovateli vynásob́ıme j,
dostaneme

jk−1

(j − 1)(j − 2) · · · 2 · 1︸ ︷︷ ︸
(j−1)!

· (−1) · (−2) · · · (j − k)︸ ︷︷ ︸
(k−j)!(−1)k−j

=
jk (−1)

k−j

j! (k − j)!
= αj .

Koeficienty αj jsme tedy źıskali. Rozvoje jednotlivých zlomk̊u 1
1−jx jsou přitom snadné, jedná se totiž o

součty geometrických řad s kvocienty jx. Celý rozvoj Bk(x) tedy je

Bk(x) = xk
k∑

j=1

αj

∞∑
n=0

(jx)
n
.

Nyńı zaměńıme pořad́ı sum, dosad́ıme hodnoty αj a dostaneme

Bk(x) =

∞∑
n=0

k∑
j=1

jk (−1)
k−j

j! (k − j)!
jnxn+k.

Koeficient u xn je tedy{
n

k

}
=

k∑
j=1

jk (−1)
k−j

j! (k − j)!
jn−k =

k∑
j=1

jn (−1)
k−j

j! (k − j)!
=

k∑
j=0

jn (−1)
k−j

j! (k − j)!
.
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Poznámka. Explicitńı vzorec pro
{
n
k

}
byl odvozen za použit́ı rozš́ı̌rené definice 0.1.10, a proto tuto definici

splňuje. Jen pro zaj́ımavost tak např́ıklad v́ıme, že{
13

19

}
= 0 =

19∑
j=1

j13 (−1)
19−j

j! (19− j)!
.

0.1.6 Bellova č́ısla

Definice 0.1.11. Pro n ∈ N0 definujeme Bellovo č́ıslo bn jako

bn :=
∑
k≥0

{
n

k

}
.

Poznámka. Plat́ı b0 = 1 a pro n > 0 je

bn :=
∑
k≥1

{
n

k

}
rovno počtu r̊uzných relaćı ekvivalence, které mohou existovat na n-prvkové množině. To je zřejmé,
protože každá ekvivalence rozděluje n-prvkovou množinu na tř́ıdy ekvivalence, tj. na nějaký počet (k)
neprázdných podmnožin.

Př́ıklad 0.1.12. Počet r̊uzných ekvivalenćı na 4-prvkové množině je 15. Podle poznámky 0.1.8 umı́me totiž
vypoč́ıtat

b4 =

{
4

1

}
+

{
4

2

}
+

{
4

3

}
+

{
4

4

}
= 1 + 7 + 6 + 1 = 15.

Pod́ıvejme se, jak dokážeme vyjádřit bn po dosazeńı explicitńıho vzorce pro
{
n
k

}
. Plat́ı

bn =
∑
k≥0

{
n

k

}
=

∞∑
k=0

{
n

k

}
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

jn

j!︸︷︷︸
aj

· (−1)
k−j

(k − j)!︸ ︷︷ ︸
bk−j

=

... použijeme pravidlo pro součin mocninných řad ...

=

 ∞∑
j=1

jn

j!

( ∞∑
l=0

(−1)
l

l!

)
=

1

e

∞∑
j=1

jn

j!
=

1

e

∞∑
j=0

jn

j!
= bn.

Tento tvar bn se nám bude hodit v následuj́ıćı větě.

Věta 0.1.13. Označme

B(z) :=

∞∑
n=0

bn
n!

zn.

Potom plat́ı
B(z) = ee

z−1,

tj.

(bn)
∞
n=0

EGF−−−→ B(z) = ee
z−1.

D̊ukaz. Do definice B(z) dosad́ıme právě vypoč́ıtanou hodnotu bn a upravujeme.

B(z) =

∞∑
n=0

bn
n!

zn =
1

e

∞∑
n=0

1

n!

∞∑
j=0

jn

j!
zn︸ ︷︷ ︸

(∗)

=
1

e

∞∑
j=0

1

j!

∞∑
n=0

jn

n!
zn =
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=
1

e

∞∑
j=0

1

j!

∞∑
n=0

(jz)
n

n!︸ ︷︷ ︸
ejz

=
1

e

∞∑
j=0

1

j!
(ez)

j
=

1

e
ee

z

= ee
z−1.

Poznamenejme, že výsledek je konečné č́ıslo. To spolu s konečnost́ı sumy (∗) ospravedlňuje záměnu sum
v prvńım řádku.

Pomoćı předchoźı věty odvod́ıme rekurentńı vztah pro výpočet bn. Vyjdeme ze vztahu

ee
z−1 =

∞∑
n=0

bn
n!

zn,

který zlogaritmujeme a následně zderivujeme:

ez − 1 = ln

∞∑
n=0

bn
n!

zn,

ez =

∞∑
n=1

bn
(n−1)!z

n−1

∞∑
n=0

bn
n! z

n

.

Nyńı vyjádř́ıme ez =
∑∞

n=0
zn

n! a vynásob́ıme jmenovatelem:( ∞∑
n=0

bn
n!

zn

)( ∞∑
n=0

1

n!
zn

)
=

∞∑
n=0

bn+1

n!
zn.

Použijeme vzorec pro násobeńı mocninných řad:

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

bk
k!

· 1

(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

bn+1

n!
zn.

Nakonec porovnáme koeficienty u obou mocninných řad. Plat́ı tedy

bn+1

n!
=

n∑
k=0

bk
k!

· 1

(n− k)!
,

bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
bk.

Př́ıklad.

b0 = 1

b1 =

(
0

0

)
· b0 = 1 · 1 = 1

b2 =

(
1

0

)
· b0 +

(
1

1

)
· b1 = 1 · 1 + 1 · 1 = 2

b3 =

(
2

0

)
· b0 +

(
2

1

)
· b1 +

(
2

2

)
· b2 = 1 · 1 + 2 · 1 + 1 · 2 = 5

b4 =

(
3

0

)
· b0 +

(
3

1

)
· b1 +

(
3

2

)
· b2 +

(
3

3

)
· b3 = 1 · 1 + 3 · 1 + 3 · 2 + 1 · 5 = 15.

Č́ıslo b4 jsme již vypoč́ıtali z definice pomoćı Stirlingových č́ısel v př́ıkladu 0.1.12.
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Poznámka 0.1.14. Vı́me, že bn je počet ekvivalenćı na množině n̂. Následuj́ıćı kombinatorickou úlohou je
možné źıskat explicitńı vzorec pro výpočet bn.

Uvažujme ekvivalence prováděj́ıćıch rozklad n̂ na k tř́ıd. Necht’ tyto tř́ıdy maj́ı l1, l2, ..., lk prvk̊u,
přičemž samozřejmě lj ≥ 1 a

∑k
j=1 lj = n. Počet takových ekvivalenćı je

1

k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
︸ ︷︷ ︸

(lklk)=1

,

což je celkem zřejmé. Člen 1
k! vyjadřuje, že na pořad́ı (postupného) výběru tř́ıd ekvivalence nezálež́ı. Počet

všech ekvivalenćı s k tř́ıdami je tedy

∑
lj≥1, j∈k̂∑

lj=n

1

k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)

a celkový počet ekvivalenćı je potom zřejmě

bn =

n∑
k=1

∑
lj≥1, j∈k̂∑

lj=n

1

k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)
.

Jak je vidět, pro výpočet bn se tento vzorec nehod́ı. S jeho pomoćı bychom však byli schopni dokázat
větu 0.1.13, pokud bychom využili skládáńı generuj́ıćıch funkćı.

0.1.7 Skládáńı generuj́ıćıch funkćı

Mějme mocninné řady s EGF

F (z) =
f0
0!

+
f1
1!
z +

f2
2!
z2 + ...,

G(z) =
g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

a zaj́ımejme se, jakou posloupnost́ı je určena řada se složenou exponenciálńı generuj́ıćı funkćı F (G(z)).
Pokud dosad́ıme z právě rozepsaných vztah̊u, dostaneme

F (G(z)) =
f0
0!

+
f1
1!

(g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
+

f2
2!

(g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)2
+ ....

V této (zřejmě opět) mocninné řadě bychom tedy chtěli źıskat koeficient u zn.
Nejprve si uvědomı́me, že už nultý koeficient (u z0) je nekonečná č́ıselná řada

f0
0!

+
f1
1!

g0
0!

+
f2
2!

(g0
0!

)2
+ ...

a volbou hodnoty proměnné z nelze ovlivnit jej́ı konvergenci. Proto v následuj́ıćım uvažujeme pouze
takové EGF, pro něž g0 = 0. Koeficient u z0 je potom zřejmě f0

0! = f0.

Abychom źıskali koeficient u zn pro n ≥ 1 , uvažme, že nejmenš́ı mocnina v každé závorce je z a

závorky jsou postupně umocňovány na 0, 1, 2, 3, .... V každém členu

fk
k!

·
(g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)k
je tedy nejmenš́ı mocnina po roznásobeńı zk. Z toho plyne, že koeficient u zn můžeme hledat roznásobo-
váńım pouze prvńıch n závorek, vyšš́ı mocniny na něj nemaj́ı vliv.
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Vezměme si znovu k-tý člen součinové řady, tj. člen

fk
k!

·
(g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)k
=

fk
k!

·
(g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
·
(g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
· · ·
(g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

k-krát

.

Aby v nějakém členu po roznásobeńı závorek vzniklo zn, muśı se ∀j ∈ k̂ mezi sebou násobit členy (j-tý
člen pocháźı z j-té závorky)

glj
lj !

zlj ,

pro něž plat́ı
k∑

j=1

lj = 1

a samozřejmě lj ≥ 1. Koeficient u zn vznikne jako součet součin̊u přes všechny možné výběry člen̊u v
jednotlivých závorkách. Tento koeficient je tedy roven

h̃n =

n∑
k=1︸︷︷︸

suma přes n prvńıch člen̊u

fk
k!

·
∑

lj≥1, j∈k̂∑
lj=n

gl1
l1!

· gl2
l2!

· · · glk
lk!

︸ ︷︷ ︸
koeficient vzniklý z k-tého členu

.

Podle definice EGF je

(an)
∞
n=0

EGF−−−→
∞∑

n=0

an
n!

zn,

takže můžeme shrnout

(hn)
∞
n=0 =

(
n!h̃n

)∞
n=0

EGF−−−→ F (G(z)).

Nyńı dosad́ımě hn = n!h̃n a použijeme rovnost

n!

l1!l2! · · · lk!
=

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
,

kterou lze snadno ověřit. Dostaneme tak konečně vyjádřeńı koeficient̊u posloupnosti př́ıslušné generuj́ıćı
funkci F (G(z)):

hn =

n∑
k=1

fk
k!

∑
lj≥1, j∈k̂∑

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

) k∏
j=1

glj . (0.1.5)

Př́ıklad. Vrat’me se nyńı k poznámce 0.1.14. Uvažujme mocninné řady

(1)
∞
n=0

EGF−−−→ F (z) =

∞∑
n=0

1

n!
zn = ez,

(1)
∞
n=1

EGF−−−→ G(z) =

∞∑
n=1

1

n!
zn = ez − 1.

Potom exponenciálńı generuj́ıćı funkce F (G(z)) = ee
z−1 má podle (0.1.5) koeficienty

bn =

n∑
k=1

1

k!

∑
lj≥1, j∈k̂∑

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)
,

tedy př́ımo Bellova č́ısla. T́ım jsme alternativńım zp̊usobem dokázali větu 0.1.13.
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Př́ıklad 0.1.15. Určete dn :=počet 2-regulárńıch3 graf̊u na n vrcholech.
Najdeme jednoduchý rekurentńı vztah pro výpočet dn. Řešeńı se bude skládat ze tř́ı krok̊u:

1. Z kombinatorické úvahy sestav́ıme složitý explicitńı vzorec pro výpočet dn.

2. Vzorec uprav́ıme na tvar odpov́ıdaj́ıćı tvaru členu posloupnosti, která př́ısluš́ı určité složené EGF,
a tuto EGF vypoč́ıtáme.

3. Podobně jako u Bellových č́ısel z EGF odvod́ıme rekurentńı vztah.

Krok 1. Lze si snadno rozmyslet, že 2-regulárńı graf je právě takový, který vznikne jako disjunktńı
sjednoceńı určitého počtu kružnic.

Nejprve nalezněme počet graf̊u na n vrcholech, které jsou disjunktńım sjednoceńım právě k kruž-
nic. Každá kružnice má minimálně 3 vrcholy. Konkrétně tedy máme kružnice délek l1, l2, ..., lk, přičemž∑k

j=1 lj = n a
(
∀j ∈ k̂

)
(lj ≥ 3).

Chceme-li spoč́ıtat počet r̊uzných kružnic na l vrcholech v1, ..., vl, zafixujeme vrchol v1, z něhož kruž-
nice zač́ıná a do nějž se opět vraćı. Ostatńı vrcholy mohou být v libovolné z (l − 1)! permutaćı. Na

orientaci kružnice však nezálež́ı, takže na konkrétńıch l vrcholech existuje (l−1)!
2 r̊uzných kružnic.

Počet graf̊u na n vrcholech, které jsou sjednoceńım právě k kružnic, tedy je

1

k!

∑
lj≥3, j∈k̂∑

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
· (l1 − 1)!

2
· (l2 − 1)!

2
· · · (lk − 1)!

2
,

přičemž kombinačńı č́ısla odpov́ıdaj́ı počtu zp̊usob̊u výběru lj vrchol̊u pro jednotlivé kružnice a zlomek 1
k!

vyjadřuje, že nezáviśı na pořad́ı těchto kružnic. dn je pak součet uvedených výraz̊u pro všechna př́ıpustná
k:

dn =

[n3 ]∑
k=1

1

k!

∑
lj≥3, j∈k̂∑

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
·

k∏
j=1

(lj − 1)!

2
.

Krok 2. Abychom dostali vzorec pro dn do tvaru odpov́ıdaj́ıćıho n-tému koeficientu řady s EGF,
definujeme

gn =

{
(n−1)!

2 pro n ≥ 3,

0 pro n ∈ {0, 1, 2} .

Potom

dn =

n∑
k=1

1

k!

∑
lj≥1, j∈k̂∑

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
·

k∏
j=1

glj ,

protože

1. Je jasné, že je-li k >
[
n
3

]
, tak jedno z l1, ..., lk bude lj < 3, takže glj = 0. Lze tedy brát k od jedné

až do n.

2. Protože lj < 3 ⇒ glj = 0, neńı nutné uvažovat podmı́nku lj ≥ 3.

Z tvaru dn, který již odpov́ıdá (0.1.5), jsme schopni vyjádřit členy posloupnost́ı (fn) , (gn), které př́ısluš́ı
řadám s generuj́ıćımi funkcemi F a G. Připomeňme však, že vztah (0.1.5) plat́ı pouze pro n ≥ 1 a na
nultý koeficient d0 = f0 zde dosud nemáme žádnou podmı́nku.

(dn)
∞
n=0 tedy př́ısluš́ı exponenciálńı generúıćı funkci, která vznikne složeńım

(fn)
∞
n=0 = (1)

∞
n=0

EGF−−−→ F (z) = ez,

3G = (V,E) je r-regulárńı, právě když (∀v ∈ V ) (dG(v) = r).
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přičemž jsme definovali d0 = f0 = 1, a

(gn)
∞
n=0

EGF−−−→ G(z) =

∞∑
n=0

gn
n!

zn.

Zbývá vypoč́ıtat G(z). Dosad́ıme z definice (gn) a dostaneme

G(z) =

∞∑
n=0

gn
n!

zn =

∞∑
n=3

(n− 1)!

2n!
zn =

1

2

∞∑
n=3

zn

n
=

... derivaćı této řady je však geometrická řada, jej́ıž součet známe ...

=
1

2

z∫
0


∞∑

n=3

tn−1

︸ ︷︷ ︸
=t2 1

1−t=−1−t+ 1
1−t

dt =
1

2

(
−z − z2

2
− ln |1− z|

)
.

Generuj́ıćı funkce př́ıslušná (dn)
∞
n=0 je tedy

F (G(z)) = e−
z
2−

z2

4 − 1
2 ln|1−z| =

1√
1− z

· e− z
2−

z2

4 .

Krok 3. Nyńı z F (G(z)) źıskáme rekurentńı vztah pro dn stejně jako u Bellových č́ısel. Plat́ı rovnost

∞∑
n=0

dn
n!

zn =
1√
1− z

· e− z
2−

z2

4 ,

kterou zlogaritmujeme a zderivujeme:

ln

∞∑
n=0

dn
n!

zn = −z

2
− z2

4
− 1

2
ln (1− z) ,

∞∑
n=1

dn

(n−1)!z
n−1

∞∑
n=0

dn

n! z
n

= −1

2
− z

2
+

1

2 (1− z)
= −1

2
− z

2
+

1

2

∞∑
n=0

zn =
1

2

∞∑
n=2

zn.

Opět vynásob́ıme jmenovatelem a následně použijeme vzorec pro součin mocninných řad:

∞∑
n=1

dn
(n− 1)!

zn−1 =
1

2

( ∞∑
n=2

zn

)( ∞∑
n=0

dn
n!

zn

)
=

1

2

( ∞∑
n=0

dn
n!

zn

)( ∞∑
n=0

zn+2

)
=

=
1

2

∞∑
n=0

n∑
k=0

dk
k!

zn+2.

Nakonec porovnáme koeficienty u zn−1:

dn
(n− 1)!

=
1

2

n−3∑
k=0

dk
k!

,

dn =
(n− 1)!

2

n−3∑
k=0

dk
k!

.

Výsledek si můžeme ověřit na prvńıch čtyřech členech posloupnosti. Z hlavy v́ıme

d0 = 1, d1 = d2 = 0, d3 = 1, d4 = 3

a podle našeho rekurentńıho vztahu je

d4 =
3!

2

(
d0
0!

+
d1
1!

)
=

6

2

(
1

1
+

0

1

)
= 3.
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