0.1. EXPONENCIALNI GENERUJICI FUNKCE 1

0.1 Exponencialni generujici funkce

Definice 0.1.1. Necht’ z € C, (a, )20:0 je ¢iselnd posloupnost. Radou s exponencidlni generujici funkei
(angl. exponential generating function, EGF) rozumime ¢iselnou fadu

n(l
n
Z .
Z!
k=0

Soucet této fady nazyvame (exponencidlni) generujici funkci. Korespondenci posloupnosti koeficienti
fady a piislusné exponencialni generujci funkce f(z) zapisujeme jako

E

3

(@) 0 255 £(2).

Pozndmka. Srovname-li definice 7?7 a [0.1.1] vSimneme si ur¢ité inkonzistence v nézvoslovi. Definice 77
udévé nazev pro radu, ale definice hovoii spise o jeji generujici funkci. Tento rozpor je dédictvim
prednésky, kde jsme ve skutec¢nosti zadné formélni definice neméli a hovorili jsme o oby¢ejnych generuji-
cich funkcich (angl. ordinary power series, OPS) a o exponencidlnich generujicich funkcich, které jsme
oznacovali jako EGF. Zdjemci o korektni (a/nebo obvyklé) oznaceni jej budou muset hledat v literatufe.

Ptiklad.
X _n
~ EGF_ , z
(5, 295 =32
n=0
0.1.1 Pravidla pro poéitani s EGF
Jestlize
EGF EGF

(an)zoz() — f(2)7 (bn)zo:o — g(Z),

tak potom lze odvodit nasledujici vztahy:

1. Pro posunuti indexu o 1 plati

EGF
(an—&-l)zo:o I f/(Z) )
protoze
“a = a “a
/ _ Yn o n—1 _ n n—1 __ n+1l _n
f(z)—zn!nz _Z(n—l)lz _Z nl
n=1 n=1 n=0
2. Pro néasobeni indexem plati
EGF
(nan)n_g —— 2f'(2) |,
protoze
. a 1 (n-ap)
/ _ “n_ n—1_ = n;_n
Fz) = nl'"* _zz nl -
n=1 n=0

3. Pro nésobeni mocninou konstanty plat{ zfejmé (stejné jako u OPS)

("an)pg EGE, flcz) |

4. Ztejmeé plati

(an £ b2)°" 225 F(2) £ g(2) | (0.1.1)




5. Podle vzorce pro nasobeni mocninnych fad plati

(i () akbn_k> Oo_ 6T, f(2)g(2)

k=0

protoze

(i: (Z) ak) °°_ 25 e f(2) | (0.1.2)

0.1.2 Jednoduchy priklad

Pozndmka. Je ziejmé, ze pouziti generujicich funkci je podminéno nenulovym polomérem konvergence
prislusnych tad. Jak jiz bylo fe¢eno, v kombinatorickych tlohach zpravidla hleddme posloupnost koefici-
enti (ay),— . Tuto posloupnost sice nezndme, ale v mnoha piipadech jsme schopni ji néjakym zptisobem
odhadnout, takze muzeme zdola odhadnout i polomér konvergence.

Kritériem rozhodovéni, zda pro feSeni dané tlohy pouzit OPS ¢i EGF, mtze byt pravé fakt, ze EGF
pripousti pomalejsi klesdni posloupnosti a,, (o faktor n!) pfi zachovani stejného poloméru konvergence.
Pti rozhodovani nam mnohdy pomuze téz ,,typ* tlohy - napiiklad nasledujici dloha vybizi k pouziti EGF,
nebot’ jeji zadani v mnohém piipomind pravidlo .

Piiklad 0.1.2. Vypocitejte soucet
n
_ LAPS
5, =% ( k) R
k=0
Vyjdéme z posloupnosti (1), a pouzivejme postupné pravidla z ¢dsti

EGF
(Do 5
(n-1)7", EGE, ze?,
(n2):°:0 =(n-n), EBer (€% + ze%) = (z + 22) e?,
o0

&
&

e (B0 = v

Podle posledniho Fadku plati

S
Z B = (Z + 22) e,
n!
n=0
Najdeme-li tedy rozvoj funkce (z + 22) e?* do mocninné fady, budeme schopni vyjadfit koeficienty S,,.
Rozvoj sestrojime sikovné, nebot’ nam postaci znalost rozvoje e*, ktery vyndsobime polynomem (z + 2’2),
takze vysledek bude stdle mocninna rada.

N ) o) l 0 o) 2 _ o0 ﬁ ni2 et 277,71 " 0 27172 n
(z—|—z)e —(z—l-z);n!@z) —;n!z +7§n!2 —Z—|—712::27(n_1)!z +n2::27(n—2)!z'

on—1

2o noD1?"
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Z uvedeného vztahu je uz vidét, ze S1 =1 a

S’n, gn—1 gn—2
EY R oy TR
S, = mn2" ' 4nn-—1)2"2

0.1.3 Bernoulliova éisla

Definice 0.1.3. Bernoulliovymi &fsly rozumime posloupnost (B,,) 2

n—ps Pro niz plati

EGF z
(Bn)peog —— w1

Pozndmka 0.1.4. Zabyvejme se korektnosti definice By, tj. je-li mozné psét funkci f(z) = %5 jako soucet
mocninné fady. Nejprve se podivejme na kofeny jmenovatele. Jestlize vyjadiime z jako z = ip, muzeme
feSit rovnici
e = 1, tj.
cosp+ising = 1,
kterd md feseni ¢ = 2km, neboli z = 2kwi, kde k € Z. V bodé zp = 0 (k = 0) plati

lim =1,
z—z0 €% — 1

a v tomto bodé je tedy odstranitelnd nespojitost funkce f. Pro k € Z\ {0} a zo = 2kmi vSak plati

. z
lim = 00,
z—z0 €% — 1

pricemz nejblize nule jsou body £2m. Jiné singularni body funkce f nemé. To znamen4, Ze je holomorfni
na kruhu se stfedem v bodé 0 a s polomérem 27 a jeji Laurentuv rozvoj v bodé 0 mé tedy jen reguldrni

¢ast - je to pifmo Taylorv rozvoj. Proto lze skutecné funkci %5 rozvinout do mocninné fady (v bodé

-1
0) a polomér konvergence této fady je 27 (nebot’ to je vzddlenost k nejblizsimu singuldrnimu bodu).

V nésledujicim se budeme snazit najit hodnoty B,,. Podle definice po vyndsobeni (e* — 1) pla‘mﬂ

Po tpravé dostaneme
_ n n
n=0 n=0

Podle vzorce pro sou¢in mocninnych fad muzeme dale upravit na
oo n oo
By, 1
1:5 ( )z”zg ez
| — | ’
=\ k! (n—k+1)! o

ale to nenf nic jiného nez rozvoj ,funkce* g(z) = 1 do mocninné fady. Protoze koeficienty rozvoje jsou
jednoznacné, plati

Co — BO = 1,
n
By 1
en=S"2kE__ 2 _ o npeN.
| — |
= k! (n—Fk+1)!
10d tohoto okamziku jsme se zbavili odstranitelné nespojitosti funkce f(z) = ezil v bodé 0. Pokud v bodé 0 dodefinu-

jeme funkci f jeji limitou, tj. ¢islem 1, tak je koeficient By v rozvoji funkce f do mocninné fady roven jedné, nebot’ to je
pravé funkéni hodnota v bodé 0. Jak uvidime, po odstranéni zlomku k tomuto vysledku dojdeme i jinak.



Po vynasobeni posledni rovnosti ¢islem n! prejde tato rovnost na elegantnéjsi tvar

n
n+1
)3 ( ' >Bk )
k=0
S pomoci tohoto vztahu jsme schopni rekurzivné vypocitat prvky posloupnosti (B, ):
e B = f% zjistime ze vztahu (g)BO + (?)Bl =0,

e By = % vypocitame z rovnosti (g)Bo + (‘i’) By + (2)32 =0,

a takto muzeme pokracovat. Prvnich 16 ¢lent posloupnosti (B,,) mé ndsledujici hodnoty:

n [0] L [2[3] 4 [5]6]7
I I T T
B, [1]| 1 [fJo]—xJo[L]o
8 [9[10[11] 12 [13[14][15] 16
1 5 691 7 3617
—a0 |01 a | 0 —9ma | 015 |0 | —F@

Hodnoty B,, se méni na prvni pohled chaoticky a explicitni vyjadreni ¢lent posloupnosti B,, nevypada
jednoduse. My se o ngj ani pokouset nebudeme. Podle hodnot v tabulce v8ak muzeme predpokladat, ze

Bop+1 =0pron > 1.

To je z definice B,, ekvivalentni vztahu

2 —1- 1% 5udé mocn
=1— —z + sudé mocniny z.
s — 1 2 Y
Abychom jej dokézali, staci ukazat, ze funkce f(z2) = 2= + %z je sudé. To skutecné plati, muzeme ovérit

rovnost f(z) = f(—z) nebo provést ipravu f(z) na tvar

z z 2+ezfl_zez+1_

ze?+e 2 2 th(z)
— =2z = =-— — = —coth (=),
e#—1 2 20 —1) 2e*—1 2e2—e"2 2 2

z nejz je jiz sudost funkce f ziejma.

Véta 0.1.5. (Bernoulli)
Necht’ m € N. Potom plati

n—1 . 1 m m+1 o
2k — ("))

=0

Piiklad. Pro m = 2 mame znamy vzorecek

YK = én(n—&- 1)(2n + 1), tj.
k=0

n—1 1

K = 5= 1)n(2n —1)
k=0

a podle Bernoulliovy véty vychazi

n—1

1 1 1 1
E k*=-|Bn®*+3 By n*+3 Bon| =2n <n2 —-n+ ) =-n(2n® = 3n+1) = —n(n—1)(2n-1).
— 3 —~ =% 3 6 6

1 1
2 6
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Dukaz. Definujeme
n—1
S
k=0

a hleddme tedy hodnotu S, (m). Uvazujme posloupnost (S,(m)) -_, pro index m (!!) jako posloupnost
koeficientt fady s EGF. Postupné upravujeme:

(Sulm))iy 295 32 ) 52 L (Z ) -y >y

m=0 m=0 k=0 k=0 m=0

.. napravo mame konec¢nou geometrickou fadu, kterou muzeme secist ...

_ 1 nz __ 1
_e+e +eZz_|_ +e(n 1)z: — < .e —
—1 e —1 z
k=0 i=1 o
—_———
e‘VLZ_l

.. zkratime a posuneme indexy ...

B B, O il B
(E) (B55) -

.. pouzijeme vzorec pro nasobeni mocninnych fad, pficemz vnéjsi s¢itaci index zvolime jako m ...

oo m —1
-y (T By

1l —q |

= \= ! (m—j+1)!
, , _ (m41)!
.. nakonec vynasobime 1 = s dostaneme ...
o0 m
— i' 1 : Z <m + 1) Bj,,fﬂ*j#*l M
= m! \ m+ i i

Sn(m)

Na konci mdme opét mocninnou fadu s EGF a v zdvorce tak vystupuje pravé koeficient S, (m). Plat{

tedy
n—1 m
1 1 .
D k™ =S, (m) = — (mf )Bjnmﬁl.
k=0 m+ §=0 J

Odhady Bernoulliovych ¢isel

Jak jsme si tekli, fada ZZOZO %z” ma polomér konvergence p = 27. Podle vzorce z matematické analyzy
na vypocet p mame tedy

1
2r =
limsup ¢ %
n— o0 ’

limsup {
n—oo

B, 1
o



S pomoci obou vlastnosti limes superimﬂ muzeme odhadnout absolutni hodnotu B,, shora i zdola:

1. Pro kazdé € > 0 plati od jistého ngy pocinaje

IN
|
4
H

1 n
m

2. Pro kazdé € > 0 plati pro nekone¢né mnoho n odhad

1 n
B (L)
W

Ukéazeme, ze vhodnym postupem lze zjistit nejen odhad shora a zdola, ale ze lze pro kazdé B,, nalézt i
jeho ptibliznou hodnotu, tj. ¢islo, které se mu blizi. Nejprve pfipomenme, ze funkce komplexni proménné
f(2) mé v singuldrnim bodé zg pdl p-tého stupné, prave kdyz pro koeficienty jejiho Laurentova rozvoje v
bodé zg plati a_, # 0 a a, = 0 pro n < —p. To je ekvivalentni s existenci konecné limity

lim f(z)-(z — 20)" € C\{0}.

Z—20

z

Konkrétné stupen pélu funkce f(z) = v bodech £2mi je 1, protoze pomoci ’'Hospitalova pravidla

e*—1
vypocitame
2 . .
z° —2miz 2z — 2mi
li —2mi) = lim —— = lim —— =2mi=a_; = i f.
et e T e T e T e
Analogicky pro z — —2mi vyjde limita a_q = —2mi. M4-li vsak (néjakd) funkce f v bodé zy pdl stupné

1, jeji Laurentuv rozvoj v tomto bodé ma tvar

a—
fz) = ! +ag+ai(z—2)+ ...,
zZ— 20
takze funkee f(2) — ;= ma rozvoj
a—
f(z)— L —ag+ar(z—2)+ ...
zZ— 20

a je tedy holomorfni v bodé zy. Z toho plyne, ze funkce

g(2) = z (27ri n 2m’>

z—2m  z+4+2m

—1. ¢leny rozvoje v bodech 4273

je holomorfni v bodech +27i a tim padem je holomorfni na kruhu se stfedem v nule o poloméru 47, nebot’

dalsi singuldrni body funkce %5 jsou +4mi. Jeji Laurentiv rozvoj v bodé 0 je rozvojem do mocninné

fady s polomérem konvergence 4.

2Piipomenuti pojmii z matematické analyzy: A € R U {#o00} je hromadnd hodnota redlné posloupnosti (A,), pravé kdyz
existuje z ni vybrand posloupnost takova, ze limy, o0 Ag,, = A. Kazda ¢iselnd posloupnost mé hromadnou hodnotu. Mnozina
hromadnych hodnot posloupnosti ma nejmensi a nejvétsi prvek. Limes superior je nejvétsi hromadné hodnota posloupnosti.
7 téchto definic a tvrzeni plynou dvé vlastnosti limes superior. limsup,, _, ., An = A, pravé kdyz:

1. Pro kazdé ¢ je jen kone¢né mnoho prvku vétsich nez A + ¢, tj. (Ve > 0) (3ng) (Vn > no) (An < A+¢).

2. Pro kazdé ¢ existuje nekoneéné mnoho prvkl vétsich nez A — ¢, tj. (Ve > 0) (Joon) (A, > A —€).
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Tato skute¢nost nam umozni ziskat ptiblizné hodnoty Bernoulliovych ¢éisel. Nejprve upravime

(2) z 9 27 + 27 z + 872 z I 1
zZ) = — 4T = =
g e* — 1 224412 er —1  2244mw?2 er -1 1+%’

takze posledni zlomek je ve tvaru souc¢tu geometrické fady s kvocientem —é. Celou funkei g(z) nyni
snadno rozvineme do fady, pficemz jesté vyuzijeme, Ze liché ¢leny posloupnosti B,, po¢inaje B3 jsou rovny

nule.
1 o~ Bon L2 o (1" o, B2n 5 (=D o
- 75" Z L+2Z(47T2)"Z +Z (472)” 2
N n:(] n=0 n=0

TR azn

Tato fada ma polomér konvergence p = 47. Nyni odhadneme B,, zcela stejnym postupem, jako jsme
to jiz jednou udélali. Plati

B, n"
— =limsup V/|a,| = hm SU.p %/ |azn| = limsup \/ +2 (=1 .

n—00 n—00 (2 ) (47T2>

Vyuzijeme jen prvni vlastnosti limes superior, tj. ze pro kazdé € > 0 plati od jistého ng pocinaje

Bow (—1)" 1
2n 2 < _
\/ on) TCamyr| S oam te
B2n (71)n 1 2n
2 = .
‘(271)! )T e

%. Proto mtuzeme napsat

B2n o (_1)n i . 2n
@n)l 2(47r2)n+0<(47r+ ) )

a definovat posloupnost Cs,, jako posloupnost pfibliznych hodnot Bs, vztahem

Posledni vztah vlastné odhaduje vzdélenost éisla 2 (2 5 od cisla —

Cyp = —2(2n)! (=1

Nasledujici tabulka udava srovnani skuteénych hodnot B,, a jejich odhadi:

on 2 1 6 g 10 12 i1 16
Ba s | —m | “3 | | —omg i | %0
Baon ~ || 0.166 | —0.0333 | 0.0238 | —0.03333 | 0.07575 | —0.25311 | 1.166666 | —7.092156
Can ~ || 010132 | —0.03079 | 0.0234 | —0.03319 | 0.07568 | —0.25305 | 1.166595 | —7.092048

Pozndmka. Posloupnost Cy,, pro n — oo nekonverguje k Bs,, pro dalsi ¢leny by uz rozdily mezi By, a
Cyy, rostly. To neni prekvapenim, protoze odhad rozdilu je

(2n)!0 <(417T +5) 2n> 7% too.

Pokud bychom chtéli ziskat presnéjsi odhady Bs,, mohli bychom ode¢tenim potiebnych ¢lent vyrobit
funkci, kterou 1ze rozvinout do mocninné fady s polomérem konvergence 2km > 4.



0.1.4 Invertovaci formule

Véta 0.1.6. Necht’ (an),— o, (bn),— jsou dvé posloupnosti, necht’ Vn € N\ {0} je

n=0’
Ay = Z (Z) bk.

k=0

b, = (Z) ar (=1)"7F.
k=0

Pozndmka. Je ziejmé, proc¢ se tato véta nazyva invertovaci formule. Udava totiz vyjadieni élenu b,
)
pomoci a, pii znalosti vyjadieni a,, pomoci b,. Podobnych invertovacich formuli je vice.

Potom

Dikaz. Dokazat tuto vétu s pouzitim EGF je snadné. Uvazujme nasledujici EGF:

(an)zo:o ﬂ) A(z),
by 25 B(2)

Podle pravidla (0.1.2)) plati

Zn: (Z) b | 265 e*B(2).

k=0
——

An

Dostdvame tedy vztah A(z) = e*B(z). Zpétné vyjaddiime B(z) = e *A(z) a provedeme rozvoj funkce e™*

do mocninné fady. Dojdeme tak k rovnosti

- (71)77 n > n _n —z - bn n
7;) o z ~;%z =e A(z):B(z):;HZ.

Vynésobime fady podle sou¢inového vzorce a ziskdme

i ( - ak(l)""“) N~ bnn
=\ K (n—k)! n!

Porovnanim koeficientii potom dostaneme

Pouziti invertovaci formule

Oznacme d,, pocet permutaci 7 na mnoziné {1,2,...,n}, které nemaji pevny bod, tj. plati pro né
(VE en)(n(k) #k).

Plati
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e dy =1 (pouze permutace 2,1),
e d; =2 (permutace 2,3,1 a 3,1,2).

Snadno se odvodi néasledujici rekurentni vztah.

W=dy+n-dy1+( Vdyot ot Vdpr++ " Vot " Vdy+1.
2 k n—2 n—1

Vsechny permutace mnoziny 7 1ze totiz rozdélit na permutace bez pevného bodu (téch je d,,), permutace
s jednim pevnym bodem (téch je n - d,,), permutace s dvéma pevnymi body atd. Obecné permutaci s k
pevnymi body je (Z) dn_x, protoze pevné body lze vybrat (Z) zpusoby a zbytek je permutace n — k Cisel
bez pevného bodu, kterou lze vybrat d,_j, zpusoby). S pouzitim rovnosti

(1) =(.")

a s dodefinovanim dg := 1 lze tento vztah upravit na

i (o (o (e (o (o

Potom muzeme aplikovat invertovaci formuli, takze lze postupné upravovat:

dn:Z(k>k'( —n'z R —1)"_k:n!z%(—l)k:
k=0 k=0 """

<. ko o
.. vyuzijeme Y77 o & (—1)" =e~! a prepiSeme na ...

R

Nyni aplikujeme Leibnizovo kritérium, které iika, ze zbytek R po alternujici fadé je v absolutni hodnoté

mensi nebo roven nez prvni zanedbany ¢len, v nasem ptipadé CEsy +1) Plati tedy
d, =nle ! —nlR,
kde n!l|R| < — < 3 pro n > 2. Lze tedy napsat, ze d,, = nle™! — ¢, kde |e| < 1, neboli € € (—1,3).
Déle uprav1me na n'e =d, + ¢, a tedy
-, 1 .
nle™" + 5= dn + €,

kde € € (0,1). Protoze d,, € N, tak pokud vezmeme celou ¢ést levé i pravé strany této rovnosti, dostaneme

explicitni vyjadfeni pro d,: '
nl 1
—+ | =[d, + €] =d,.
L} + 2] [dn + €]

0.1.5 Stirlingova ¢isla
Definice 0.1.7. Necht’ n > k > 1. Stirlingovo é&islo (druhého druhu)

i

definujeme jako pocet rozkladu mnoziny 7 na k neprazdnych podmnozin.
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Priklad.

HE

protoze rozklady mnoziny {1, 2, 3,4} na dvé neprazdné podmnoziny mohou byt ’ 1 I 234
[4]123] [12]34] [13]24] [14] 23]

2] 134

3]124

9 9 9

) X )

Pozndmka 0.1.8. Ziejme {1} =1, {"} = 1. Déle

protoze kdyz mnozinu n rozdélujeme na dvé neprazdné podmnoziny, tak z ni vybereme libovolnou
podmnozinu kromeé @) a 7 (a takovych podmnozin je 2" — 2). Druhou podmnozinu pak tvoif zbytek.
Vysledny pocet délime dvéma, nebot’ na poradi podmnozin (kterd je ta prvni a kterd ta druhd)

nezalezi.
n _(n
n—1f \2)’

protoze pocet rozkladi # na n — 1 neprédzdnych podmnozin odpovidd poctu dvouprvkovych pod-
mnozin 7 (pravé jedna podmnozina v rozkladu m4 totiz dva prvky).

Poznamka 0.1.9. Je zfejmé, ze v rozkladu mnoziny n plati pravé jedno z nésledujicich tvrzeni:
e Bud’ prvek n tvoii jednoprvkovou podmnozinu,
e nebo prvek n patii do néjaké viceprvkové podmnoziny mnoziny 7.

Podle této tivahy lze sestavit nasledujici rekurentni vztah:

n n—1 n—1
= . 1.
{Z:i} je totiz pocet rozkladu, kde n je ,zvlast™ v jednoprvkové mnoziné a k{”gl} je pocet rozkladu,

kdy n ,pfihodime“ do jedné z k neprazdnych podmnozin z rozkladu n/—\L takze vznikne viceprvkova
podmnozina.
Vzpomenme si na obdobny vztah, ktery plati pro kombinaéni ¢isla:

-G+

Definice 0.1.10. Pro n, k € Z rozsifujeme definici Stirlingova ¢isla takto:

{if -

V tom piipadé plat{ vztah (0.1.3)) pro kazdé n,k € Z kromé n = k = 0.

pro n < k nebo k < 0,
prok=0an#0,
pron=Fk=0.

= o O

Nyni najdeme explicitni vyjadfeni Stirlingova ¢isla. Necht’ k& > 0. Potom definujeme mocninnou fadu
J— n n
By (z) = Z { k}x
neZ

a nasim cilem tedy opét bude najit jeji koeficienty. Podotknéme, ze
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1. By je skuteéné mocninnd fada, protoze podle rozsitené definice Stirlingovych ¢isel plati ) -, {Z}z” =
Sk {i}="™. Rozsah scitactho indexu n € Z vsak bude velmi sikovny pii manipulaci se sumami.

2. Opét podle definice [0.1.10| plati By(z) = 1.

Nyni pouzijeme rovnost ((0.1.3) a dosadime do definice Bj. Pfitom s vyhodou vyuzivdme rozsah indexu

nez. i) o {Z: i}xn—l Y {n; 1}x"‘1 = 2By—1(x) + kzBy,().

nez nez

7Z toho vyjadiime
x

:1fk:c

a postupnym dosazovanim By_1(z), Bi—2(x),... dostaneme

Bk(l‘) Bk,1($)

T T T T x J)k

- . . 1. )
l—kzr 1—(k—1Dz 1—(k—2)z 1-2z1l-=x \6 (1—-a)1—-2x) (1 —kx)
Bol’

Jestlize tuto (generujici) funkci rozvineme do mocninné fady, tak koeficient u 2™ bude diky jednoznacnosti
rozvoje pravé {Z} Abychom byli schopni rozvoj provést, rozlozime nejprve funkei By, (z)/x* na parcialni
zlomky. Obecné mé tento rozklad tvar

1 i s ay

(1—2z)(1—-22) - (1 — k) —e i T T

(0.1.4)

Nyni je tieba nalézt koeficienty o;. Zvolme si konkrétni j € k. Rovnost 1) vynasobime vyrazem
(1 —jz) a poté dosadime x = % Dostaneme

1
(1—z)(1—-22)--- (1= -D2)A =G+ 1Dz)--- (1 - kz)
1

NG G- -5 0-9)

Pokud nynf rozsffime zlomek nalevo vyrazem j*~! tak, ze kazdou zavorku ve jmenovateli vyndsobime j,
dostaneme

r=

[

Q.

P G
G-DG-2 210 (2-G-k k=)

(G- (k—f)(=1)k—7F

:Olj.

Koeficienty o jsme tedy ziskali. Rozvoje jednotlivych zlomku ﬁ jsou pfitom snadné, jedna se totiz o
sou¢ty geometrickych fad s kvocienty jx. Cely rozvoj By (z) tedy je

By (z) = 2* Zaj Z (jz)" .
n=0

j=1

Nyni zaménime pofadi sum, dosadime hodnoty a; a dostaneme

k. k—j
- k(_l) ! -n n+k.

Bi@) =23

Koeficient u z™ je tedy
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Pozndmka. Explicitni vzorec pro {Z} byl odvozen za pouziti rozsitené definice|0.1.10} a proto tuto definici
spliiuje. Jen pro zajimavost tak napiiklad vime, ze

i} 0S5

0.1.6 Bellova cisla
Definice 0.1.11. Pro n € Ny definujeme Bellovo &islo b,, jako

b :zz{z}.

Poznamka. Plati by =1 a pron > 0 je

w5t

k>1

rovno poc¢tu ruznych relaci ekvivalence, které mohou existovat na n-prvkové mnoziné. To je ziejmé,
protoze kazdéd ekvivalence rozdéluje n-prvkovou mnozinu na tiidy ekvivalence, tj. na néjaky pocet (k)
neprazdnych podmnozin.

Priklad 0.1.12. Pocet ruznych ekvivalenci na 4-prvkové mnoziné je 15. Podle pozndmky [0.1.8 umime totiz

vypocitat
4 4 4 4
b4—{1}+{2}+{3}+{4}—1+7+6+1—15.

Podivejme se, jak dokazeme vyjadrit b, po dosazeni explicitniho vzorce pro {Z} Plati

CElER-EES 2

k>0 k=0 k=0 j= v\ ,

.. pouzijeme pravidlo pro sou¢in mocninnych fad ...

S0 (e D IR 1
=il (Z Il >:eA f:EZT:b"'

|
-1 7 ) \io

Tento tvar b,, se nam bude hodit v néasledujici vété.

Véta 0.1.13. Oznacéme

by
B(z) := Z ke
n=0
Potom plati
B(z) =e* 1,

tj.
(bn)>2y 255 B(2) = e .
Diikaz. Do definice B(z) dosadime pravé vypoc¢itanou hodnotu b,, a upravujeme.

oo

LCEOSE DI DI EES I P S
——

()
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Il 1gn1 1o
SeXGiza Tox =e

=0
—_———

eiz

.
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Poznamenejme, ze vysledek je kone¢né ¢islo. To spolu s konec¢nosti sumy (*) ospravedlituje zdménu sum

v prvnim fadku.

O

Pomoci predchozi véty odvodime rekurentni vztah pro vypocet b,,. Vyjdeme ze vztahu

o0
eez—l _ E : bn N
n' ’

n=0

ktery zlogaritmujeme a nasledné zderivujeme:

ef—-1 = lnib—nz",

s

= b 1
n n—
> z
—1)!
n=1 (n—1)
—
> bya
n!
n=0

Nyni vyjadifme e* = Y /£ a vyndsobfme jmenovatelem:

b — 1 b
n_n n| _ n+1l n
ERIERI R W
n=0
Pouzijeme vzorec pro nasobeni mocninnych fad:
o0 n o0
bk 1 n b’ﬂ+1 n
Z( k:'(nk)‘)z _Z nl o
n=0 \k=0 n=0

Nakonec porovname koeficienty u obou mocninnych fad. Plati tedy

bn+1 _ - bk 1
n!l Zk! (n— k)’
k=0
" /n
b1 = Z(k)bk-
k=0
Priklad.
bo
by O bo=1.121

0

o)
by = <(1)> - b <> cbp=1-141-1=2
bs (2) bo+<> 1+(2>~b2=1-1+2-1+1-2=5

1

+

0 2

3 3 3

+3-2+1-5=15.

Cislo by jsme jiz vypoéitali z definice pomoci Stirlingovych éisel v pifkladu [0.1.12
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Pozndamka 0.1.14. Vime, ze b, je pocet ekvivalenci na mnoziné n. Nasledujici kombinatorickou tlohou je
mozné ziskat explicitni vzorec pro vypocet b,.

Uvazujme ekvivalence provadéjicich rozklad # na k tiid. Necht’ tyto tiidy maji l1,ls, ..., prvku,
pfiCemz samoziejmé [; > 1 a Z?Zl l; = n. Pocet takovych ekvivalenci je

1 /n\(n—->bL\(n—-L-l) H—Z?;Elj n—Z;lelj
E'\ 11 lo I3 lk—1 Uk '
—_—
(ir)=1

coz je celkem ziejmé. Clen % vyjadiuje, Ze na porad{ (postupného) vybéru tiid ekvivalence nezédlezi. Pocet
v8ech ekvivalenci s k tiidami je tedy

Z l n\(n—I0h\[n—-UlL1L -1 n*Z?;flj
ARG lo I3 lk—1
1;>1, jek

le:n

a celkovy pocet ekvivalenci je potom ziejmé
n k—2
1 /n\/nn—-0UL\/n-1 -1 n—>:_1l
b, — = e j= .
nm2 2 ! <ll>( L2 )( 3 ) ( le—1

Jak je vidét, pro vypocet b,, se tento vzorec nehodi. S jeho pomoci bychom vsak byli schopni dokazat
vétu [0.1.13] pokud bychom vyuzili skldddni generujicich funkct.

0.1.7 Skladani generujicich funkci

Méjme mocninné fady s EGF

Jo , fi_ | f2 0

F(z) = a+iz+§z + .
_ % 9, 92
G(z) = 0!+1!z+2!z + ...

a zajimejme se, jakou posloupnost{ je urGena fada se slozenou exponencidlni generujici funkei F(G(z)).
Pokud dosadime z pravé rozepsanych vztaht, dostaneme
fo  fifg90 % 92 o fer90 0 92 o B
F(G() = 5 + (ﬁ + 5+ 0+ ) + 50 (ﬁ + 5+ 0+ ) T
V této (zfejmeé opét) mocninné fadé bychom tedy chtéli ziskat koeficient u 2™.
Nejprve si uvédomime, ze uz nulty koeficient (u 2°) je nekoneénd éfselnd rada

Jo Jigo  fo (g°>2+...

o " 1rol "2t \o!

a volbou hodnoty proménné z nelze ovlivnit jeji konvergenci. Proto v nasledujicim uvazujeme pouze
takové EGF, pro néz go = 0. Koeficient u 2° je potom ziejmé % = fo.
Abychom ziskali koeficient u z" , uvazme, ze nejmensi mocnina v kazdé zavorce je z a

zavorky jsou postupné umocnovany na 0,1,2,3,.... V kazdém ¢lenu
fe (91 92 k

je tedy nejmensi mocnina po roznasobeni z*. Z toho plyne, ze koeficient u 2" muzeme hledat roznasobo-
vanim pouze prvnich n zavorek, vyssi mocniny na néj nemaji vliv.
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Vezmeéme si znovu k-ty ¢len soucinové fady, tj. ¢len

v (0 92 o o fe (o 92 o g1 92 o g1 g2 o

k-krat

Aby v néjakém ¢lenu po rozndasobeni zavorek vzniklo 2™, musi se Vj € k mezi sebou nésobit ¢leny (j-ty
¢len pochézi z j-té zévorky)
9y i,

z
| ’
;!

pro néz plati
k
D Li=1
j=1

a samoziejmé [; > 1. Koeficient u 2" vznikne jako soucet soucinii pfes vSechny mozné vybéry clent v
jednotlivych zavorkach. Tento koeficient je tedy roven

n
7 fk g1, 9gi, iy,
k=1 1,>1, jek
— Sl

suma pies n prvnich ¢lenu
koeficient vznikly z k-tého ¢lenu

Podle definice EGF je
oo
o0 EGF an n
(an)n:[) B nz:% mz )

takze muzeme shrnout

(ha)2y = (n!ﬁn):io EGE, p(G(2)).

Nyni dosadimé h,, = nlh, a pouzijeme rovnost

. (n\(n—=UL\(n—l—l n—Y000
W1\ lo ls I ’

kterou lze snadno ovérit. Dostaneme tak kone¢né vyjadieni koeficientu posloupnosti prislusné generujici
funkei F(G(z)):

w£E T OECECF s

Iy
k=1 4;>1, jek
2 li=n

Priklad. Vrat'me se nyni k poznamce Uvazujme mocninné rady

o0

~  EGF L on_ 2
(1)~ — F(2)= Z 7 =
n=0
W=, ECT gy = i Lo
n=1 ‘ n! '

Potom exponencidlni generujici funkce F(G(z)) = e ~! ma podle (0.1.5)) koeficienty

£d T O (CE)

k=111, jek
Z lj:n

tedy piimo Bellova ¢isla. Tim jsme alternativnim zptusobem dokazali vétu [0.1.13
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Priklad 0.1.15. Urcete d,, :=pocet 2—regulérn1’c}ﬂ grafi na n vrcholech.
Najdeme jednoduchy rekurentni vztah pro vypocet d,. ReSeni se bude skladat ze tii kroku:

1. Z kombinatorické tivahy sestavime slozity explicitni vzorec pro vypocet d,,.

2. Vzorec upravime na tvar odpovidajici tvaru ¢lenu posloupnosti, ktera prislusi urcité slozené EGF,
a tuto EGF vypocitame.

3. Podobné jako u Bellovych ¢isel z EGF odvodime rekurentni vztah.

Krok 1. Lze si snadno rozmyslet, ze 2-regularni graf je pravé takovy, ktery vznikne jako disjunktni
sjednoceni urc¢itého poc¢tu kruznic.

Nejprve naleznéme pocet grafu na n vrcholech, které jsou disjunktnim sjednocenim pravé k kruz-
nic. Kazda kruznice mé minimalné 3 vrcholy. Konkrétné tedy mame kruznice délek Iy, 1o, ..., [, pficemz

Siati=na(viek) =)

Chceme-li spocitat pocet riznych kruznic na [ vrcholech vy, ..., vy, zafixujeme vrchol vy, z néhoz kruz-
nice za¢ind a do néjz se opét vraci. Ostatni vrcholy mohou byt v libovolné z (I — 1)! permutaci. Na
orientaci kruznice v8ak nezalezi, takze na konkrétnich [ vrcholech existuje (1_21)!

Pocet grafu na n vrcholech, které jsou sjednocenim pravé k kruznic, tedy je

% 3 A<Z><nl—2z1)<n—zl;—zg>m(n—%_;zj).(11;1)1'(z2;1)!m(zk;1)!’

;>3 jek
Z lj:n

ruznych kruznic.

pficemz kombinacni ¢isla odpovidaji poctu zptisobtl vybeéru /; vrcholii pro jednotlivé kruznice a zlomek %
vyjadiuje, ze nezavisi na poradi téchto kruznic. d,, je pak soucet uvedenych vyrazu pro vSechna piipustna

k:
[5]

cBh T () CE s

k=1""1,>3, jek
Z lj:n

Krok 2. Abychom dostali vzorec pro d, do tvaru odpovidajiciho n-tému koeficientu rady s EGF,
definujeme

w3

0 pron € {0,1,2}.

&1 n\ (n—0\ (n—1 1l R D
o 0] 0 G RO R e SLOR O
k=1"1;>1, jek J=1

S

i
>l

{(";1)' pron > 3,
9n =

Potom

n
protoze

1. Je jasné, ze je-li k > [g], tak jedno z [y, ..., Iy bude l; < 3, takze g;; = 0. Lze tedy brat k od jedné
az do n.

2. Protoze l; < 3 = gi; = 0, nenf nutné uvazovat podminku /; > 3.

Z tvaru d,, ktery jiz odpovida , jsme schopni vyjddrit ¢leny posloupnosti (f,,), (gn), které piislusi
faddm s generujicimi funkcemi F' a G. Pfipomenme vsak, ze vztah plati pouze pro n > 1 a na
nulty koeficient dy = fy zde dosud nemame zddnou podminku.

(dn)y—_q tedy piislusi exponencidlni generuicf funkei, kterd vznikne slozenim

() = (122 285 F(2) = o,

3G = (V, E) je r-regularni, pravé kdyz (Vv € V) (dg(v) = r).
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pricemz jsme definovali dg = fo =1, a

o0
EGF g
(gn)zozo —— G(2) = E TTT;Z”
n=0

Zbyva vypocitat G(z). Dosadime z definice (g,) a dostaneme

G = = L e

n=0 n=3 n=3

... derivaci této fady je vSak geometricka fada, jejiz soucet zname ...

1 N 1 22

——

42 1 1
=i =—l-tt1

Generujici funkce piislusnd (d,,),, je tedy

==
Krok 3. Nyni z F/(G(z)) ziskdme rekurentni vztah pro d,, stejné jako u Bellovych éisel. Plat{ rovnost

2

oo
Zdlznz 1 5%
n! 1—2

@

lni%z" = —g—%z—fln(l—z),
n=0 "~
 _dn  n-1
n;m—mz _ 1z, 1 _—1—*+*§:Z”=1§:Z"
Sty 2 27 2(1-2) 2 2 24 2 £

Opét vyndsobime jmenovatelem a nasledné pouzijeme vzorec pro soucin mocninnych fad:

St -1(5) (£5) -5 5) ()

n=1 n=2 n=0 n=0 n=0
(o) n
_ lz Ak nt2
2 k!
n=0k=0
Nakonec porovname koeficienty u 2"~ 1:
d, 124y,
— 2 N
(n—1)! 2 e~ k!
i B (n - 1)' n—3 %
" 2 k!
k=0

Vysledek si muzeme ovéfit na prvnich ¢tyfech ¢lenech posloupnosti. Z hlavy vime
dy=1,dy =dy=0,d3=1,dy =3

a podle nageho rekurentniho vztahu je

3l (dy i\ _6(1 0\ _
d4_2<0!+1!>_2(1+1)_3'
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