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0.1 Hledani minimalni kostry grafu

Necht’ je dén souvisly graf G = (V, E) a zobrazeni ¢ : E — (0, +
Ukolem je najit takovou podmnozinu E C E, ze graf G = (V, E) je souvisly a pfitom cena

o(B) = cle)

ecE

00), které prifazuje hrandm jejich cenu.

je minimalni. Této tloze fikdme tloha na nalezeni minimalni kostry grafu.
Pozorovani. G bude strom.

Diikaz. Pokud G neni strom, pak v G je kruznice. Je tedy mozné ubrat hranu, aniz se porusi souvislost

grafu, a cena c¢(E) se pfitom snizi. O

Pro hledani minimalni kostry v grafu je mozno pouzit nasledujici algoritmus, ktery je piikladem tzv.
hladového (greedy) algoritmu.

Algoritmus 0.1.1. (Kruskalav algoritmus konstrukce minimdlni kostry)

1. Usporddej hrany z E podle jejich ceny od nejlevnéjsi k nejdrazsi. Bud’ T mnoZina hran, inicializovand
na T := ().

2. Obsahuje-li T hrany f1, ..., fi, vyber nejlevnéjsi hranu fi11 takovou, Ze graf Giy1 = (V,T U{fix1})
neobsahuje kruznici, a zarad’ ji do T'. Tento krok opakuj, dokud to jde.

Je zfejmé, ze v okamziku ukonéeni bude G = (V,T) souvisly a bude to tedy strom. Druhy krok
algoritmu se bude opakovat pravé (n — 1)-krat.

Véta 0.1.2. Kruskaltuv algoritmus konstruuje strom s minimdlni cenou.

Dikaz. Ozna¢me Ty, mnozinu n — 1 hran dodanych Kruskalovym algoritmem. Definujme mnozinu
T ={T C E|graf (V,T) je souvisly a ¢(T) je minimélni },

tj. jako mnozinu vSech vhodnych vybéra n — 1 hran, na nichZ se nabyva minima ceny. Dukaz provedeme
sporem: piedpokladejme tedy, ze Tr, ¢ T. Potom lze korektné definovat zobrazeni g : 7+ {1,2,...,n—1}
vztahem

9(T) = min {i[ fi & Tkr}.
Necht’ T € T je takovd mnozina hran, ze k := g(T) = maxper g(T). Piiddme-li hranu f;, do T', vznikne
mnozina n hran, a tedy graf (V, T) obsahuje kruznici. V ni musi lezet n&jakd hrana e ¢ Tk, protoze
jinak by graf (V, Tk,) nemohl byt strom. Sestrojme novou mnozinu vrcholu

T =T U{fi}\{e},

tj. vyjméme hranu e ze zminované kruznice. Potom graf (V, T) ZUstavé souvisly, navic #7 =n — 1, a je
to tedy strom. Pro cenu plati

e(T) = e(T) + c(fr) — cle).

Abychom zjistili, jak vysoks je cena T' v porovnani s cenou T, uvazujme takto: V k-tém kroku se Krus-
kaluv algoritmus rozhodl pro hranu f; a nikoli pro hranu e, pfi¢emz se pro e rozhodnout mohl, protoze
hrany{fi, ..., fk—1,e} C T a tyto hrany tedy netvoif kruznici. Divodem, pro¢ se algoritmus rozhodl pro
fr, musi tedy byt ¢(fi) < c(e). Z toho plyne, ze také

oT) < o(T),

ale protoze uz ¢(T) byla minimdln{, musi zde platit rovnost. Kazdopddné T € T.Ovsem T obsahuje i

)
hranu f, takze g(T) > k, coz je spor s volbou k. O
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